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Valés szamok kozepei

Definicié
Legyen D egy nemiires intervallum. Ekkor az M: D x D leképezést a
D-n értelmezett kozépnek nevezziik, ha

min{x,y} < M(x,y) < max{x,y}, (x,y)€ D.

Azt mondjuk, hogy M szigord kozép, ha minden x # y esetén az el6z4
feltételben szigort egyenl6tlenségek vannak.

Példak

Az alapvetd kozepek:
@ szamtani kozép;
@ geometriai kozép;

@ harmonikus kozép.
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Kvazi-aritmetikai kozepek

Megjegyzés

A valds szamok mellett, a pozitiv operdtorokon (nemkommutativ eset) is
lehet kiilonbozé mdédon definialni kozepeket.

Definicié
Legyen h: D — R egy folytonos, szigortian monoton fliggvény, ahol

D CR ésp e (0,1). Ekkor az alsbbi médon definidlt MIP': D x D — R
leképezést silyozott kvazi-aritmetikai kozépnek nevezziik:

MPI(x,y) = h=1(ph(x) + (1 = P)h(y)).
Ha p =1/2, akkor a kvdzi-aritmetikai kézepet kapjuk, azaz

10 400

MI[%](va) = Mh(Xv)/):h_l < 2
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Altlanositott sulyozott kvazi-aritmetikai kozép

Definicié
Legyen D C R egy intervallum. Tegyiik fel, hogy az f;,f,: D - R
fliggvények folytonosak, monotonok ugyanolyan értelemben és nincs

olyan nemtrividlis intervallum, amin egyszerre lennének konstansok.
Ekkor az Mg g, D x D — R leképezés

Mg 5 (x.y) = (A + £) " A(x) + 2(y), x,y€D

kozepet definidl D-n, amit dltaldnositott sulyozott kvazi-aritmetikai
kozépnek hivunk.

Ha h: D — R egy szigortian monoton, folytonos fiiggvény, p € [0, 1],
tovabba f(x) = ph(x) és fr(x) = (1 — p)h(x). Akkor
M s(xy) = (f+H)HAKX)+ h(y))
= h(ph(x) + (1= p)h(y)) = M (x, ).
Megjegyzés
J. Matkowski: karakterizalta az dltaldnositott silyozott kvazi-aritmetikai
kozepeket és a siilyozott kvazi-aritmetikai kozepeket.
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Operator kozepek

H: komplex Hilbert-tér;

L(H): | egységelemmel rendelkezd, dsszes H értelmezett korldtos linedris
operator C*-algebrija;

L(H)sa: L(H) Snadjungdlt elemeinek vektortere;

L(H)2: L(H)ss, D spektrumi operdtorainak halmaza (barmely D C R
intervallumra).

Az altaldnos rendezés egy H komplex Hilbert-tér onadjungalt
operatorainak terén a kovetkezéképpen van definidlva:

A< B & (Ax,x) < (Bx,x), (x€H)

Tovabba, az A: H — H operatort pozitivnak neveziink, ha A > 0.

L(H)4: L(H) pozitiv operdtorainak a halmaza;
L(H)4+: L(H) pozitiv invertdlhatd operatorainak a halmaza.

Szokol Patricia Kozepek vizsgalata pozitiv (invertalhaté) operatorokon



Operatorok altalanositott silyozott kvazi-aritmetikai
kozepe

Definicié

Legyen D C R egy intervallum, fi, f,: D — R olyan folytonos
fliggvények, amelyek monotonok ugyanolyan értelemben €és nincs olyan
nemtrivialis intervallum, amin egyszerre lennének konstansok. Ekkor az f;
és f, fiiggvények dltal generalt (kétvdltozés) Matkowski-féle operdtor
kozepe minden A, B € L(H)E esetén

Mz (A, B) = (A + £) H(A(A) + £(B)).

A fenti formuldban az operdtorok folytonos fliggvénybe vannak beleirva,
amely az onadjungalt operatorok folytonos fliggvénykalkulusa szerint van
értelmezve. Azaz, ha dimH < oo, akkor

F(A) = Udiag(f(\1). ..., F(h))U*

minden A € L(H)+ és f:]0,00[— C folytonos fiiggvény esetén, ahol
A = Udiag(\1, ..., A\2)U* az A spektrilis felbontdsa.

Szokol Patricia Kozepek vizsgalata pozitiv (invertalhaté) operatorokon



MegOrzési probléma a kvazi-aritmetikai kozepekre
vonatkozdan

Egy N: L(H) — R normat szimmetrikusnak neveziink, ha minden
A,B,R € L(H) esetén N(ARB) < ||A||N(R)||B|| teljesiil, ahol ||| az
operator normat jeloli.

Tétel

Legyen D egyike a R, 10, 0o halmazoknak és f,g: 0, 00[— D két
folytonos bijekcio, amelyek ugyanolyan értelemben monotonok és eleget
tesznek a | limy_,o(f(x) + g(x))| = oo feltételnek. Tovdbba, rogzitsiink
egy N: L(H) — R szimmetrikus normdt. Ha ¢: L(H)+y — L(H)++
egy, a k6zép N normdjat megbrzé bijekcid, azaz

(1) N(Ms 1 (6(A), 6(B))) = N(My 1 (A, B))

minden A, B € L(H)., akkor létezik H-n egy U unitér vagy antiunitér
operator, mellyel ¢ az aldbbi alaki

O(A) = UAU® (A€ L(H),.).

A tétel unitér invaridns normdk esetén is igaz marad.
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Kubo-Ando kozepek

Definicié
Egy o: L(H)+ x L(H)+ — L(H)+ binér leképezést Kubo-Ando
kozépnek neveziink, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal.
Tetszéleges A, B, C,D € L(H)+ operatorok és (A,), (Bn) € L(H)+
sorozatok esetén:

(i) lol =1;

(i) ha A< C és B <D, akkor AoB < CoD;
(ili) C(AoB)C < (CAC)o(CBC);
(iv) ha A, | A és B, | B, akkor A,oB, | AcB.
A fentiekben a X, | X azt jeloli, hogy X, monoton csékkené mdédon tart
az X-hez az erbs operator topoldgiaban.

Legyen o egy Kubo-Ando kozép L(#)i-n. Ekkor minden t > 0 szémra,
lo(tl) az | skaldr-szorosa. Igy megadhaté egy £, : |0, 00[—]0, oo
generald fuggvénye o-nak az aldbbi médon:

f(t) =lo(tl), (t>0).
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Kubo-Ando kozép

A o kozép reprezentalhatd a generald fuggvénye segitségével a
kovetkezd8képpen. Ha A, B € L(H), akkor

AcB = AY2f, (A"Y/2BATY/2)AY/2,

Példak
A szamtani, geometriai és harmonikus kozepek is definidlva vannak
operatorokon, melyek szintén Kubo-Ando kozepek és az alabbi
formuldkkal adottak:

A+B Al/z(A71/2BA71/2)1/2A1/2 2(A71 4 B*l)fl

2 ) b

minden A, B € L(H),+ esetén. Ha, A és B kommutalnak, akkor ezen
formuldk egybeesnek a szamokon definidlt kozepekkel.
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Megorzési probléma a Kubo-Ando kozepekre vonatkozdan

Tétel (Molnar, Szokol)

Legyen o egy Kubo-Ando kézép L(H)-n, amelyhez tartozé f, operator
monotone, lim; o f,(t) = 0 és f; # id[jo,oc[ Tegyiik fel, hogy

N: L(H) — R egy szimmetrikus norma és ¢: L(H), — L(H), egy, a
kézép N normdjat megdbrzé bijekcid, azaz

N(¢(A)op(B)) = N(AdB), A, B e L(H)4.

Ekkor létezik H-n egy U unitér vagy antiunitér operator, mellyel ¢ az
alabbi alakd

$(A) = UAU" (A€ L(H)++)-
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Kapcsolat a két operator kozép osztdly kozott

Tétel

Egy M: L(H)4 x L(H)+ — L(H)+ leképezés pontosan akkor
dltaldnositott silyozott kvazi-aritmetikai k6zép fi, f: [0, 00[— R injektiv
generalo fiiggvényekkel és Kubo-Ando kozép egyszerre, ha egy stlyozott
aritmetikai kozép pozitiv stlyokkal.
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