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Valészintliségszamitas és statisztika feladatok
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Kombinatorika

Hanyféleképpen lehet a sakktdablin 8 bastydt elhelyezni dgy, hogy egyik se tisse a mdsi-
kat? Mennyi lesz az eredmény, ha a 8 bdastydt meg tudjuk kilonboztetni eqgymdstol?

Hany négyjegyii szam készitheté a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl?

Melyikb6l van tobb: csupa kiilonb6zo szamjegybdl allo tizjegyt, vagy csupa kiilonb6zo
szamjegybdl allé kilencjegyl szambdl?

Hanyféleképpen rakhatunk sorba 12 konyvet, ha 3 bizonyos konyvet egyméds mellé
akarunk rakni és

a) a harom konyv sorrendje nem szamit?

b) a hiarom kényv sorrendje szamit?

Hanyféleképpen 7iltethetink eqy kerek asztal koré 7 embert, ha a forgatdssal eqgymdasba
vihetd tlésrendeket azonosnak tekintjik?

Hanyféleképpen tiltethetink egy kerek asztal koré 5 férfit és 5 not ugy, hogy se két férfi,
se két nd ne keriljon egymds mellé?

Hdnyféleképpen lehet kitélteni egy totdszelvényt (14 mérkozés, mindegyik eredménye
lehet 1, 2 vagy X )?

Hat ajanlott levelet kell kikézbesiteni, ehhez harom postas all rendelkezésre. Hanyféle-
képpen oszthatjuk szét a leveleket kozottik?

Hényféleképpen vélaszthatunk ki egy csomag francia kértydbdl (4 szin, szinenként 13
lap) négy péaronként kiilonbozé szinii lapot? Hanyféleképpen valaszthatunk akkor, ha
azt is megkoveteljiik, hogy ne legyen két azonos értékii sem?

Hanyféleképpen tolthetink ki egy otdslotto szelvényt (90 szambdl kell kivdlasztani 6tot)?

Csak egész koordinatdju pontokon lépkedve hényféleképpen juthatunk el az origébol
az (5,3) pontba, ha csak jobbra és felfelé 1épkedhetiink?

Kiindulva az origobol fejet dobva jobbra lépunk egyet, irdst dobva pedig balra. 10 dobds
utdn hdnyféleképpen fordulhat eld, hogy visszajutunk az origoba?

[gazoljuk a binomidlis tételt, azaz, hogy tetszoleges a,b € C és n € N esetén

(a+b)" = i <Z) abprh |

k=0
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lgazoljuk, a kovetkezot:

(i20)=(:20) = ()
)+ ()7 ()2

Hanyféleképpen lehet sorbarendeznin darab nulldt és k darab egyest (k < mn+1), hogy
két egyes ne keriljon egymds mellé?

lgazoljuk, a kovetkezot:

Eqgy dllatszelidito 5 oroszlant és 4 tigrist akar kivezetni a porondra, de két tigris nem
johet eqgqymds utan, mert osszevesznek. Hanyféleképpen dllithatja sorba az dllatokat, ha
azokat természetesen meg tudja kilonboztetni eqymdastol?

Artar kiraly kerekasztaldanal 12 lovag il. Mindegyikiik hadildbon all a két asztal-
szomszédjaval. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki kozilok ot lovagot gy, hogy ne
legyenek kozottiik ellenségek?

Eqgy csomag francia kdrtyabol kihizunk 10 lapot.

a) Hdny esetben lesz ezek kozott dsz?
b) Pontosan egy dsz?

c) Legfeljebb eqy dasz?

d) Pontosan két dsz?

e) Legaldbb két dsz?

Héanyféleképpen vélaszthatunk ki 12 lanybdl és 15 fiubdl négy téncold (fit-lany) part?

Hény olyan valodi hatjegyii szam van, amelynek harom jegye paros, harom pedig
paratlan?

Hdnyféleképpen lehet 14 embert szétiiltetni eqy ot-, eqy négy-, eqy hdrom- és eqy két-
személyes csonakba?

A bifében négyféle csokiszeletet darulnak. Hanyféleképpen vdlaszthatunk 12 darabot
kézilik (mindegyikbdl van legaldbb 12)?

Hanyféleképpen oszthatunk szét j gyerek kozott 7 almat és 9 kortét (nem feltétlendl kap
mindegyik gyerek)?

Egy csomag francia kartyabol hanyféleképpen tudunk kivalasztani 5 lapot ugy, hogy
legyen kozottiik pikk és hetes?

Ot fin és 6t 1any kozill hanyféleképpen tudunk kivélasztani négy embert, hogy legyen
kozottiik legalabb két lany?
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Események, miveletek eseményekkel

Igazolja a De-Morgan azonossdgokat, azaz, hogy

A+B=A-B és A-B=A+ B

Egy érmével dobunk. Ha az esemény fej, mégegyszer, ha iras, még kétszer. frja fel az
eseményteret!

Irja fel a lottohtzas (6toslottd) eseményterét!

Haromszor dobunk egy kockdval. A; jelentse azt az eseményt, hogy az i-edik dobds
hatos, © = 1,2, 3. Mit jelentenek az aldbbi események:

A+ Ay, AL Ay, A+ A+ A A Ay Ay, AAy A\ A7
Egy miithelyben harom gép dolgozik. Jelentse A; azt az eseményt, hogy az i-edik gép
egy éven beliil elromlik, 1 = 1,2, 3. Fejezziik ki az A; eseményekkel a kovetkezoket:

a) csak az els6 romlik el;
b

C

mindharom elromlik;

egyik sem romlik el;

[N
N N e e e N N

az elsé és a masodik nem romlik el;

az elso és masodik elromlik, a harmadik nem;

—

csak egy gép romlik el;
g) legfeljebb egy gép romlik el;
h) legfeljebb két gép romlik el;

i) legalabb egy gép elromlik.

2.6 Milyen kapcsolat all fenn az események kozott, ha igaz

a) A-B=A,
b) A+ B =A,
¢c) A+ B=A4,
d) A-B=A4,
e) A+ B=A-B?

2.7 Milyen feltételek mellett teljesiil a kovetkezd egyenloség:

A+ (B-A)=B?

2.8 Igazolja, hogy megszamldalhato sok o-algebra metszete is o-algebra!
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Klasszikus valdsziniiségi mezo

Dobjunk fel eqyszerre két szabdlyos dobokockdat. Mennyi annak a valdoszinisége, hogy a
dobott szamok osszege 87 Abrdzolja az eseményteret és a kedvezd események halmazat!

Dobjunk fel harom szabalyos dobdkockat egymastdl fiiggetlentil. Mennyi annak a
valészintisége, hogy a dobott szamok Osszege primszam lesz?

Eqgy szabdlyos dobokockaval kétszer eqymds utdn dobunk. Mennyi a valdszinidsége, hogy
az elsé dobds eredménye nagyobb, mint a mdsodiké?

Dobjunk fel tiz darab egyforma érmét. Mennyi a valdszintisége, hogy mindegyiken fej
vagy mindegyiken irds van?

9 golyot helyeziink el véletlenszertien 4 dobozba. Mennyi annak valészintisége, hogy
minden dobozba legalabb 2 golyé keriil?

Eqgy dobozban n darab golyo van, 1,2,...,n szamokkal jelolve. Eqyenként kihizzuk
az osszes golyot. Mennyi a valdszinisége, hogy

a) az elsét kivéve minden alkalommal nagyobb szami golydt hizunk ki, mint az eléz6
volt?

b) a k-val jelélt golydt éppen k-adiknak hiuzzuk ki?

c) a k-val jeldlt golyct éppen k-adiknak, az (-el jeldlt golyct pedig éppen (-ediknek
hizzuk ki (k #€)?

Eqgy kor alaki asztalndl tizen vacsordznak. Mennyi a valdszinisége, hogy két nd nem
keril eqgymds mellé, ha az asztalndl 5 férfi és 5 nd ul?

Egy kerek asztalhoz n kiilonb6z6 magassagi ember il le. Mennyi annak a valdszint-
sége, hogy a legnagyobb és a legkisebb egymaés mellé keriil?

A magyar kdrtyacsomagbdl (négy szin: tok, makk, zold, piros; szinenként 8 lap) egy-
szerre hdarom lapot kihizva mennyi a valosziniisége, hogy nincs kéztik zold?

Egy sotét helyiségben négy egyforma par cip6 ossze van keverve. Négy darabot kiva-
lasztva mennyi a valdszintisége, hogy a cipék kozott van legalabb egy par?

Eqgy urndban 3 piros golyo van. Legaldbb hany fehér golyot kell hozzdtenni, hogy a fehér
golyo huzasdanak valdoszinisége nagyobb legyen 0.9-nél?

Egy urnaban 6 piros, tobb fehér és fekete goly6 van. Annak a valdszintisége, hogy egy
goly6t kihizva az fehér vagy fekete goly6 lesz: 3/5; hogy piros vagy fekete szinii lesz:
2/3. Héany fehér és fekete goly6 van az urndban?

Egy dobozba 20 darab torékeny targy van elcsomagolva. A targyak kozott 5 darabnak
az értéke egyenként 1000 Ft, 4 darabé 2000 Ft, 7 darabé 5000 Ft, 4 darabé pedig
egyenként 10000 Ft. Valaki leejti a csomagot és igy négy targyat osszetor. Mennyi
a valosziniisége, hogy a kéar Gsszege 10000 Ft lesz? (Feltételezziik, hogy a targyak
egymastol fiiggetleniil tornek Gssze.)
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Egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyo van. 10 golyot vdlasztunk ki visszatevés nélkiil.
Mennyi a valoszinisége, hogy

a) mind a 10 piros?

b) 4 piros, 6 fehér?

c) legfeljebb eqy piros?

Oldjuk meg az elézd feladatot gy, hogy a golydkat visszatevéssel hiuzzuk!

100 alma koziil 10 kukacos. Véletlenszertien kivalasztva 5 almat, mennyi a valdszini-
sége, hogy lesz kozottiik kukacos?

Mennyi a valosziniisége, hogy eqy szelvénnyel fogadva az 6tos lotton legaldbb 3  tald-
latunk lesz?

Egy urnédban 3 piros, 3 fehér és 3 zold golyd van. Ezek koziil hatot kivalasztva mennyi
a valészintisége, hogy lesz koztiik mindharom szint?

Mennyi a valészintlisége, hogy egy négytagu tarsasagban van két ember, akinek azonos
napra esik a sziiletésnapja (365 napot vesziink alapul)?

Egy hallgato 40 tétel koziil hiszat megtanult, hisz tételrdl viszont fogalma sincs. A
vizsgan két tételt kell huznia és valaszthat, melyikbol felel. Mennyi a sikeres vizsga
valoszintisége?

Geometriai valésziniiség

Egységnyi oldalhosszusagu, négyzet alaki céltablara egy 1/2 egység sugaru kort raj-
zolunk. Mennyi a valdszintisége, hogy véletlenszerlien réléve a téblara (természetesen
eltaldlva) a taldlat ezen koron kiviil éri azt?

Eqgy eqy méter hosszu botot eqy véletlenszeriien elhelyezett csapdssal két részre torink.
Mennyi a valoszinisége, hogy a kapott darabokbdl, valamint eqy fél méter hosszi botbol
hdromszog szerkeszthetd?

Eqgy eqy méter hosszi botot két véletlenszerien elhelyezett csapassal hdrom részre to-
runk. Mennyi a valdoszinisége, hogy a kapott darabokbol hdaromszég szerkeszthetd?

A (0,1) intervallumon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi annak a valdszi-
niisége, hogy ezek kozelebb vannak egymashoz, mint a 0 pontnak a hozza kozelebb es6
ponttol vald tavolsaga?

A (0,1) intervallumot két taladlomra felvett pont segitségével harom részre osztjuk.
Mennyi annak a valészinlisége, hogy a kapott szakaszok mindegyike rovidebb mint
1/27

Véletlenszertiien felirunk két 1-nél kisebb pozitiv szamot. Mennyi annak a valosziniisé-
ge, hogy osszequk kisebb 1-nél, szorzatuk pedig kisebb %—nél?
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Véletlenszertien felirunk két 1-nél kisebb pozitiv szamot. Mennyi annak a val6sziniisé-
ge, hogy a kivalasztott szdmok mértani kézepe kisebb, mint 1/27?

Egy kikotébe a nap 24 ordja alatt két hajo, A és B érkezik egymdastol figget-
lendil, véletlen idopontokban. A munkdsok az A hajot 1, a B hajot 2 ora alatt
tudjak kirakodni. Az el6bb érkezd hajo kirakoddsdt azonnal megkezdik. Amennyiben a
masik hajo ugy érkezik, hogy a munkdsok az elsével még nem végeztek, a késobb érkezo
hajo kénytelen vdrakozni. Mennyi annak a valoszinisége, hogy eqyik hajonak sem kell
varnia?

A (—1,1) intervallumon taldlomra felvesziink két pontot, a koordinatéik legyenek «
és (3. Mennyi a valészintisége, hogy az

2 4+ar+pB=0
egyenlet gyokei valosak?

A (0,a) szakaszon véletlenszeriien elhelyeziink két pontot. Mennyi a valdsziniisége,
hogy a pontok origétdl mért tavolsdgdanak négyzetisszege a®-nél nagyobb lesz?

Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldalan taldlomra valasztunk egy-egy pon-
tot. Mekkora a valdszintisége, hogy ezek tévolsdga a-nal kisebb (1 < a < /2)?

Feltételes valosziniiség, Bayes tétel
Mutassuk meg, hogy tetszbleges A és B események esetén, ahol P(B) > 0 teljesiil

P(A|B)=1-P(A|B)!

Tegyiik fel, hogy P(B|A) > P(B) és P(C'|B) > P(C). Kévetkezik-e ebbdl, hogy
P(C|A)>P(C)?

Legyen P(A) =1/4, P(A|B) =1/4 és P(B|A)=1/2. Szimitsuk ki a P(A+ B)
és a P(A|B) waldsziniiségeket!

Két kockdaval dobunk egyszerre. Mennyi a valdoszinisége, hogy a dobott szamok dsszege
7, feltéve, hogy az 6sszeqg pdaratlan?

Két kockaval dobunk egyszerre. Mennyi a valdszintisége, hogy legalabb egy hatost
dobunk, ha a két dobas értéke kiillonbo6z6?

Egy szabalyos dobdkockaval addig dobunk, mig elészor kapunk hatost. Feltéve, hogy
a sziikséges dobasok szdma paros, mennyi a valészinlisége, hogy csak kétszer kell dob-
nunk?

Ha egy kétgyermekes csaladnal tudjuk, hogy legaldbb az egyik gyerek lany, akkor
mennyi a valésziniisége, hogy van fid is a csaladban?

6
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Eqy eqységnyi hosszisdgu szakaszon talalomra vdlasztunk két pontot. Mennyi a valdszi-
nisége annak, hogy mindkét pont a szakasznak eqyik eldre kijelolt végpontjihoz van
kizelebb, feltéve, hogy a vdlasztott pontok tavolsiga kisebb, mint 1/2%

Egy 5 piros és 5 fehér golydt tartalmazé urnabdl egymés utédn (visszatevés nélkiil)
kihizunk 3 golyot. Feltéve, hogy az els6 két hiuzas eredménye ugyanaz, mennyi a
valoszintisége, hogy a harmadik kihuzott golyé piros?

Egy asztalndl négyen kartyaznak. A 32 lapos magyar kartyat egyenléen szétosztjak
egymas kozott. Ha az egyik kivalasztott jatékosnak nem jutott asz, mennyi a valdszi-
niisége annak, hogy az utana koévetkezének sem jutott?

Ha egy n létszamu csoportban r véletleniil kivalasztott didknak dolgozatot kell
irni, mennyi annak a valdsziniisége, hogy a legrosszabb didknak is dolgozatot kell irni,
feltéve, hogy a legjobb didk is ir dolgozatot?

Valamely vegyszerrel szunyogirtast végeztek. Azt tapasztaltdk, hogy az elsé per-
metezésnél a szinyogok 80%-a elpusztult, az életben maradottakban viszont annyi
ellenallé képesség fejlodott ki, hogy a masodik permetezés mér csak a szinyogok 40%-
at pusztitota el. A harmadik irtds mar csak 20%-os hatékonysdgu volt.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy egy szinyog tulél harom permetezést?

b) Mennyi a valdszintlisége, hogy egy szinyog még két permetezést t1lél, feltéve, hogy
az elsét tulélte?

Iszdkos Ivan a nap 2/3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van,
Ivan pedig nem valogatos, azonos eséllyel tartozkodik barmelyikben. Egyszer elindu-
lunk, hogy megkeressiik. Négy kocsmét mar végigjartunk, de nem talaltuk. Mennyi a
valosziniisége annak, hogy az 6todikben ott lesz?

Eqy televizios vetélkeddn a jatékos hdrom boriték kézil vdlaszthat. Az elsében 5 ,,Nem
nyert”, 8 ,,10000 Ft nyeremény” és 2 ,,50000 Ft nyeremény” felirati cédula van. A
masodik boriték tartalma: 2 ,,Nem nyert”, 7 ,,10000 Ft nyeremény” és 1 ,,50000 Ft
nyeremény” . A harmadik boriték csupa ,,Nem nyert” céduldt tartalmaz. A jatékos
véletlenszeriien vdlaszt eqy boritékot, majd hiz eqy céduldat. Szdmitsuk ki annak a
valosziniségét, hogy nyer 50000 Ft-ot!

Anna és Béla a kovetkezd szabdlyok alapjan jatszik. Anna feldob eqy kockdt, majd két
érmét annyiszor, amennyit a kocka mutat. Ha e dobdsok sordn legaldbb eqyszer két
fejet dob, akkor Béla fizet Anndnak 100 Ft-ot, ellenkezd esetben Anna fizet Bélanak
ugyanennyit. Melyikiknek elényds a jaték (azaz nagyobb a nyerési esélye)?

Az emberek négy véresoport egyikébe tartoznak: 38%-uk A, 21%-uk B, 8%-uk AB,
és 33%-uk 0 vércsoportos. Ha a beteg vércsoportja A, akkor A vagy 0 lehet a
donor vércsoportja. Hasonléan, ha a beteg vércsoportja B, akkor B vagy 0; ha
AB, akkor barmely; ha 0, akkor 0 lehet a donor vércsoportja. Mennyi annak a
valészintisége, hogy egy véletlenszeriien érkezo beteg egy véletlenszertien kivalasztott
donornak a vérét megkaphatja?



5.17 Egy asztalon hat darab hatlovet revolver fekszik. Harom revolver tarjaban 1-1 16szer

5.18

5.19

5.20

5.21

0.22

5.23

5.24

van, kett6 van 2-2 l6szerrel toltve, a hatodik tarjaban pedig 3 l6szer van. Véletlensze-
riien kivalasztunk egy revolvert és meghtizzuk a ravaszt. Mennyi a valdszintisége, hogy
a fegyver elstil?

Tekintstik ez eloz6 feladat revolvereit. Feltéve, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
revolver elsiil, mennyi a valdszinlisége, hogy nincs tobb 16szer a tarban?

Valamely alkatrész gydrtdisaval egy tizemben négy gép foglalkozik. Az elsé gép naponta
200 alkatrészt gydrt, a masodik 320-at, a harmadik 270-et, a negyedik 210-et. Az egyes
gépeknél a selejltgyartds ardnya rendre 2%, 5%, 3% és 1%. A kész alkatrészeket egy
helyen gytjtik. A gépek egqy napi termelésébdl kivesziink eqy alkatrészt, meguizsgdljuk,
és jonak talaljuk. Mennyi annak a valdszinisége, hogy azt a negyedik gép gydrtotta?

A Loédarazs Légitarsasag Opereneién tuli jaratan D, E és F tipusu repiilogépek tel-
jesitenek szolgalatot, mindharom tipus 1/3 valdészintiséggel. A D tipuson hat, az E
tipuson négy, az F tipuson harom iilés van egy sorban (minden iiléssorhoz két ablak
melletti tilés tartozik), és az iiléskiosztas az utasok szdmadra teljesen véletlenszeriien
torténik. Feltéve, hogy ablak mellé szdl a jegyem, mi a valészintisége, hogy F tipuson
fogok repiilni?

Két érménk van, egy szabdlyos és egy szabalytalan, melynél a fej valoszintisége kétszer
akkora, mint az irasé. Kivalasztunk egyet a két érme koziil egyenlo valdszintiséggel
és azt feldobjuk. Mennyi a valdszinlisége, hogy a szabalytalan érmével dobunk, ha az
eredmény fej lett?

Viandorlasai kozben Odiisszeusz egy harmas utelagazashoz ér. Az egyik ut Athénbe, a
masik Spartaba, a harmadik Miikénébe vezet. Az athéniek keresked6 népség, szeretik
amitani a ldtogatokat, csak minden 3. alkalommal mondanak igazat. A miikénéiek egy
fokkal jobbak: 6k csak minden masodik alkalommal hazudnak. A szigord spartai nevel-
tetésnek koszonhetden a spartaiak becsiiletesek, 6k mindig igazat mondanak. Odiissze-
usznak gbze sincs, melyik Ut merre vezet, igy a harom 1t koziil egyenl6 valdszintiséggel
valaszt. Megérkezve a varosba, megkérdez egy embert, mennyi 2 x 2, mire kozlik vele,
hogy 4. Mi a valésziniisége, hogy Odiisszeusz Athénba jutott?

Egy hivatdsos szerencsejatékosnak olyan nyer$ dobékockaja van, mellyel 2/3 valdszint-
séggel lehet hatost dobni, mig a tobbi lehetéség egyforman 1/15 valdsziniiségii. Stirgd-
sen sziiksége lenne a kockara, de véletleniill még harom szabdalyos kocka is van a
zsebében, melyek latszolag persze ugyanolyanok, mint a nyeré kockaja. Taldlomra
kivesz egyet és feldobja, a dobott szam hatos lett. Mennyi a valdszintisége, hogy a
nyer0 kockat talalta meg?

Eqgy gépesitett ugyintézéssel rendelkezo iroddaban hdrom gép dolgozik pdrhuzamosan,
azonos tipust ugyiratok intézésén. Az elsé gép naponta 10 aktdval végez, a mdsodik napi
15, a harmadik pedig napi 25 aktdval. Hibdsan kezelt tigyirat naponta dtlagosan 0.3, 0.9
ill. 0.5 darab taldlhato az egyes gépek munkdjaban. Az dsszesitett napi mennyiségbdl
taldlomra kiveszink eqy példdnyt, s azt rossznak taldljuk. Mekkora a valdsziniisége,
hogy azt az elsé gép készitette?



5.25

5.26

5.27

5.28

6.1

6.2

6.3

Egy orszdgban a taxik 10%-a zold, 90%-a kék. Egy cserbenhagydsos baleset szem-
tanija szerint a balesetet egy zold taxi okozta. Késobb kideriilt, hogy a tani enyhén
szintéveszto: a kék és a zold koziil a tényleges szint csak 85%-0s ardnyban ismeri fel.
Mennyi a valdszintisége, hogy a cserbenhagyd taxi tényleg zold volt?

Tegyiik fel, hogy valamely tizembdl kikeriild aru 75%-a elsé osztalyu. A kikeriilt
termékeket vizsgalatnak vetik ald. Annak a valdszintisége, hogy a vizsgdlat sordan egy
elso osztalyu terméket nem elsé osztalyunak minésitenek 0.02. Annak a a valdszintisége
viszont, hogy egy nem elsé osztalyu terméket elsé osztalyunak mindsitenek 0.05. Meny-
nyi a valoszinlisége, hogy egy olyan termék, amely els6 osztalyd mindsitést kapott,
valéban els6 osztalya?

Egy bindris csatornan, melyet az ellenséges erék zavarnak, a leadott 0 jelek 2/5-e 1-é
torzul, a leadott 1 jelek 1/3-a pedig 0-va. A leadot jelek koziil a 0-dk és 1-ek ardnya
5:3.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy ha a vevs oldalon 0-t kaptak, akkor azt 0-ként is
adték le?
b) Mennyi a valdszintisége, hogy a vevé oldalon 1-et kaptak?
Egy tesztrendszerti vizsgaztatasnal, ahol minden kérdéshez harom valasz tartozik,
melyeknek pontosan az egyike helyes, egy hallgaté p valdszinliséggel tudja a helyes
vélaszt. Ha nem tudja, akkor véletlenszertien (1/3 valdszintiséggel) valaszt a hdrom

megadott valasz kozil. A vizsgalap atnézése utan kideriil, hogy a megadott valasza
helyes. Mennyi a valdszintisége, hogy nem csak tippelt, hanem tudta is a valaszt?

Fiiggetlen események valdszintlisége

Eqgy szabdlyos érmét feldobunk tizszer eqymds utdan. Legyen A az az esemény, hogy
van fej és irds is a dobdsok kozdtt, B pedig az az esemény, hogy legfeljebb eqy irds
van a dobdsok kozott. Figgetlen-e A és BY

Egy dobozban 2 piros és 4 fekete goly6 van. Visszatevés nélkiil kivesziink négy golyot.
Jelentse A azt az eseményt, hogy az els6 kihuzott goly6 fekete, B pedig azt, hogy
az utolsénak kihuzott golyd fekete. Fiiggetlen-e A és B?

Egy dobozban 1-tol 8-ig szamozott, 8 db papirlap van. Véletlenszerien kiveszink egy
lapot. Az A, B és C események jelentése legyen:

A: a kiwett lapon pdros szam dll;

B: 4-nél nem nagyobb szam dll;

C': a kihizott szam 2, vagy 5-nél nagyobb.

Mutassuk meg, hogy
P(A-B-C)=P(A)P(B)P(C)

és a harom esemény mégsem fuggetlen!



6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

Egy urnaban 4 egyforma papirlap van. Mindegyikre harom szamjegy van irva egymas
mellé, mégpedig az elsére 0,0,0, a masodikra 0,1,1, a harmadikra 1,0,1, és a
negyedikre 1,1,0. Huzzunk ki egy lapot véletlenszeriien. Jelolje A; azt az eseményt,
hogy egy olyan lapot huztunk, amelynek i-edik jegye 1-es, i = 1,2,3. Mutassuk meg,
hogy az A;, i = 1,2,3, események paronként fliggetlenek, egylittesen azonban nem!

Valaki két lottoszelvényt tolt ki eqymdstol fiiggetlenil. Mennyi a valdszintisége, hogy
nyer (azaz legaldbb két taldlata van)?

A debreceni Csokonai Sorozében a szamlaval egyiitt négy dobodkockat is kihoznak,
melyekkel haromszor dobhatunk. Ha legalabb egyszer sikeriil négy hatost dobni, akkor
nyeriink egy 2000 Ft-os vasarlasi utalvanyt. Szamitsuk ki ennek a valdszintiségét!

Ketten felvdltva l6nek eqy céltdbldara az elsd taldlatig. A kezdd taldlatanak a valdszini-
sége 0.2, a mdsodiké 0.3. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kezddé lesz az elsé taldlat?

Tegyiik fel, hogy valamely hir helyes atvételének valoszintisége 0.9. Hanyadik hirvivénél
csokken a hir dtvételének valdszintisége 1/2 ala?

Az dsszes szamjegyet egyenként felirjuk tiz lapra. A lapok kozul taldlomra vdlasztunk
egyet, megnézzik a rajta levo szamjegyet majd visszatesszik. Legaldbb hanyszor kell igy
hiznunk, hogy 0.9-nél nagyobb valosziniséggel legyen a kihizott szamok kozott legalabb
eqy pdros szam?

Egy 500 darabbdl allo drumennyiség 5%-a szépséghibds. Az dtvevd az aru atvétele
el6tt abbol 10 darabot kivalaszt, és megvizsgélja, majd e vizsgalatot a mar megvizsgalt
darabok visszatevése utan megismétli. A megrendelt menynyiséget csak akkor veszi
at, ha mindkét proba csak hibatlan alkatrészeket tartalmaz. Mennyi a valdszintisége,
hogy a megrendelt 500 darabos tételt atveszik?

Egy urndban fehér és piros golydk vannak. Visszatevéssel kihtzunk két golyét. Bi-
zonyitsuk be, hogy legaldbb 0.5 annak a valdszintisége, hogy a kihuzott golydk egy-
forma szintiek!

Legyenek A, B és C fiiggetlen események, P(A) =0.1, P(B) =0.2 és P(C) =0.3
Mennyi a valészintisége, hogy egynél tobb kovetkezik be az A, B és C események
koziil?

Egy tesztrendszerii vizsganal minden vizsgazonak 20 kérdésre kell igennel vagy nem-
mel felelnie. Tegytlik fel, hogy egy vizsgdazd a kérdésre p valdszintiséggel tudja a
helyes valaszt, ¢ valdszintiséggel azt hiszi, hogy tudja a helyes valaszt, de téved, r
valészintiséggel pedig nem tudja a helyes vélaszt és ennek tudataban van (p+q+r =
1). Ez utébbi esetben azonos valészintiiséggel ir be igent vagy nemet. Mennyi a
valészintisége, hogy a vizsgazo legalabb 19 kérdésre helyesen vélaszol?
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7

7.1

7.2

7.3

7.4
7.5

7.6

7.7

7.8

Diszkrét valésziniliségi valtozdék

Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valdszintiségi eloszlast?

4 3

a) p', 4pPq, 6p°¢*, P, ¢*, q=1-p, 0<p<1;
b) pF®, gq=1-p 0<p<l, k=1,2...;
1
) (k(
) D

k(k+1) ", k=12,..;
k=g, q=1—-p, 0<p<l, k=nn+1,....

C

o,

Két kockdval dobunk egyszerre. frja fel a dobott szamok mazrimumdnak és minimumd-
nak az eloszldsdt!

Két kockaval dobunk egyszerre. frja fel a dobott szamok kiilonbsége abszolit értékének
az eloszlasat!

frja fel az otos lotton kihizott ot szdm kozil a legkisebb eloszldsdt!

Két kosarlabdajatékos felvaltva dob kosarra, amig valamelyikiik bele nem talal. A
dobast kezdo 0.5, a masik 0.6 valdszinliséggel talal egy-egy dobas alkalmaval
a kosérba. Irja fel a dobdsok szaménak (az utols6, sikeres dobdst is beleértve) az
eloszlasat!

Egy tanulési kisérletnél patkanyoknak kell négy ajté koziil kivélasztani azt, amelyik
mogott az ebédjik lapul. Minden helytelen vélasztas utan az adott patkanyt vissza-
teszik a kiindulasi pontra, ahonnan udjra probalkozhat mindaddig, amig megtaldlja a
helyes ajtot. frjuk fel a sziikséges prébélkozasok szamanak eloszlasat, ha

a) minden prébalkozésnal egyenlé valdszintiséggel valaszt a négy ajté koziil;

b) minden prébalkozasnél egyenl6 valdszintiséggel vélaszt az eddig még nem probalt
ajtok koziil;

c¢) két egymds utani prébéalkozésnél sohasem valasztja ugyanazt az ajtét, a maradék
ajtok koziil egyenld valdszintiséggel valaszt.

Egy dobozban 1-t6l 22-ig szdmozott, 22 darab cédulat helyeziink el. Véletlenszerien
kihtizunk egy cédulat. A kihizot szam két szempontbol érdekel: a 2-vel és a 3-mal valo
oszthatosdg szempontjabol. A £ waldszintiségi valtozo legyen a 2-vel vald osztds utdn
kapott maradék, az n pedig a 3-mal valo osztds maradéka. frja fel a (&,m) egyiittes
eloszldsdt és hatdrozza meg a peremeloszldsokat!

A (&,m) egyiittes eloszlasdt a kévetkezd tdblazat tartalmazza:

Enl|-1] 0 1
—1 | p | 3p | Op
1 5p | 15p | 30p

a) Mekkora a p értéke?
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7.9

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

b) Figgetlen-e £ és n?
c) Irjafela €4+n ésa &-n eloszldsdt!

Legyen (&,m) eloszldsa az el6z6 példaban megadott eloszlds. Szamitsa ki az

a) P(n=i[{=—1) (i=-101);

b) P(n <1]&=—1);

¢) P(n=0[§=1);

d) P(€=1[n=0)
valdszintiségeket!

Diszkrét valészintiségi valtozok jellemzoi

Két kockdval dobunk addig, mig valamelyiken hatost nem kapunk. Mekkora lesz a
dobdsok varhaté szama, ha az utolsé dobdst is beleszamitjuk?

Két szabalyos kockaval dobva mennyi a dobott szdmok maximumanak illetve mini-
mumanak varhaté értéke?

Egy szelvénnyel jatszva az otoslottén, melynek ara 200 Ft, mennyi lesz a varhaté
nyereményiink, ha a kettes taldlat nyereménye 1200 Ft, a harmasé 16400 Ft, a négyesé
1050300 F't, az 6tosé pedig 1.888 millio Ft?

Eqgy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer dobunk, ha irds, még
eqyszer. Mennyi az 6sszes fej dobasok szamdnak vdrhato értéke?

Eqy vak késdobdlo 1/4 wvaldsziniséggel taldlja el a céltablat és addig probalkozik, amig
ez nem sikeril. Szdmitsa ki a szikséges probdlkozdsok szamdnak vdrhato értékét és
szordsat!

Péter feldob egy kockat. Ha paratlan szamot dob veszit 1 Ft-ot, ha hatost dob, nyer
4 Ft-ot, egyébként jra dobhat. A masodik dobédsnal 1 Ft-ot nyer, ha parost dob, és 2
Ft-ot veszit, ha paratlant. Allapitsuk meg, a jaték Péter szamara elonyos, méltanyos,
vagy hatranyos, azaz Péter varhaté nyereménye pozitiv, nulla vagy negativ! Mennyi
Péter nyereményének szorasnégyzete?

Eqgy részvény kimmdulo dra eqy petdk. Egy év mulva vagy kétszeresére movekszik az
dra, vagy felére csokken, vagy pedig viltozatlan marad — mindegyik lehetdség egyforma
valosziniségi. A kovetkezd évben ugyanez torténik, az eldzo évi valtozastol figgetlendil.
Mi két év milva a részvénydr eloszldsa, mennyi a varhato értéke és szordasnégyzete?

A kosarlabdaban bizonyos esetekben ,,1 plusz 1”7 biintetodobas jar a szabalytalansagot
elszenved¢ félnek. Ez azt jelenti, hogy a jatékos kap egy szabaddobast, és ha ez sikeres,
akkor még egyet. Tegyiik fel, hogy a jatékos egymastol fiiggetleniil 0.6 valészintiséggel
értékesiti a bilintetoket. Adjuk meg a sikeres dobasok szamanak eloszlasat, varhato
értékét és szorasat!
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8.9

8.11

8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

8.20

Négy szabdlyos kockdval dobva mennyi a dobott szdmok osszegének vdrhato értéke és
szordsa?

Tiz jatékos rig biintetot. Mennyi a golok szaménak a varhaté értéke, ha mindegyik
jatékos kétszer rig kapura és az egyes jatékosok rendre pi,ps,...,p1o valdszinliséggel
ragnak gélt?

Egy szabalyos dobodkockat feldobunk egymaés utan szézszor. Tekintsiikk a paratlan
értékli dobasok Osszegét, és szamitsuk ki ennek varhaté értékét és szérasnégyzetét!

Legyenek ¢ és n fliggetlen (10,0.4) és (6,0.5) paraméterii binomidlis eloszldsi
valészintiségi valtozok. Adja meg & + £ -1 varhatd értékét és szorasnégyzetét!

Egy pont az z tengelyen bolyong, azaz az origobdl kiindulva minden egyes lépésnél
1/2 —1/2 valdszintiséggel 1ép egyet jobbra vagy egyet balra. Jeldlje ¢ a pontnak az
orig6tdl valo tavolsagat az els négy 1épés utan. Mennyi a & szdérasa?

A & waldszinidségi vdltozo lehetséges értékei: —1, 0, 2, 3. Az ezekhez tartozo
valdszintiiségek rendre:  1/12, 5/12, 1/4,1/4.  Szdmitsuk ki £* wvdrhatd értékét és
szorasat!

Legyen & egqy A paraméterii Poisson eloszldsu valdsziniségi viltozo. Hatdrozza meg

az n = ﬁ valosziniségi vdltozo varhato értékét!

Egy szabalyos kockaval 100-szor dobunk. Jeldlje & az els6 50 dobés soran dobott
3-asok szamat, 7 pedig a méasodik 50 dobds soran dobott paros szamok szamét.
Hatarozzuk meg n — £ szorasnégyzetét!

Egy irodaban a fonokot egy adott napon telefonon keresék szama A paraméterii
Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo. A titkarné minden hivast a tobbitél fiiggetlentil
p valdszintiséggel kapcsol be. Adja meg a bekapcsolt hivasok szamanak eloszlasat és
varhato értékét!

Egy dobozban 4 jo, 3 hibds és 3 selejtes termék van. Egymds utan, visszatevés nélkuil
kivesziink két terméket. Jellemezze & az elso huzds eredményét, mégpedig € =0, ha
selejteset hizunk, & =1, ha hibdsat, & =2, ha jot. Jellemezze m a mdsodik hizds
eredményét ugyaniigy.

a) Figgetlen-e & és n?
b) Mekkora a & szdrdsa?

Egy dobozban 9 cédula van, rajtuk az 11, 12, 12, 22, 23, 23, 31, 31, 33 szamok.
Taldlomra kihtizunk egy cédulat, € jelentse ennek els6, n pedig a mésodik szamjegyét.
Fiiggetlen-e ¢ és n? Adjameg &-n eloszldsat, valamint a £ és n kovarianciijat!

A (&,n) lehetséges értékeit a (0,0), (0,4), (4,4), (4,0) pontok dltal meghatdro-
zott négyzet belsejében lévd egész koordindtdju pontok alkotjik. A (&,m) ezeket a
pontokat egyenld valdosziniséggel veszi fel — a négyzet kozéppontja kivételével, amely
négyszer akkora valoszintséggel kovetkezik be, mint a tobbi. Szamitsuk ki & és n
kovariancidajat! Figgetlen-e & és n?¢
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8.21

8.22

8.23

8.24

8.25

8.26

8.27

9.1

9.2

9.3

Két szabalyos pénzérme mindegyikének egyik oldalara nullat, masikra pedig egyest
irunk. A két érmét feldobjuk. Jelolje ¢ a dobott szamok Osszegét, 7 pedig a
dobott szamok szorzatat. Filiggetlen-e & és n? Szamitsuk ki & és n korrelacios
egyiitthatojat!

Anna és Béla a kovetkezo jatékot jatssza. Feldobnak egy szabalyos kockat. Ha a
dobott szam 1, akkor Anna nyer, ha 6, akkor Béla, kiilonben egyik fél sem. Jelentse
a & illetve az n valdszinliségi valtozé azt, hogy két jaték utan hanyszor nyer Anna
illetve Béla.

a) Adjameg a £ és n egyiittes eloszldsat!
b) Mennyi & +n szérdsa és & és n korreldcids egyiitthatéja?

Egy szabélyos kockaval n-szer dobunk. A ¢ valdszinliségi véltozo jelentse a dobott
hatosok, az 1 pedig a dobott paratlan szamok szamat. Fiiggetlen-e £ és n? Szamitsa
ki & és n korrelacios egyiitthatojat!

Jelolje € és n  két fuggetlen kockadobds eredményét. Hatdrozza meg & és ( =
max{{,n} korreldcids egyitthatdjat!

Legyenek & és n fliggetlen, A illetve p paraméteri Poisson eloszldsu valészintiségi
valtozok és legyen ( := & + 7. Szamitsa ki £ és ( korrelacios egyiitthatdjat!

Legyenek &, & és &3 flggetlen, A, Ay illetve A3 paramétertt Poisson eloszlasu
valoszinliségi valtozok és legyen 1y := & + & valamint 1y := & +&3. Mennyi 7, és
1o kovariancidja?

Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Visszatevés nélkiil kihtzunk 20 golyot.
Szamitsa ki a kihtizott piros golyok szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét!

Valészintségi valtozdék altalanos fogalma

Két kockdval dobunk egyszerre. frja fel és dbrdzolja a dobott szamok dsszegének eloszlds-
fugguényét!

Egy terrariumban két lajhar él, melyek egymastdl fliggetleniil az idonek %—ed, il-
letve %—ad részében alszanak. Jelolje & az ébren levo lajharok szamat latogatasunk
idopontjaban. frja fel a & eloszlasfiiggvényét!

Vizsgdlja meg, az aldbbi fligguények kozil melyik lehet eloszldsfigguény és melyik nem?

0, ha x<1/2,
F =
o) F(x) {_ b oo 1o

0, ha x© <1,

b) F(z) = {x—l

= ha x>1;
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9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

10

10.1

10.2

0, ha © <1,

C) F(I‘) ::{Qx—l ha ©>1:
1 =4
0, ha x <0,

d) F(z):=1¢ s 5 = 0.
T2 ha x2>0;
0, ha x <0,

e) F(x) = {

1-— %, ha x > 0.
Milyen o és [ értékekre lesz eloszlasfiiggvény az

F(z) :=e P, z € R,
fliggvény?

Hatdrozza meg a [0, 1] intervallum két véletlenszerden kivdlasztott pontja tdvolsdganak
eloszldsfiggvényét! Mennyi a valoszinisége, hogy ez a tdvolsdg az [1/2,3/4] interval-
lumba esik?

Viélasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Jelolje ¢ a pontnak a
négyzet legkozelebbi oldalatol vett tavolsagat. Irja fel a £ eloszlasfiiggvényét! Adja
meg a P({ > 1/8) valdsziniiséget!

Egy egységnyi sugard, kor alaku céltablara 16vések érkeznek. Tegytik fel, hogy minden
lovés a céltablaba talal és hogy a taldlat helye egyenletes eloszlasu a céltablan. Jelolje
¢ a talalat helyének tavolsagat a céltabla kozéppontjatol. Adja meg a & valdszinliségi
valtozd eloszlasfiiggvényét!

Egy egységnyi oldali, négyzet alaki céltablara 16vések érkeznek. Tegyitik fel, hogy
minden 16vés a céltablaba talal és hogy a talalat helye egyenletes eloszlasu a céltablan.
Jelolje & a talalat helyének tavolsagat a céltabla bal alsé sarkatol. Adja meg a &
valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét!

Ledobunk egy pontot véletlenszerien a [0,2] intervallumra. Valaki felirja a ledobott
pont helyét eqy jeqyzékinyvbe, ha a ledobott pont a [0,1] intervallumba esik, és a 0
értéket irja be, ha ez a pont az (1,2] intervallumba esik. Jeldlje n a jegyzékonyvbe
irt szam értékét. Adja meg az n wvaloszinidségi valtozo eloszlasfiigguényét!

Abszolut folytonos valésziniiségi valtozdk

Eqgy két méter hosszi botot eqy véletlenszerien elhelyezett csapassal kettétorink. Hatd-
rozza meg a rovidebb darab hosszdanak eloszlds- és striiségfiigguényét!

A (0,a) szakaszon véletlenszertien (egyenletes eloszlast feltételezve) kivalasztunk egy
pontot. Jeldlje £ e pontnak a szakasz kézéppontjatdl valé (nemnegativ) tavolsagat.
Irja fel a & eloszlas- és strliségfliggvényét!
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10.3 A (0,a) szakaszon véletlenszertien (egyenletes eloszlast feltételezve) kivalasztunk egy
pontot, majd az (a,2a) szakaszon, szintén véletlenszeriien egy masikat. Jeldlje & a
két kivalasztott pont tavolsagat.

a) frja fel a & eloszlas- és surtiségfiiggvényét!

b) Mekkora a valészintisége, hogy a két pont tavolsiga a/2-nél kisebb?

10.4 Az aldbbi figguények kozul melyek siriségfiggvények?

sz pe 0< <1,

Wf@%={2

0, eqyébként;

L. ha x>1,

b) f(x) = {

c) f(x)::1 ! z € R;

14+ 22

d) f(z) = = ha x>0,
0, eqyébként;

0, eqyébként,

43¢ ha x>0,

e) f(x) = {

0, eqyébként;

f)f@)=ge ", weR

x

—e 24l ha x>0,

9) f(x) ;:{ v

0, egyébként.

10.5 Egy & waloszinidségi valtozo striségfiggvénye

f($)={07A ha x < 2,

T ha x> 2.
a) Mekkora az A érték?
b) Mennyi a P(2 <éE< 3) valdsziniiség?
c) frja fel a & eloszlasfiigguényét!
10.6 Egy ¢ valdszintiségi valtozo strtségfiiggvénye

Acos%, ha O<uz<m,

0, egyébként.

a) Mekkora az A érték?
b) Mennyi a P({ > Z) val6szinfiség?

c) frja fe a £ eloszlasfiiggvényét!
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10.7 Egy & valdszinliségi valtozo strliségfiiggvénye

f(x):{o’ ha x <2,

ha z > 2.

a) Mekkora az A érték?
b) Milyen ¢ értéknél adédik P(f >q)=1/27

¢) Irjafel a ¢ eloszldsfiiggvényét!

10.8 Az x tengely [0,1] intervallumén véletlenszeriien kivalasztunk egy pontot. Jeldlje £ a
pont tavolsdgat a koordinatarendszer (0,1) pontjatdl. Irja fel a & eloszlasfiiggvényét!

10.9 Legyen & egyenletes eloszlasu az (a,b) intervallumon. Hatdrozza meg n:= 2§ + 1
eloszlds- €és striségfigguényét!

10.10 Legyen & A\ paraméterii exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozo. Hatérozza meg
n = 2& + 3 eloszlas- és stirtiségfliggvényét!

10.11 Legyen & egyenletes eloszldsi a (0,1) intervallumon. Hatdrozza meg n := &2
striségfugguényét!

10.12 Legyen ¢ egyenletes eloszldsti a (—1,1) intervallumon. Hatdrozza meg 7 := &2
strtségfiiggvényét!

10.13 Legyen & X\ paraméterii exponencialis eloszldsu valdszinliségi valtozo. Hatérozza meg
n =& siirliségfiiggvényét!

10.14 Legyen & X\ paramétert exponencidlis eloszlasiu valdsziniségi viltozo. Hatdarozza meg
n = /€ silriségfigguényét!
11 Tobbdimenzids eloszlasok, fiiggetlenség

11.1 A (&,n) eloszldsfigguénye a kovetkezd:

l+e ™V —e®—e?, ha >0, y>0,
F(z,y) = p
0, eqyébként.
a) Hatdrozza meg a £ és n perem-eloszldsfiggvényét!
b) Figgetlen-e £ és n?
c) Szamitsa ki a P(§ <l,n< 1) valosziniséget!
11.2 A (&,m) eloszlastiiggvénye a kovetkezo:

min {(1 —e™™),(1—¢¥)}, ha z>0, y>0,
0, egyébként.

F(x,y) :={
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a) Hatdrozza meg a £ és n perem-eloszlasfiiggvényét!
b) Fliggetlen-e & és n?
11.3 Szémitsa ki a P({ < 1,m < 1) é P(& <1,n>3/2) valdszinfiségeket, ha (&,n)

egyiittes strlségfiiggvénye

Fa.) e ™Y x>0, y>0,
x,1y) =
Y 0, Killsnben!

114 A (&,n) slriségfiiggvénye legyen

Fany) = He+ay+y), ha 0<z<1, 0<y<l,
. kiilonben.

a) Irja fel a perem-siiriiségfiiggvényeket!
b) Fiiggetlen-e £ és n?

c) Hatdrozza meg a P(£ < 1/2,n7<1/2) ésa P(£<1/2,n>1/4) valésziniisé-
geket!

11.5 A (&,n) siriségfiggvénye legyen

Alz+%), ha O<z<l1 0<y<2,
f(xyy)1={< 2>

0, ktilonben.

a) Mekkora az A értéke?
b) frja fel a perem-stiriségfigguényeket!
c) Figgetlen-e £ és n?

11.6 Hatarozza meg, hogy az A milyen értéke mellett lehet az
fla,y) =2+ Ay?

figgvény a (0 <z < 1; 0 <y < 2) tartoményban egy (£,7) kétdimenzids eloszlas
sturtségfiiggvénye! Irja fel a £ és 1 peremstliriségét is!

11.7 Legyen a (&,m) egyiittes striségfiggvénye

flz,y) A, 0<zx<1, 0<y<uw,
x? = e oo
Y 0, kulonben.

a) Mekkora az A értéke?
b) frja fel a perem-stiriségfigguényeket!
c) Figgetlen-e £ és n?
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11.8 Legyen a (§,n) egylittes stiriiségfliggvénye

L 0<2<1, 0<y <2(1 —2),
J(@y):= {o, Killénben.

a) Irja fel a perem-siiriiségfiiggvényeket!

b) Fiiggetlen-e £ és n?

c) [rja fel a P(S <z, l<n< 3/2) valésziniiséget, mint az x valtozo fiiggvényét!

12 Abszolut folytonos valdszintiségi valtozok jellemzo6i

12.1 Szamitsa ki a kovetkezd siriségfiigguényekkel jellemzett eloszlasok varhato értékét és
szordsat!
lz], ha —1<uz<1,

0, mdaskor;

a) f(r):= {

b) f(z):= %e‘wl, z € R;

Ze=w'2 0
e , ha x>0,
¢) fla):=q V"
0, ha x» <0;
3., ha x>1
d :: x47 7
) 0=

12.2 Igazolja, hogy az

2 ha z>1
— :E37 )
J(@): {0, ha z<1

strtségfiiggvényli valdszintiségi valtozonak 1étezik varhato értéke, de szérasa nem!

12.3 Legyen & egyenletes eloszldsi a [0,1] intervallumon. Szdmitsa ki n = £ wdrhatd
értékét és szordsat!

12.4 Legyen ¢ egyenletes eloszlast a [—a,a] intervallumon. Szamitsa ki n = |¢| varhato
értékét!

12.5 Legyen ¢ exponencidlis eloszldst, melynek varhaté értéke 2. Szémitsa ki n = &2
varhaté értékét és szérdsat!

12.6 Két pontot vdlasztunk véletlenszeriien eqy egységnyi hosszusdgi szakaszon. Hatdrozza

meg a két pont tdvolsagdnak vdrhato értékét és szordsdat!

12.7 Valasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Jelolje & a pontnak a
négyzet legkozelebbi oldalatol vett tavolsdgat. Szamitsa ki a & varhato értékét és
széréasat!
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12.8 A (&,m) kétdimenzios valdszinidségi vdltozo eloszlasdt jellemezze az

S(z4+9y?), ha 0<2<1, 0<y<l,
flzy) =12
W= 0, ktilonben

striséqfigguény.

a) Hatdrozza meg a & és n korreldcids egyttthatojat!

b) Figgetlen-e £ és n?

129 A (&,m) kétdimenzids valdszintiségi véltozé eloszlasat jellemezze az

Flz,y) = %(1 +ay(a? — 3/2))7 ha [z] <1, [y| <1,
0, kiilénben

strtiségfiiggvény.

a) Hatérozza meg a £ és n korrelacios egyiitthatdjat!

b) Fiiggetlen-e £ és n?

12.10 Legyen (&,7m) egyenletes eloszldsi a (0,0), (2,0) és (2,1) pontok dltal meghatdrozott
hdromszdogben. Hatdrozza meqg & €és n korreldcios egyiitthatojdt!

12.11 Legyen (&,7n) egyenletes eloszldsi a (0,0), (0,1) és (1,0) pontok &ltal meghatarozott
haromszogben. Hatarozza meg & és n korrelacios egyiitthatojat!

12.12 Legyen a (&,7) egylittes stirliségfiiggvénye

I, 0<z<1,0<y<2(1-ux),
a”’? = R
f(@y) { 0, kilonben.

Hatarozza meg a & és n korrelaciés egyiitthatojat!
12.13 A (§,n) strilségfiiggvénye legyen
A(m—l—y), ha 0<z<l1, O<y<l,
flz,y) = -
0, kiilonben.

a) Mekkora az A értéke?

b frja fel a perem-stiriségfiiggvényeket!

d

)
)
c) Fiiggetlen-e ¢ és n?
) Hatarozza meg a & és n korreldcids egytitthat6jat!
(

12.14 A (§,n) strliségfiiggvénye legyen

A<x2+y2>, ha 0<z<1, 0<y<l1,
f(z,y) ==

0, kiilonben.
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a) Mekkora az A értéke?
b) frja fel a perem-struségfiiggvényeket!
c) Fiiggetlen-e ¢ és n?

)

d) Hatarozza meg a £ és n korreldcios egyiitthatdjat!

13 Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Egyenletes eloszlas

13.1 A £ egyenletes eloszlasi valdszintiségi véltozd, és EE = D€ = 4. frja fel a ¢
eloszlasfiiggvényét!

13.2 A & egyenletes eloszlasi az (a,b) intervallumon. Ismeretes, hogy

P((>EE—20+1)) = é

Mekkora a P(f < E( - 1)) valdszintiséqg?
13.3 Legyen ¢ egyenletes eloszldst a (0,1) intervallumon.

a) Mennyi a valésziniisége, hogy a £ olyan értéket vesz fel, amelynek els6 tizedes-
jegye 2-es?

b) Mekkora a valdszintisége, hogy a £ Altal felvett érték mésodik tizedesjegye 2-es?

¢) Mekkora annak a valészintisége, hogy a k-adik tizedesjegy lesz 2-es?

134 A ¢ egyenletes eloszldst az (a,b) intervallumon, ahol az a és b értékeket nem
ismerjiik. Tudjuk viszont, hogy a (2,5) intervallum teljes egészében az (a,b) inter-

vallumon fekszik és .
P2=<¢<5)=g.

a) Mekkora a P(3 <& <5) val6sziniiség?
b) Mekkora lehet az a minimdlis és a b maximalis értéke?
¢) Adott feltételek mellett milyen becslést adhatunk a P(1 < & < 3) valdszintiségre?

Normalis eloszlas

13.5 Egy repiilégép pilotdjaval kozlik a 100 m magassdgu légifolyoso kozepének foldtdl vett
tdvolsagdt. A repildgép repiilési magassagdnak ettdol valo eltérése eqy normalis eloszldsi
valdsziniségi valtozo, melynek vdrhato értéke 20 m, szordsa pedig 50 m. Szamitsa ki
annak a valosziniségét, hogy a repilogép a légifolyoso alatt, a légifolyosoban, illetve a
légifolyoso felett halad!

13.6 Egy csomagolégép 1 kilogrammos zacskékat tolt. A zacskoba t6ltott cukor mennyisége
normalis eloszlasu valészinliségi valtozd 1 kg varhaté értékkel és 32 gramm szdérassal.
A zacské silyra nézve elsé osztalyu, ha tomege 0.95 kg és 1.05 kg kozé esik.
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13.7

13.8

13.9

13.10

13.11

13.12

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszertien kivélasztott zacsko elsd oszté-
lya?

b) Mennyi a valészintisége, hogy két véletlenszeriien kivalasztott zacské koziil leg-
alabb az egyik els6 osztalyu?

Legyen & normdlis eloszlasi m =3 és o =2 paraméterekkel. Mekkora legyen az A
szam, ha azt akarjuk, hogy a & a (2,A) intervallumba legaldbb 1/2 valdszinidséggel
essen?

Egy fafeldolgoz6 tizemben deszkakat készitenek. A deszkak hossza normaélis eloszldsu
400 cm varhato értékkel és 3 cm szorassal.

a) A deszkdk hanyad része lesz 398 cm-nél hosszabb és 401 cm-nél rovidebb?

b) Mennyi a valésziniisége, hogy a deszkdk hossza a varhaté értéktdl legfeljebb 2.5
cm-rel tér el?

Egy loveg tiizel egy 1200 méter tavoli célpontra. A 16tdvolsdg ingadozasa az 1200 m
koriil normalis eloszldsi 40 m széréssal. Hatdsosnak tekintheto egy 16vés, ha a taldlat
a célhoz 50 m-nél kozelebb esik. A 16vések hény szazaléka lesz hatastalan?

Valamely gép 15 mm atmérojii alkatrészeket gyart 0.5 mm szorassal. Normalis eloszla-
sunak tekintve a legyartott alkatrész atmérojét, mekkora valdszintiséggel gyart a gép
a névleges érték 5%-andl nagyobb eltérésii alkatrészt?

Valamely szolgaltato vallalathoz a naponta beérkezd megrendelések & szdma normalis
eloszldasunak tekinthetd o = 10 szordassal. Mekkora a megrendelések varhato értéke,
ha tudjuk, hogy

P(¢ < 20)=0.1?

Az Alsébezgenyei lampagyarban kompakt fénycsoveket gyartanak. A csovek élet-
tartama a tapasztalatok szerint normalis eloszlasi 1170 éra varhato értékkel és 100
Ora szorassal. A gyéar a fénycsovekre garanciat vallal. Hany oras miikodésre adjon a
gyar garanciat, ha legfeljebb 5% garanciaigényt akar kielégiteni?

Exponencialis eloszlas

13.13

13.14

Annak a valdsziniisége, hogy eqy benzinkitndl a tankoldsra 6 percnél tovdbb kell varni a
tapasztalatok szerint 0.1. Feltéve, hogy a varakozdsi idé hossza exponencidlis eloszldsi,
mennyi a valoszinisége, hogy véletlenszerien a benzinkiuthoz érkezve 3 percen beliil
sorra kerilink?

Egy plazma televizié élettartama exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtozé 9 év
atlagos élettartammal. Adja meg azt a legnagyobb K szamot, melyre igaz, hogy a tv
legalabb 0.9 valészintiséggel miikodéképes lesz K évig!
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13.15

13.16

13.17

14

14.1

14.2

14.3

14.4

14.5

14.6

14.7

14.8

14.9

Eqy telefonfiilke elott dallunk és varjuk, hogy az elottink beszéld befejezze a beszél-
getést. Az illeté véletlentdl fiiggd ideig beszél, a percben mért beszélgetési idejének
stirdségfiggvénye e/, x> 0.

a) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a beszélgetés 3 percnél tovdbb tart?

b) Mennyi annak a valészinisége, hogy a beszélgetés tovdbbi 3 percnél tovabb tart,
feltéve, hogy az eléttink dllé mdr t6bb mint 3 perce beszél?

c) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a beszélgetés t+3 percnél tovabb tart, feltéve,
hogy az eldttink allo mar tobb mint t percet beszélt?

Legyenek ¢ és n fliggetlen A\ paraméteri exponencialis eloszlasi valészintiségi
véltozék. Hatarozza meg a min{,n} strtségfiggvényét!

Egy szovogép 400 szallal dolgozik. Az egyes szalak élettartama, vagyis az az ido,
ameddig a szal el nem szakad exponencidlis eloszldsi, minden szalra 150 6ra varhatéd
értékkel. Feltételezve, hogy a szdlak egyméstol fliggetlenek, mennyi a valdszintisége,
hogy a gép fonalszakadas miatt a megindulastél szamitott 3 éran belil megall?

Abszolut folytonos eloszlasok konvolicidja

Legyenek ¢ és n fliggetlen, A >0 és pu > 0 paraméteri exponencidlis eloszlasu
valdszintiségi valtozok. Hatarozza meg a & +n striségfliggvényét!

Legyenek ¢ és n flggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast valészintiségi
valtozok. Hatdrozza meg a & +n eloszldsat!

Legyen & és n két fuggetlen, a [—%,%] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszi-

niségi vdltozo. Hatdrozza meg &+ n striségfigguényét!

Legyenek & és n fliggetlen, a [0,1] illetve a [2,4] intervallumon egyenletes eloszldsi
valdszintiségi valtozok. Hatdarozza meg a & +n eloszlasat!

Véletlenszeriien kivéalasztunk egy pontot a (0,0), (0,1), (1,1) és (1,0) csucsok altal
meghatarozott négyzet belsejébdl. Jelolje £ a pontnak az x és az y tengelytol vald
tavolsagainak az Osszegét! Adja meg & eloszlas- és strtiségfiiggvényét!

Két egy-egy méter hosszusdgi botot véletlenszertien eltoriink, majd a két rovidebb
darabot Osszeragasztjuk. Irja fel az igy kapott 1j bot hosszanak eloszlasat!

Legyenek & és n figgetlen valdszindségi vdltozdk, a kozds stiriségfiggvényik f(x) =
e~ 11/2, x € R. Hatdrozza meg a &€ +n eloszldsdt!

Legyenek ¢ és n fliggetlen, standard normalis eloszldsu valdszintiségi valtozdk.
Hatarozza meg a & +n eloszlasat!

Legyenek ¢ és n fliggetlen, standard normalis eloszldst valdszintiségi valtozok.
Igazolja, hogy &2 +n? exponencidlis eloszldst valészintiségi véltozé A =1 paramé-
terrel!
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15

15.1

15.2

15.3

15.4

15.5

15.6

15.7

15.8

Csebisev egyenl6tlenség, a nagy szamok torvénye,
kozponti hatareloszlas tétel

Egy forgalmas pdlyaudvaron meghatdrozott idoben eqy ujsagdrus dltal egy ora alatt
eladott ujsagok & szama Poisson eloszlasi X\ = 64 wdrhato értékkel. Adjon also
becslést a

P(48 < £ < 80)

valosziniségre!

Az Edes Elet Cukorgyarban a nagyipari kiszerelésti kristalycukros zacskokat egy au-
tomata gép tolti. Az egyes zacskdkba toltott cukor mennyisége egy valdszinliségi
valtozd, melynek varhaté értéke 5 kg, szérasa 10 gramm. Legfeljebb mekkora a
valoszintisége, hogy egy csomagban a cukor mennyisége a varhato értéktdl 50 grammnal
tobbel tér el?

Egy hustizemben a turista szalami rudak hosszanak varhato6 értéke 35 cm, szérasa 0.3
cm. Legfeljebb mennyi annak a valészintisége, hogy egy rud szaldmi hossza legalabb 1
cm-rel eltér a varhato értékétol?

Egy gyufagydrban a dobozokat automata gép tolti. Az egyes dobozokban lévd gyu-
faszdlak szama eqy & waldszinidségi valtozo, amelynek eloszlisa a tapasztalatok szerint
a kovetkezo:

darabszdm | 47 48 49 50 51 52 53
valdszintiség | 0.05 0.10 0.15 0.40 0.15 0.10 0.05

a) A Csebisev egyenlétlenség segitségével adjon becslést a P(48 < & < 52) waldszinii-
ségre!

b) Az eloszlds alapjan szdmitsa ki a fenti valdsziniség pontos értékét!

Héany dobast kell végezniink egy szabdlyos érmével, hogy a fej dobds valdszinliségét
a kapott relativ gyakorisag legalabb 0.9 valészintiiséggel 1/20-nal kisebb hibéval
megkozelitse?

Hdnyszor kell eqy szabdlyos kockat feldobnunk, hogy a hatos dobds valdsziniiségét az
esemény relativ gyakorisdga legalabb 0.8 waldszinidséggel 0.1-nél kisebb hibdval meg-
kozelitse?

Hdnyszor kell eqy cinkelt dobokockadt feldobnunk, hogy a hatos dobds valdsziniiségét
(mely nem feltétlenil 1/6) az esemény relativ gyakorisdga legaldbb 0.8 wvaldsziniiség-
gel 0.1-nél kisebb hibdval megkozelitse?

Valamely tarsadalmi rétegben meg akarjuk hatarozni a szeszfogyasztok aranyat. Hany
megfigyelést kell végezni ahhoz, hogy a megfigyelésekbdl adodé ardny a valoédi aranytol
95%-0s valdsziniiséggel legfeljebb 0.01-dal térjen el?
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15.9

15.10

15.11

15.12

15.13

15.14

15.15

16

16.1

16.2

A gyartmanyok 10%-a hibds. A mindségellendrzés csak akkor talal elfogadhaténak
egy tételt, ha ebben legfeljebb 12% a hibas termék. Mekkora legyen egy-egy tételben
a gyartmanyok darabszama, hogy a hibas termékek relativ gyakorisaga a megfelelo
valosziniiségtol legalabb 0.95 valdszintiséggel ne térjen el 0.02-nél nagyobb értékkel?

Eqgy urndban fehér és fekete golyok vannak. Annak a valdsziniisége, hogy fehér golyot
hizunk 0.7. Mennyi a valoszinisége, hogy 1000 wisszatevéssel hiuzott golyo kozott a
fehér golyok szama 680 és T20 kozé esik? Oldja meg a feladatot normadlis kozelitéssel
is!

Egy szabélyos pénzérmét 200-szor feldobva mennyi a valészintisége, hogy a fejdobéasok
szama 95 és 105 kozé esik?

Eqy szabdlyos dobdkockdt 300 alkalommal feldobva milyen hatdrok kézé fog esni 95%-
os biztonsaggal a hatos dobdsok szama?

Egy célpontra 200 1ovést adnal le egymastdl fliggetleniil. A taldlat valdszintisége
minden egyes 160vésnél 0.4. Milyen hatdrok kozé fog esni 90%-os biztonsiggal a
taldlatok szama?

A 2000. évben az elnckvélasztason az Egyesiilt Allamok Florida &llamaban rendkiviil
szoros eredmény sziiletett. 5 000 000 valasztd valasztott a republikanus és demokrata
part jeloltje kozott. A két jelolt altal szerzett szavazatok szama kozotti eltérés (egy
adott idépontbeli felmérés szerint) minddssze 300 volt. Tegyiik fel, hogy a vélaszték
egymastol fiiggetlentiil 1/2 valészintiséggel valasztottak valamelyik péart jeloltjét. E
feltevés teljesiilése esetén mi annak a valdszintisége, hogy a két jelolt altal osszegytijtott
szavazatok kiilonbsége nem haladja meg a haromszazat?

Egy szabalyos dobdkockat 1200 alkalommal dobunk fel egymastdl fiiggetleniil, és
osszeadjuk a paros értéki dobdsok eredményét. Adjon jo kozelito becslés annak a
valészintiségére, hogy ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik!

A statisztika alapfogalmai, paraméteres probak

Az Ezt idd tedt 200 grammos dobozokban druljik. A Fogyasztovédelmi Felugyeldség
lemérte ot véletlenszerien kivalasztott teasdoboz tomegét, melyekre az alabbi grammban
kifejezett értékek adodtak:

196, 202, 198, 197, 190.

Hatdrozza meg a mintadtlagot, a szords torzitatlan becslését, valamint rajzolja fel a
minta empirikus eloszldasfigguényét!

Egy, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlast véletlenszdm generdtor az aldbbi 8
szamot generalta.

0.18, 0.57, 0.82, 0.55, 0.63, 0.12, 0.91, 0.31.
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16.3

16.4

16.5

16.6

Hatéarozza meg a mintadtlagot, a szoras torzitatlan becslését, valamint rajzolja fel a
minta empirikus eloszlasfiiggvényét és a tényleges eloszlasfiiggvényt!

Egy otelemi minta esetén a mintaelemek oOsszege 155, a mintaelemek négyzeteinek
osszege 4837. Hatdrozza meg a mintadtlagot és a szords torzitatlan becslését!

Egy teherautorakomdnnyi félliteres uditoitalbol 10 palackot véletlenszeriden kivdlasztva
és lemérve azok trtartalmdt az aldbbi, milliliterben kifejezett értékeket kaptuk:

499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495.

Ismert, hogy a palackokba toltott tiditoital mennyisége normdalis eloszlasu 3 ml szoras-
sal. 95%-o0s dintési szintet haszndlva vizsgdlja meg a gydrté azon dllitdsdt, hogy a
palackokba dtlagosan fél liter tiditditalt toltottek!

Az Ezt idd teat 200 grammos dobozokban aruljak, a csomagolégép szérdsa 4 gramm.
A Fogyasztévédelmi Feliigyel6ség lemérte ot véletlenszerien kivalasztott tedasdoboz
tomegét, melyekre az alabbi grammban kifejezett értékek adddtak:

196, 202, 198, 197, 190.

Hipotéziseit pontosan megfogalmazva és feltételezve, hogy a teasdobozok témege nor-
malis eloszlast kovet, dontson 98%-os szinten, hogy az atlagos toltétomeg tényleg 200
gramm, avagy kevesebb annél!

Egy kiterjedt népegészségiigyi vizsgalat soran megéllapitottak, hogy az egészséges
feln6tt populacié esetén a diasztolés (alsd) vérnyomds értékek atlaga 84.8 higanymil-
liméter, szérdsa pedig 12.8 higanymilliméter. Az Alsébezgenyei Atlétikai Klub hat
véletlenszertien kivalasztott versenyzdjénél a klub sportorvosa az alabbi diasztolés
értékeket jegyezte fel:

79.2, 64.6, 86.8, 73.7, 74.9, 62.3.

a) A sportorvos ezek alapjan gy gondolta, hogy az atlétdk &atlagos diasztolés vér-
nyomasa alacsonyabb, mint 84.8. Feltételezve, hogy az atlétdk diasztolés vérnyomaésa
normalis eloszlast kovet, szordsa pedig megegyezik a teljes populédciéra kapott értékkel
(12.8 higanymilliméter), dontsén 95%-os szinten, igaza van-e a doktornak!

Az Alsébezgenyei Sakk Klub versenyzoi szintén meglatogattak a fent emlitett doktort,
aki az O esetiikben is feljegyezte hat véletlenszertien kivalasztott sportold diasztolés
vérnyomas értékét, melyek az alabbiak:

84.6, 93.2, 104.6, 106.7, 76.3, 78.2.

b) Hipotéziseit pontosan megfogalmazva déntson 95%-os szinten, hogy a sakkozdk
atlagos diasztolés vérnyomaéasa magasabb-e, mint az atlétaké! A sakkozdk diasztolés
vérnyomasarol szintén feltehetjiik, hogy normalis eloszlast kovet, szérasa pedig mege-
gyezik a teljes népesség korében mért értékkel.
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16.7

16.8

16.9

16.10

16.11

Adott két fiiggetlen minta 0.0012 szérasu normélis eloszlasbol. Az egyik, 9 elemi
minta realizdcidjanak atlaga 0.1672, a masik 16 elemiié pedig 0.1683. Elfogadhaté-e
92%-o0s szinten, hogy a két sokasdg varhaté értéke megegyezik?

Eqgy gabonaraktdrban 60 kg-os kiszerelésben buzdt csomagolnak. A havi mindségellendr-
2€s soran azt is meg akartdk vizsgalni, hogy a raktdrbol kikeruld zsakokban tényleg 60
kg buza van-e, ezért lemértek tiz darab véletlenul kivalasztott zsakot. FEredményil a
kovetkezoket kaptak:

60.2, 63.4, 58.8, 63.6, 64.7, 62.5, 66.0, 59.1, 65.1, 62.0.

Hipotéziseit és az adatokra vonatkozd feltételeit pontosan megfogalmazva dontson 95 %-
0s szinten, a zsdkok dtlagos toltétomege tényleg 60 kg-e!

Egy iizem gyartésoran az egyik szerelési feladatra megadott szintidé 9 perc. Az e
ponton dolgozo alkalmazottak mar tobb kérvényben kérték a szintido felemelését, mivel
véleményiik szerint az nem elegendo a feladat elvégzésére.

Az tizem vezetésége egy ellendrt kiildott ki, aki 12 véletlenszertien kivalasztott alka-
lommal megmérte a feladat elvégzéséhez sziikséges idot. Az eredmények az alabbiak:

94, 88, 9.3, 9.1, 94, 89, 9.3, 9.2, 9.6, 9.3, 9.3, 9.1.

Hipotéziseit és az adatokra vonatkozo feltételeit pontosan megfogalmazva dontson 99%-
os szinten, igazuk van-e a munkasoknak!

Az atlétikai vilagbajnoksdgon résztvevd kokszfoldi csapat néhany versenyzOje arra
panaszkodott, hogy a leadott doppingtesztjeiket nem megfeleléen analizaltak és az
egyik szernek tulsdgosan magas koncentracidjat mutattak ki, minek kovetkeztében a
versenybirdsag torolte az eredményeiket. A Kokszfoldi Atlétikai Szovetség a labo-
ratoriumot tesztelendé nyolc mintat kiildott, melyek mindegyikében a kérdéses anyag
koncentréciéja pontosan 0.500 g/1 volt. A laboratérium az aldbbi eredményeket szolgal-
tatta:
0.485, 0.518, 0.460, 0.530, 0.560, 0.550, 0.490, 0.575.

A laboratérium mérési hibajat normalisnak tételezve fel dontson 95%-os szinten, igazuk
van-e az atlétaknak!

Az Arelhajldsvizsgcild Hivatal 6ssze akarta hasonlitani két konkurens hipermarketlanc
élelmiszer arait. E célbol véletlenszerien kivdlasztottak tiz drucikket és meguizsgdltak
azok drat. A kapott eredményeket e kovetkezd tdblazat tartalmazza:

Arucikk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lerablos (Ft) 232 79 183 56 49 46 19 37 33 19
Dedraga (Ft) 216 74 208 52 42 49 18 31 38 17

Az drkilonbségeket normdlis eloszlasunak tételezve fel dontson 95%-o0s szinten, van-e
eltérés a két hipermarket élelmiszereinek drszintje kozott!
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16.13

16.14

16.15

A Mindent Tudés Egyeteme maéasodéves informatikus hallgatéi két zarthelyi dolgoza-
tot irtak statisztikdabdl. Az alabbi tablazat tiz véletlenszertien kivalasztott hallgaté
eredményeit tartalmazza:

Hallgato A/B|C|D|E|F|G|H|T]|]J
I. dolgozat | 57 | 63 | 67 | 82 | 45 | 65 | b3 | 32 | b1 | 27
IT. dolgozat | 53 | 62 | 63 | 80 | 46 | 64 | 44 | 28 | 50 | 29

A dolgozateredmények eltérését normaélis eloszldstinak tételezve fel dontson 95%-os
szinten, van-e kiilonbség a két dolgozat nehézségi foka kozott!

A fodraszok lathatatlan jovedelmének becslése céljabdl tiz véletlenszeriien kivalasztott
fodrész bevallott heti borravaléjanak fliggvényében a vendégkor véleménye alapjan
megbecsiilték a tényleges borravalé nagysagat. A minta adatai a kovetkezdek:

Fodrész A[B[C|[D[E]|F [G[H][TI]J
Bevallott (eFt/hét) | 4.0 | 2.0 | 35| 5.0 | 1.8 | 6.0 |28 | 1.5 |3.9 | 44
Tényleges (eFt/hét) | 9.0 | 5.3 | 6.0 | 9.8 | 4.3 | 10.1 | 5.9 | 4.2 | 9.4 | 10.5

A be nem vallott borraval6 eloszlasat normalisnak tételezve fel vizsgéalja meg 98%-os
szinten azt a hipotézist, hogy a fodraszok hetente atlagosan 5000 Ft-nal tobb borravaldt
nem vallanak be!

Kétfajta instant kdvé oldoddsi idejét tesztelték, melyekbdl minden alkalommal azonos
mennyiséget tettek 1 dl forrdsban lévo vizbe. A kisérletek eredményeit az alabbi tdbldzat
tartalmazza:

Kavé Oldéddsi id6 (mdsodperc)
Mokka Makka | 8.2 5.0 6.8 6.7 58 7.3 6.4 7.8
Koffe In 5.1 4.8 3.4 37 6.1 4.7

a) Az oldédasi iddket normdlisnak tételezve fel 95 %-o0s szinten igazoljuk, hogy nincs
ktilonbség az oldoddsi idok szordsa kozott!

b) Az a) pontbeli szinten vizsgaljuk meg azt az allitdst, hogy a Mokka Makka kdvé
lassabban oldodik, mint a Koffe In!

A Horomp6 Cirkusz (vildgszam!) bolha szekcidjanak vezeté (és egyben egyediili)
artistdja, Lajoska messze foldon hires tavolugré tudomanyarol. Minden egyes el6-
addsnak van egy olyan pontja, amikor Lajoska helybdl tavolugrik. Az alabbi tablazat
12 délutani és 10 délelotti el6adas ugrasanak centiméteben mért adatait adja meg (az
ugrasok hosszat normalis eloszldsinak tekinthetjiik).

Kavé Ugrott tavolsidg (cm)
Délutan | 53 59 63 67 60 5H7 73 65 58 68 62 71
Délelétt | 61 52 47 51 58 64 60 55 49 53
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Hipotéziseit pontosan megfogalmazva vizsgalja meg az allitast, miszerint Lajoska délu-
tan virgoncabb és nagyobbakat ugrik, mint délelétt! Dontson 99%-os szinten!

Az angliai New Dumber golflabdagyaraban egy ujfajta golflabda boritast fejlesztettek
ki. A tesztek azt mutattak, hogy ez az 1j boritas jéval ellenallobb, mint a hagyomanyos.
Felmertlt azonban a kérdés hogy az 1j boritds nem véltoztatja-e meg az atlagos
utéstavolsagot. Ennek eldontésére 42 labdat probaltak ki, 26 hagyomanyosat és 16
labdat az ujak kozil. A labdékat géppel 16tték ki, elkeriilve ezzel az emberi tényezo
okozta szorédast. A yardban mért titéstavolsagok Osszesité adatait, mely tavolsagokat
mindkét esetben normaélis eloszlasunak tételezziik fel, az alabbi tablazat tartalmazza:

Korrigalt empirikus
Boritas Mintaelemszam | Mintaatlag szorasnégyzet
Hagyomanyos 26 271.4 35.58
Uj 16 268.7 48.47

a) 90%-os szinten igazolja, hogy nincs kiilénbség az titéstavolsagok szérasa kozott!

b) Az a) pontbeli szinten vizsgéilja meg, hogy az 1j boritds megvaltoztatja-e az
atlagos iitéstavolsagot!

Az albdn autoklub megvizsgédlta a Lada Borscs és a Skoda Sztrapacska személygép-
kocsik fogyasztésat (liter/100km), melyekrél feltehetd, hogy normaélis eloszlast kévet-
nek azonos szorassal. A vizsgalat eredményeit az alabbi tabldzat tartalmazza:

Autétipus Mintaelemszam Mintaatlag Korr. emp. szoras
Lada Borscs 12 8.4806 1.0703
Skoda Sztrapacska 15 7.3799 0.8967

Hipotéziseit szabatosan megfogalmazva dontson 95%-os szinten, hogy megegyezik-e a
két tipus atlagos fogyasztasal

A Felsodorgicsei Satorcovekgyar kilenc véletlenszertien kivalasztott termékének hossza-
bol szamolt korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet 63 mm?. A konkurens Alsédorgicsei
Covek és Poznagyarban gyartott tizenharom ugyancsak véletlenszertien kivalasztott
covek esetén ez az érték 225 mm?.

a) Dontson 90%-os szinten, van-e kiillonbség a kiilonb6zé gyarakbdl szérmazoé covekek
szérasa kozott!

b) Milyen, az adatokra vonatkozé feltételekre van sziikség, hogy az el6zé pontbeli
hipotézisvizsgalat végrehajthato legyen?
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17.1

17.2

17.3

Khi-négyzet prébak

Egy wjonnan kifejlesztett maizli tféle magot (A, B, C, D és E) tartalmaz, melyek
szdzalékos meqgoszldsa a terméken 1évd tdjékoztatd szerint 35%, 25%, 20%, 10%, illetve
10%. Egy véletleniil kivdlasztott zacskdéban az aldbbi mennyiségi megoszldst taldltuk:

Osszetevd A B C |D|E
Szem (darab) | 184 | 145 | 100 | 68 | 63

Déntson 90 %-o0s szinten, hogy a minta osszetétele megfelel-e a csomagoldson feltiinte-
tettnek!

Egy szamitogép segitségével 12 darab, a [—6, 6] intervallumon vett egyenletes eloszlés-
bél szarmazo véletlen szamot generdltunk, majd ezt még 99 alkalommal megismételtiik.
A széz darab mintaatlag eloszldsat az alabbi tablazatban Osszesitettiik:

Megfigyelt gyakorisag
(—o00, —0.6745) 26
[—0.6745,0) 21
[0,0.6745) 27
[0.6745, c0) 26

Vizsgalja meg 95%-o0s szinten azt a hipotézist, hogy a mintadtlagok a négy felsorolt
intervallum mindegyikébe azonos valdszinliséggel esnek!

Eqgy mdsodéves mérnok informatikus hallgatonak hazi feladatként eqy olyan programot
kellett irnia, mely egyenletes eloszlas szerint generdl véletlen szamokat az 1,2,...,15
halmazbol. Jelolje X az elsé harommal oszthato szam megjelenéséig generdlt véletlen
szamok szamdt (beleértve az utolsé hdrommal oszthatd szamot is). Ha a véletlenszam
generdtor jol mikodik, akkor X geometriai eloszldsu, azaz

P(X =¢)=p(1—p)~T, (=1,2,...,
ahol p annak a valoszinisége, hogy a generdlt szam oszthato harommal, vagyis p =
1/3. Az alabbi tdbldazat az X wdltozé 160 megfigyelt értékét tartalmazza:

A generdlt egészek szdma (x) | 1 | 2| 8| 4 |5 718 >8
Gyakorisag (k) 63| 342811319724 0

D

a) Szamitsa ki a mintadtlagot!

b) Dintson 95%-os szinten arrdl, hogy a minta a p = 1/3 paramétert geometriai
eloszldsbol szarmazik-e!

¢) Déntson 90 %-os szinten arrdl, hogy a minta egydltaldn geometriai eloszldsbol szdr-
mazik-e!
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17.4 Egy biolégus megvizsgalta azt az elméletet miszerint egy bizonyos rovarfaj napban

17.5

17.6

kifejezett élettartama a [0,20] intervallumon vett egyenletes eloszlassal modellezhetd.
A kutatdsai soran kapott adatokat az alabbi tablazat Osszesiti:

Elettartam (a legkozelebbi egész napra kerekitve) | 0-2 | 3-5 | 6-10 | 11-20
Rovarok szama 38 | 53 75 112

a) Vizsgédlja meg, a kapott élettartamak eloszldsa tényleg megfelel-e az elmélet altal
meghatdrozottnak! Dontson 95%-os szinten!

A kutaté azt is megfigyelte, hogy az altala vizsgalt rovarok egyike sem élt tovabb 16
napnal. Ugy dontott tehat, hogy 1j elméletet allit fel, miszerint az élettartamot a
[0,16] intervallumon vett egyenletes eloszlds modellezi.

b) Dontsén 95%-os szinten, vajon az adatok aldtdmasztjdk-e ezt az elméletet!

Egy botanikus hallgaté igy gondolta, hogy egy bizonyos novényfajta a fiives réteken
véletlenszertien szétszort helyeken bukkan fel. Kutatasai soran megszamolta a névény
egy véletlenszerlien kivélasztott egy négyzetméteres négyzetben (kvadrans) eléforduld
egyedeinek a szamat, majd-e kisérletet tobbszor is megismételte. Az igy kapott meg-
figyeléseit az aldbbi tablazatban Osszegezte:

A novények szama [ 0| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6| legaldbb 7
Gyakorisag 9124433421152 0

a) Az adatokbdl szamitsa ki a vizsgalt novény egyedeinek egy négyzetméterre esé
atlagos szamat!

A szakkonyvek szerint a fenti jellegli megfigyelési eredmények Poisson eloszlassal mod-
ellezhetdk.

b) Déntson 95%-os szinten, vajon a Poisson modell megfelelGen illeszkedik-e a hallgatd
altal kapott adatokral

Egy kutatocsoport azt vizsgdlta, van-e osszefiiggés eqy bizonyos betegség lefolydsanak
sulyossaga és a betegek életkora kozott. A wvizsgdlat soran 200 beteg adatait gyijtotték
ossze, majd azokat csoportositottak a betegséq sulyossagi foka és a pdciens életkora
szerint. Eredményiil az aldbbi tabldzatot kaptdk:

Eletkor
40 alatti | 40-60 | 60 folotti
enyhe 41 3/ 9
Lefolyds | kozepes 25 25 12
sulyos 6 33 15
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17.7

Hipotéziseit pontosan megfogalmazva dontson 99 %-os szinten, van-e dsszefiiggés a be-
tegek életkora és a betegség lefolydsdnak siulyossdiga kozott!

A Szvazifoldi Gyariparosok Szovetségének elnoke egy interjiban a vallalatvezetok véle-
ményérol beszélt abban a kérdésben, hogy Szvazifold csatlakozzon-e az Eurépai Unio-
hoz. A nyilatkoz6 azt éallitotta, az integracié tamogatottsdga fligg attdl, hogy az illetd
vezeto mekkora vallalat élén all. Az elnok allitasat ellenorizend6 egy kozvéleménykuta-
t6 cég kikérte kozel haromszaz véletlenszertien kivalasztott vallalat els6 emberének
véleményét a kérdésrél. Az eredményeket az alabbi tabldzat tartalmazza.

A vallalat mérete
Nagy | Kozepes | Kicsi
Tamogatja | 13 24 76
Ellenzi 7 26 143

a) Dontson 99%-os szinten, hogy az adatok aldtdmasztjak-e a Szovetség elndkének
allitasat!

A kés6bbi adatelemzések soran kideriilt, hogy az egyik kérdezdébiztos hibazott, mivel
egy vallalatot kifelejtett az Osszesitésbdl. Igy azon kozepes méretii vallalatok szama,
melyek vezetGje tdmogatja a csatlakozast 25-re mddosult.

b) Az djabb adatot felhasznalva dontson ismét 99%-os szinten!
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