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Mi a statisztika?

A statisztika olyan gyakorlati tevékenység, illetve tudomanyos
mddszertan, amely arra szolgal, hogy a valdsag tényeinek nagy
tomegét tomoren, szamszeriien jellemezze.

» Gyakorlati tevékenység: alapadatokat gyiijt, feldolgoz,
elemez, majd kozzéteszi ezek eredményét.

» Tudomdnyos mddszertan: az elemzéshez sziikséges
megfontolasok, eljarasok megadasa.

A statisztika mindig a tények valamilyen nagy — esetleg végtelen
nagy — tomegérdl igyekszik tomor, szamszerli képet adni.

Példa

Az alkalmazdsban 4llék Iétszdma a nemzetgazdasigban

2016. janius-jalius: 2767.5 ezer 6.

Pénzligyi, biztositdsi tevékenység: 61.6 ezer f6.

Az alkalmazédsban 4llék havi brutté munkajovedelme a nemzet-
gazdasagban 2016. junius-jdlius: 271 280 Ft.

Pénziigyi, biztositasi tevékenység: 554 719 Ft. Forrds: KSH
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A valésag jellemezni kivant tényei bizonyos egységekhez kothetdek.

Példa
» Az alkalmazasban allék.

» Adott idészakban Magyarorszdgra érkezé kiilfoldiek.

A vizsgalat targyanak egyedeirdl szerzett, megfelel6 médon rogzi-
tett kiilonféle informacidkat alapadatoknak, mds néven elemi ada-
toknak nevezziik. Az alapadatok nem feltétleniil szamszeriiek. A
vizsgdlt egységek bizonyos korét osszességében jellemz6 szdmszerdii
informacidkat altaldnossagban adatoknak, bizonyos specialis ese-
tekben pedig mutatészamoknak hivjuk. A mutatészam elnevezés
tobbnyire a szabvanyositott tartalmd, egy-egy jelenség jellemzé-
sére visszatéréen hasznalt szamszer(i informacidk megjelolésére
szolgal.

A tovabbiakban adatok és mutatészamok helyett csak adatokat
fogunk emlegetni.
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Példak
Alapadatok
» A Magyarorszagra érkezd kilfoldiek nemzetisége.
» A Magyarorszagra érkez6 kiilfoldiek életkora.

» A Magyarorszagra érkezo6 kiilfoldiek itt-tartézkodasi ideje.

Adatok

» Egy adott idészak alatt Magyarorszagra érkezo kulfoldiek
szdma (2015-ben 48 345 ezer f6).

» Egy adott idGszak alatt Magyarorszagra érkezé kiilfoldiek
Osszes pénzkoltése (2015-ben 1 607 668 millid Ft).

Mutaték
» Egy idelatogaté kiilfoldi napi atlagok pénzkoltése (2015-ben
13.4 ezer Ft).
» Az vendégéjszakak dtlagos szdma (2015-ben 2.5 éjszaka).

Fontosak a mértékegységek!
7/189



Sokasagok

A vizsgalat targyat képezo egységek Osszességét, halmazat statisz-
tikai sokasdgnak, roviden sokasdgnak (populdciénak) nevezziik. A
sokasdg egységei kiilonféle tulajdonsdgaik megaddsaval jellemezhe-
tok. E tulajdonsdgok egy része a sokasdg minden egységére nézve
kozos, mas része azonban nem.

Egy sokasdg megadhaté:
> egységeinek felsoroldsaval;
> eloszlasdval.

Sokasagok tipusai, I.:

» Diszkrét, pl. a magyar népesség 2016. janudr 1.-én (9 830
485 f6); 2015-ben Magyarorszagra érkezé kiilfoldiek szama
(48 345 ezer f6).

» Folytonos, onkényesen elkiilonitheto egységek, pl. 2014 teljes
bizatermése (5 261 890 tonna); a belfoldon kozdton szallitott
aruk mennyisége 2015-ben (158 490 tonna).

> Fiktiv, valamilyen eloszldssal megadott, pl. 2017 lehetséges

buzatermés eredményei.
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Sokasagok

Sokasagok tipusai, I1.:

» All6, azaz valamely id8pontra vonatkozik (stock), pl. a ma-
gyar népesség 2016. janudr 1.-én; az IK beiratkozott hallgatéi
2016. szeptember 22.-én.

» Mozgd, azaz valamely idStartamra értendd (flow), pl. 2014
teljes blzatermése; a belfoldon kozdton szallitott druk mennyi-
sége 2015-ben; az IK hallgatdi altal a 2015/16 tanév 2. félév-
ének szorgalmi id6szakaban elfogyasztott sor mennyisége.

Sokasagok tipusai, Ill.:
> Véges, pl. a magyar népesség 2016. januar 1.-én.

> Végtelen, pl. 2017 lehetséges blizatermés eredményei.
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Sokasagok

Aggergdlt sokasdg: kiilonféle dolgokbdl elfogyasztott/felhasznalt
termékek vagy szolgaltatdsok osszértéke. Pl. Magyarorszag teljes
exportja 2015-ben (28 013.5 millidrd forint); az IK hallgatéi 4ltal a
2015/16 tanév 2. félévének szorgalmi idészakaban elfogyasztott al-
koholtartalmu italok osszértéke.

Az aggregélt sokasdg nagysaga (aggregatum):

n n
A=) qipi=) v
i=1 i=1

g;: az i-edik fajta egységeinek mennyisége valamilyen alkalmas
mértékegységben;

pi: az i-edik fajta egység egységidra;
vi: az i-edik fajta egységek Osszértéke;
n: az egységek szama.
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[smérvek

Az ismérvek olyan vizsgalati szempontok, melyek alapjan a sokasag
részekre bonthaté. A sokasdg egységeinek valamely adott szem-
pont szerint lehetséges tulajdonsagait ismérvvéltozatoknak nevez-
ziik.

Ha szamszeriiek az ismérv valtozatok, akkor ezeket ismérvértékek-
nek, magat az ismévet pedig valtozénak nevezziik.

Az ismérvek fajtai
» teriileti, pl. lakhely, sziiletési hely;
> idébeli, pl. sziiletési id6, munkaba 3llas idépontja;
> mindségi, pl. nem, foglalkozas;
» mennyiségi, pl. életkor, testmagassag, testtomeg, tanulmanyi
atlag.
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Mérési skaldk

Ismérvvaltozatok atkddolhatdak szamokka. Csak olyan miveletek
megengedettek, amik az eredeti valtozatokkal is.

Mérési szintek

» Nomindlis: csak az vizsgélhatd, két érték egyenld-e, pl. név,
lakhely, foglalkozads. Nincs mértékegysége.

» Ordindlis: csak az értékek sorendje szamit, tdvolsdga nem, pl.
vizsgajegyek, végzettség. Nincs mértékegysége.

> Kiilonbségi: az értékek kilonbsége is informaciét hordoz, de
az aranyuk nem, pl. hémérséklet. A skala kezdépontja
onkényes (Celsius, Kelvin, Fahrenheit fok), van mértékegysége.

> Ardny: kezdépont egyértelmiien adott, az arany is értelmezhe-
to, pl. havi jovedelem, testmagassdg. Van mértékegysége.
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Példa

Sokasdg Egy konk- | Ismérv Ismérv- Ismérvfajta | Mérési
rét egység véltozat skala

allampol- megyelakd mindségi nominalis

A Mordor- garsag

ba irdnyulé | Zsakos tartézkodasi | 7 mennyiségi | arany

idegenfor- idd (nap)

galom a Frodé életkor (év) | 50 mennyiségi | ardny

harmadkor utitarsak 2 mennyiségi | arany

3018. szama

évében igénybe vett | szabad ég mindségi nominalis
szallasfajta alatt
faj ember mindségi nominalis

A Galakti- nem férfi minGségi nominalis

kus Biro- Luke (alternativ)

dalom sziiletési Polis Massa | teriileti nominalis

népessége Skywalker | hely bolygd

YU! 4-ben sziil. id8 YE' 19 idébeli intervallum
anyabolygd Tatuin terlileti nominalis
életkor (év) | 24 mennyiségi | arany
foglalkozas Jedi lovag mindségi nominalis

LYE ill. YU: a yavini csata (a Halalcsillag megsemmisitése) elétt ill. utan.
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Hibak
A statisztikai adatok, mutatészamok célszerli megadasi médja:

A+a

A: kozelitd érték.

a: abszolat hibakorlat.
A— a<valddi érték < A+ a

Relativ hibakorldt: o« = a/A.

Példa
Magyarorszag népessége 2016. janudr 1.-én: 9 830 ezer f6.
A =9830, a=0.5, « =0.5/9830 ~ 0.00005 = 0.005%.

Két kozelito érték osszegének vagy kiilonbségének abszolit hiba-
korlatja a megfeleld abszolit hibakorlatok Osszege. Két kozelitd
érték szorzatdnak vagy hanyadosanak relativ hibakorlatja nagyjabdl

a megfeleld relativ hibakorldtok Gsszege.
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Statisztikai alapmiiveletek

l. A sokasag jellemzése valamely erre alkalmas adattal vagy
mutatészammal.

A sokasaghoz hozzarendeliink egy annak egészét jellemz6 adatot,

pl. a nagysagat, atlagdt, varhatd értékét.

I1. Osszehasonlitas.

Egy adott jelenség idObeli alakuldsardl, teriileti eltéréseirdl, vagy
egymashoz valamilyen médon kapcsolédé jelenségek viszonyardl ad
szamszer(i informaciét. Fontos, hogy az adatok osszehasonlithatd-

ak legyenek.

Az adatokbdl képezhetiink kiilonbségeket vagy hanyadosokat.

Az alkalmazasban 4llék havi brutté atlagkeresete

Ev 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Kereset (Ft) 202525 | 213094 | 223060 | 230714 | 237695 | 247924
Eléz6 év=100% | 101.3 105.2 104.7 103.4 103.0 104.3
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Tobb sokasag adatainak osszehasonlitdsa

A sokasagok

A sokasagok adatainak

A hanyados

viszonya felsorolasara | hanyadosara mértékegysége
egymashoz hasznalt elnevezés
Id8ben és/vagy osszehasonlité sor osszehasonlité vi- —, illetve %
térben kiilonbdzé | (idésor/teriileti sor)  szonyszdm (dina-
sokasagok mikus viszonyszam

teriileti 6sszehason-

lit6 viszonyszam)
Id8ben és/vagy Ssszehasonlité sor index(szdm) —, illetve %

térben kiilonbozé
aggregalt
sokasagok

(id8sor /teriileti sor)  (teriileti/idébeli)

Idében és/vagy
térben azonos, de
kiilonboz6 fajta
egységekbdl allé
sokasagok

- intenzitasi viszony-
szam

a két adat mér-
tékegységének
hanyadosa

Hunyadi, Vita (2008, 1.4 tablazat)
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Példa

Sor- Mérték- Dinamikus
szam Megnevezés egység | 2005 | 2006 | viszonyszadm
(2005=100)
1. Alkalmazottak évi atl. szama 6 307 236 76.9
2. Ebbdl: fizikai foglalkozasu fé 261 208 79.7
3. Feldolgozott cukorrépa 1000 t 650 475 73.1
4, Cukortermelés 1000 t 85 70 82.4
5. Fizikai foglalkozasuak &ltal 1000 h 520 360 69.2
teljesitett munkadrak szama

Hunyadi, Vita (2008, 1.5 tiblazat)
Intenzitasi viszonyszamok
> Termelékenység 2005: 202t — 125 t/h.
» Egy fizikai dolgozéra esé munkadrak szama 2005 ill. 2006:

520 ezeth — 1992 3 h/f§ ill. 369 ezerh — 1730.8 h/f§

Dinamikus viszonyszam
» Egy fizikai dolgozé munkadrainak valtozasa:

1730.8 h/f6
LSt = 0.8687 = 86.87%
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Statisztikai alapmiiveletek
1. Osztalyozas.
Valamely adott sokasdg egy vagy tobb ismérv szerinti tagolasa,

osztalyozdsa. A csoportok valamilyen szempontbdl homogénebbek,
mint az egész sokasag.

Osztalyok: az osztalyozas soran kapott csoportok.

Csoportképzd ismérv(ek): az osztdlyok elhataroldsara szolgald
ismérv(ek).

Példa. Az évfolyam osztdlyozasa a Mikrockonémia jegyei alapjan.

Elvarasok egy osztalyozassal szemben:

> legyen teljes;

> legyen dtfedésmentes;

» eredményezzen homogén osztalyokat.
Noémenklatira: szabvanyositott osztdlyozasi rendszer.

Foglalkozdsok Egységes Osztélyozasi Rendszere (FEOR'08). 10

focsoport, 42 csoport, 136 alcsoport, 632 foglalkozas.
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Csoportositd sor

Osztdly  Egységek szdma

G fi
C2 fH
Gi fi
Ck fi
Osszesen N
Ci: az i-edik osztdly azonositéja (i =1,2,...,k);

f;: az i-edik osztaly gyakorisdga;
k: az osztalyok szdma, alt. k a legkisebb egész, melyre 2k > N;
N: a sokasdg nagysdga. N = Zf'(:l f.

Osztély masik elnevezése: részsokasag. Akkor haszndljuk, ha az

osztdlyokat kulon is tovabb akarjuk vizsgalni.
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Kombinacids (kontingencia) tabla

Az X ismérv sze- | Az Y ismérv szerinti osztalyok | > j
rinti osztdlyok | 7 &Y ... CJ-Y ooy
Cy fi fho ... fj ... fic| f
Cx b1 fho ... hj ... fhe| h
¢ fn fo ... f ... fic | fi
Cx fn fo ... fj .. fe | f
S fi fo ... fj ... fc| N
CX: az X szerinti i-edik osztaly azonositéja (i = 1,2,...,r);

CJ-Y: az Y szerinti j-edik osztaly azonositéja (j = 1,2,...,c);
fii: azon elemek szdma, melyek mind C,-X, mind pedig CJ-Y elemei;
r, ¢: az X illetve Y szerinti osztalyok szama.

C

D fi=fin D fi=1; Zf —Zf WY
=1 i—1

i=1 j=1 20 /189



Viszonyszamok
A viszonyszdm két adat hdnyadosa:

V =A/B.

V: viszonyszam;
A: a viszonyitds targya;

B: a viszonyitds alapja.
A=B-V, B=A/V.

Tipusai

» Dinamikus: idésorok adataibdl szamitott hanyadosok.

> Intenzitasi: két egymassal kapcsolatban 1év6, de nem feltét-
leniil azonos fajta egységekbdl 4ll6 sokasdg nagysagabdl kép-
zett hanyadosok.

> Megoszldsi: valamely sokasdgrésznek az egészhez viszonyitott
nagysagat mutatja.
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Példa

A magyar lakasallomdny megoszlasa (ezer) adott év januar 1.-én

Szobdk szama 1980 1990 2016
1 973 645 456
2 1720 1681 1679
3 és tobb 849 1527 2285
Osszesen 3542 3853 4420
Forras: KSH
Szobadk | Szdzalékos megoszlas 1990.évi[ 2016. évi 2016. évi allo-
szdma 1980 | 1990 [ 2016 | allomdny (1980=100) | many (1990=100)
1 275 16.7 13.3 66.3 46.9 70.7
2 48.6 43.6 38.0 97.7 97.6 99.9
3éstobb | 23.9 39.6 51.7 179.9 269.1 149.6
Osszesen 100 100 100 108.8 124.8 114.7
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Dinamikus viszonyszamok kettonél tobb adat esetén
Y1, Yo, ..., Ye, ..., Y, az idGsor adatai.
Bazisviszonyszam: b; = Y:/ Y, t=1,2,...,n
Lancviszonyszam: ¢y = Y/ Yi_1, t=2,3,...,n.

» Egymast kovetd bazisviszonyszamok hanyadosa:

bt/bi—1 = (Yt/yb) : (Yt—l/Yb) =VY:/Yeo1 = L.
» Uj bazisra (pl. Yp-r8l Ye-re) val6 sttérés:
b:/be = (Yt/Yb) ; (Yc/Yb) =Y¢/Ye.

» Lancviszonyszdmok szorzata:

byl = Yor1 Ybi2 York _ Ybik ~ by,
Yo Ybi1 Ybik—1 Yb
» Két ugyanazon idGegységre vonatkozd bazisviszonyszamsor
hdnyadosa:

(At/Ab) . (Bt/Bb) = (At/Bt) : (Ab/Bb) = Vt/Vb.
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Példa

A hazi gyerekorvosi betegelldtds adatai 2005-2009

Hazi gyerekorvosok

Bejelentkezett lakosok

Betegforgalom

Ev szadma (f8) szdma (ezer f8) (ezer eset)
2005 1571 1475.5 9634.4
2006 1557 1474.2 9856.7
2007 1554 1461.3 9676.1
2008 1559 1463.4 9780.6
2009 1548 1452.3 10284.2
Forras: KSH
A hazi gyerekorvosi betegelldtds idébeli valtozasa
Orvosok Bejelentke- Beteg- Orvosok Bejelentke- Beteg-
Ev szdma zettek szdma  forgalom szdma zettek szdma  forgalom
2005=100 El6z8 év=100
2005 100.0 100.0 100.0 - - -
2006 99.1 99.9 102.3 99.1 99.9 102.3
2007 98.9 99.0 100.4 99.8 99.1 98.2
2008 99.2 99.2 101.5 100.3 100.1 101.1
2009 98.5 98.4 106.7 99.3 99.2 105.1
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Példa

A hazi gyerekorvosi betegelldtdst jellemzd intenzitdsi viszonyszdmok

Egy hazi gyerekorvosra jutd Szazezer bejelent- | Egy lakosra juté
Ev bejelentkezett  betegforgalom | kezett lakosra jutd betegforgalom
lakos (f8) (eset) hazi gyerekorvos (eset)
2005 939 6132 106.5 6.53
2006 947 6331 105.6 6.69
2007 940 6227 106.3 6.62
2008 939 6274 106.5 6.68
2009 938 6644 106.6 7.08

Az el6z6 tablazatbdl szamolt dinamikus viszonyszamok

Egy hazi gyerekorvosra juté Szazezer bejelent- Egy lakosra juté
bejelentkezett betegforgalom kezett lakosra jutd betegforgalom
Ev lakos (f8) (eset) hazi gyerekorvos (eset)
2005 el6zé év 2005  el6z6 év | 2005 el6z6 év 2005  el6zo év
=100 =100 =100 =100 =100 =100 =100 =100
2005 | 100.0 - 100.0 - 100.0 - 100.0 -
2006 | 100.9 100.9 103.2 103.2 99.2 99.2 102.5 102.5
2007 | 100.1 99.3 101.5 98.4 99.8 100.7 101.4 99.0
2008 | 100.0 99.9 102.3 100.8 100.0 100.2 102.3 100.9
2009 | 99.9 99.9 108.3 105.9 100.1 100.1 108.4 106.0
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Grafikus abrazolas

Idésorok dbrazoldsa: vonaldiagram
Mennyiségi ismérvek kapcsolata: pontdiagram

Szerkezeti megoszlds dbrazoldsa: osztott kor-, oszlop vagy szalag-
diagram.

Mennyiségi ismérv eloszldsdnak dbrazoldsa: hisztogram.
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Mennyiségi sorok
Y: mennyiségi ismérv;
N: a sokasdg elemszdma;
Y1, Yo,..., Yn: az Y ismérv viltozatai, amik kilonbségi, vagy
arany skalan mért szamértékek.
Diszkrét: csak megszamlalhatd szamossagu értéket vehet fel.
Valamilyen szamldlds eredménye, pl. haztartds nagysaga, csalad-
ban 1év6 gépjarmiivek szdma. Megadhaté a pontos értéke.
Folytonos: kontinuum szamossdgu értéket vehet fel. Valamilyen
mérés eredménye, pl. a haztartds osszjovedelme, a csalddban [évo
gépjarmivek Osszértéke. Ertéke csak bizonyos pontossagra kerekit-
ve adhaté meg.

Ha a diszkrét ismérv nagyon sok értéket vehet fel, kezelhetjiik foly-
tonosként, pl. nagyvarosok népessége.

A rangsor a megfigyelési egységekhez tartozé Y; ismérvértékeknek
az Y; monoton nemcsokkend sorrendjében torténé felsoroldsa. A

rangsor i-edik tagjat Y;*-gal jeloljiik.
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Gyakorisagi sor

Az Y szerint képzett osztaly | Osztdlykézép | Abszolat \ Relativ
alsé hatéra fels6 hatara gyakorisag
Y10 Yu Y1 fi 81
Y20 Yo1 Y, f &2
Yio Yi Y; fi gi
Yo Y \ 7 fi Bk
Osszesen - N 1

Yio és Yi1: az Y ismérv szerint képzett C; osztdly hatdrai.
Egybe is eshetnek.

Osztalykozos gyakorisagi sor:  Yjg és Yj1 nem esik egybe.
fi: a C; osztaly gyakorisaga.

gi = fi/N: a C; osztdly relativ gyakorisaga.

Y = (Y,-o + Y,-1)/2: osztalykdzép.
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Gyakorisagi sor

a) Y diszkrét és kevés értéket vesz fel.

Példa 405 személygépkocsi hengerszam szerinti megoszlasa.

A hengerek szama

A személygépkocsik

(darab) szdma szizalékos megoszlasa

Y; fi &

3 4 1.0

4 207 51.1

5 3 0.8

6 84 20.7

8 107 26.4
Osszesen 405 100

A rangsor egyértelmiien felirhatd.
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Gyakorisagi sor

b) Y folytonos vagy diszkrét és sok értéket vesz fel.

Példa Magyarorszag varosainak népességszam szerinti
megoszldsa, 2006. janudr 1. (Hunyadi, Vita, 2008, 2.3. tdblazat).

A varosok
A népesség Osztalykdz | szdma szamanak népességének | népességének
szama (f6) hossziség megoszldsa szama (f8) megoszldsa

1001 — 5000 4000 56 19.4 199629 4.0
5001 — 10000 5000 95 33.0 685534 13.6
10001 — 20000 10000 76 26.4 1078313 21.3
20001 — 40000 20000 39 13.5 1088993 21.5
40001 — 70000 30000 11 3.8 622350 12.3
70001 — 110000 40000 5 1.7 436468 8.6
110001 — 160000 50000 3 1.0 400349 7.9
160001 — 210000 50000 3 1.0 541758 10.7
Osszesen - 288 99.8 5053394 99.9

Osztalykozhossz: h; = Yii — Y;

Ha Yig és/vagy Yi1 nem ismert, akkor értelmesen megbecsiiljiik.
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Ertékosszegsor

Az értékosszegsor az Y ismérv alapjan kialakitott osztdlyokhoz az
egyes osztalyokba tartozé egységeknél fellépd ismérvértékek S;-vel
jelolt osszegét rendeli hozza.

Si= > Y, i=1,2,... k.

Yio<Y<Yj
S;: tényleges értékosszeg.
Ha \/I.O: \/I: \/i]_, akkOrS,-:fl-.yl..

Osztélykozos gyakorisagi sor — becslilt értékosszeg.
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Példa

Tényleges és becstlt értékosszegek.

A népesség szdma f; Y; S =*fY; Z; S; Z;

1001 - 5000 56 3000 168000 3.23 199629 3.95
5001 — 10000 95 7500 712500 13.69 685534 13.56
10001 — 20000 76 15000 1140000 21.90 | 1078313 | 21.34
20001 - 40000 39 30000 1170000 22.48 | 1088993 | 21.55
40001 — 70000 11 55000 605000 11.62 622350 12.32
70001 — 110000 5 90000 450000 8.64 436468 8.64

110001 — 160000 3 135000 405000 7.78 400349 7.92

160001 — 210000 3 185000 555000 10.66 541758 10.72

Osszesen 288 - 5205500 | 100.00 | 5053394 | 100.00

Hunyadi, Vita, (2008, 2.6. tablazat)
Kumulalas

Gyakorisigok, értékdsszegek: f/ = Z}Zl fi, Si= Z}Zl S .
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Kvantilisek

Az Y i-edik k-adrendii kvantilis az a szdm, amelynél az Gsszes
eléforduld ismérvérték legfeljebb i/k-ad része kisebb és legfeljebb
(1 — i/k)-ad része nagyobb, ahol k > 2, i=1,2,...,k—1. Az

i/k helyett tetszéleges 0 < p < 1 szerepelhet.

k Elnevezés | Jelolés | Lehetséges kvantilisek
2 median Me Me

4 kvartilis Qi Q1, 2, Q3

5 kvintilis K; K1, Ks, K3, Ky

10 decilis D,' Dl,Dz,...,Dg
100 | percentilis | P; P1,Ps,. .., Pog

Y, Y5, ..., Yy rangsor
sp = p(N +1).

Has, € Z: Y, = Y;;_

Ha sp @ Z: Yy = Vi 4 {5} (Yo 100 — Yio)-
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Példa

Néhany alsé kozépkategédrids személygépkocsi vegyes fogyasztdsa.

Kia cee'd | Citroén C4 Ford Focus Honda Civic
1.4 CVVT 1.4 Vti 1.6 Ti-VCT 1.4i
Teljesitmény (LE) 100 95 105 100
Fogyasztds (I/100km) 6.0 6.1 5.9 5.4
Mazda 3 Opel Astra | Renault Mégane | Volkwagen Golf
1.6 MZR 1.4 Ecotec 1.6 1.2 TSI
Teljesitmény (LE) 105 100 100 105
Fogyasztas (I/100km) 6.5 5.5 6.7 5.7

Rangsor: 5.4, 5.5, 5.7, 5.9, 6.0, 6.1, 6.5, 6.7
Alsé kvartilis: p=1/4, s, =9/4, [sp] =2, {sp} =0.25.

Forrds: Az Auté, 2012/9.

@1 =5.540.25(5.7 — 5.5) = 5.55.

Medidn: p=1/2, s, =9/2, [sp)] =4, {sp} =0.5.
Q2 = Me = 5.9 + 0.5(6.0 — 5.9) = (5.9 + 6.0)/2 = 5.95.

Felsd kvartilis: p=3/4, s, =27/4, [sp] =6, {s,} = 0.75.

Qs =6.1+0.75(6.5 — 6.1) = 6.4.
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Kvantilisek

Osztalykozos gyakorisagi sor: a kvantilis kozelitése adhatd meg.

Y, =Y. N—f )]
p= Yq0 + (P - q—1)*'

qg: annak a legelsé osztdlynak a sorszama, melyre fc; > pN (a

kvantilist tartalmazé osztaly).

Yq0, hq, fq: a kvantilist tartalmazé osztdly alsé hatdra, szélessége

ill. gyakorisaga.

fc;_l: a kvantilist tartalmazé osztaly elotti osztallyal zarédé kumu-

l3lt gyakorisag.

Relativ gyakorisdgokkal valé megadas:

S h
Yp - YqO + (P - géfl)iqa
8q

Y, = Yoo + (100p — 100gé_1)ﬁ.
q
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Példa

A népesség szama h; f; 100g; ! 100g/
1001 - 5000 4000 56 19.44 56 19.44
5001 — 10000 5000 95 3299 | 151 | 52.43
10001 — 20000 10000 76 26.39 227 78.82
20001 — 40000 20000 39 13.54 266 92.36
40001 — 70000 30000 11 3.82 277 96.18
70001 — 110000 40000 5 1.74 282 97.92
110001 — 160000 | 50000 3 1.04 285 | 98.96
160001 — 210000 50000 3 1.04 288 | 100.00
Osszesen - 288 | 100.00 - -

Alsé kvartilis: p=1/4, pN =72, g =2, Y4 = 5000, hg = 5000, f; = 95,
fq/,I == 56
@1 = 5000 + (72 — 56) - 5000/95 = 5842.
Medidn: p=1/2, g =2, Yq = 5000, hy = 5000, g = 0.3299, g,_; = 0.1944.
62 = Me = 5000 + (0.5 — 0.1944) - 5000,/0.3299 = 9632.
Fels6 kvartilis: p = 3/4, 100p = 75.00, g = 3, Yg = 10000, hy = 10000,
100g, = 26.39, 100gé,1 = 52.43.
63 = 10000 + (75.00 — 52.43) - 10000/26.39 = 18552.
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Gyakorisagi eloszlasok grafikus abrazoldsa
Leveles ag abra (stem-and-leaf).

Fliggbleges vonal. Téle balra az ismérvértékek legelsé helyiértékii
szamjegyei (dgak). A vonal jobb oldalan az ismérvértékek tovabbi
azonositasahoz sziikséges szamjegyek székozzel vagy vesszbvel el-
vélasztva (levelek).

Doboz abra (box plot, box-and-whiskers plot).

Vizszintes vagy fiiggbleges tengelyen dbrizolja a kvartiliseket, ezek
alkotjak a dobozt, valamint a legnagyobb és a legkisebb ismérvér-
téket. Qq1: a doboz alja; Q3: a doboz teteje; Me: a doboz oszté-
vonala.

Hisztogram.

Osztalykozos gyakorisagi sorban az osztalykozok folé oszlopokat
emeliink, melyek teriilete ardnyos az adott osztaly gyakorisdgdval
(gyakorisag hisztogram) vagy relativ gyakorisdgdval (siirliség hisz-

togram).
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Helyzetmutatdk (kozépértékek). Medidn
A medidn az az ismérvérték, amelyiknél az Gsszes el6forduld
ismérvérték legfeljebb fele kisebb és legfeljebb fele nagyobb.
p = 1/2-hez tartozé kvantilis.

N
> 1Y~ Al minimumhelye A= Me.
i=1

Rangsorbdl szamolva:

N=2n+1: Me= Y/,
N=2n: Me = (Y4 Yi)/2.

Osztdlykozos gyakorisagi sorbol szamolva:

_ h
Me = Yimeo + (N/2 = fhe )22,

fme

me: a legelsé olyan osztdlykoz sorszdma, ahol 1., > N/2.
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Helyzetmutatdk (kozépértékek). Mdodusz

Diszkrét ismérv esetén a mddusz a leggyakrabban el6forduld
ismérvérték, folytonos ismérv esetén pedig a slirliségfiiggvény
maximumhelye.

Osztalykozos gyakorisagi sorbél szamolhaté:

da

Mo =Y, — o
o mo,0+da+df o

mo: a mdduszt tartalmazé osztalykoz sorszama;

da = fmo - fmo—17 df = fmo - fmo—i—l‘
Egyenl6 osztalykozok: d, és dr a tényleges gyakorisdgok kiilonb-
ségei.
Nem egyenld osztdlykozok: d, és dr az egységesitett (korrigélt)
gyakorisdgok kiilonbségei.
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Példa

Magyar varosok gyakorisdgainak egységesitése.

A népesség Osztalykoz | Eredeti [ Egységnyi [ 5000 f6
szdma (f6) hosszisdg | hosszisdgl osztalykdzok gyakorisdga
1001 - 5000 4000 56 0.014 70
5001 — 10000 5000 95 0.019 95
10001 — 20000 10000 76 0.0076 38
20001 — 40000 20000 39 0.00195 9.75
40001 — 70000 30000 11 0.000367 1.84
70001 — 110000 40000 5 0.000125 0.63
110001 — 160000 50000 3 0.00006 0.30
160001 — 210000 50000 3 0.00006 0.30
Osszesen - 288

Hunyadi, Vita (2008, 2.11. tdblazat).

mo =2, fmo =95, frmo—1 =70, fmot1 =38, Ymo,0 = 5000,

hmo = 5000, d, =95 —70 =25, df =95 — 38 = 57.

Mo = 5000 +

25 +

57

- 5000 = 6524.
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Helyzetmutatdk (kozépértékek). Szamtani atlag
Y1, Yo,..., Yn: ismérvértékek.

Szamtani atlag (stlyozatlan eset):

7_Y1+Y2+...—|—Y,,_Z,'.V:1Y,-_ZY
- N - N T N

N
> (Yi—A)> minimumhelye A=Y,
i=1
S értékosszeghdl:
Y =S/N.

Gyakorisagi sorbdl (stlyozott eset):

IENAGED Y EYATIID VLGP V) 14 ng Yy
i f N NoXa |

Y;: az i-edik osztdly egyedi értéke vagy osztalykozepe;

f;: az i-edik osztaly gyakorisaga.
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Szérédasi mutatok. Terjedelemmutatdk

Terjedelem: R = Yy — Y = Ymax — Ymin.

Osztalykozos gyakorisagi sor: problémas.
Interkvartilis tdvolsdg: Ros = Q3 — Q1.

Példa

Személygépkocsik vegyes atlagfogyasztasa.

Rangsor: 5.4, 5.5, 5.7, 5.9, 6.0, 6.1, 6.5, 6.7
R=6.7—5.4=1.31/100km.
Kvartilisek: @1 = 5.55, Q3 = 6.4.

Ros = 6.4 — 5.55 = 0.85 1/100km.
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Szdérddasi mutatdk. Szdrds, variancia, relativ szdras

stlyozatlan eset,

Szdras:

stlyozott eset.

di = Y; — Y: az atlagtdl valé eltérés.
Variancia (szérasnégyzet): o2.
N N ) o
DVi-YP=> Y- NY", azaz o°= Y-
i=1

i=1
Relativ szdéras:
V =
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Példa

Személygépkocsik vegyes atlagfogyasztasa.
Ismérvértékek: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7.
6.0+61+...4+57

Y = 5 — =5.975  1/100 km.

\/(6.0 —5.975)2 + (6.1 — 5.975)2 4 ... + (5.7 — 5.975)2
g =

8
—0.4265  1/100 km.

V = 0.4265/5.975 = 0.0714.
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Példa

Magyar varosok népessége

A népesség szdma f; Y; f;Y; d=Y-Y ﬁd,?

1001 — 5000 56 3000 168000 -15075 12726315000
5001 — 10000 95 7500 712500 -10575 10623909375
10001 — 20000 76 15000 1140000 -3075 718627500
20001 — 40000 39 30000 1170000 11925 5546019375
40001 — 70000 11 55000 605000 36925 14998011875

70001 — 110000 5 90000 450000 71925 25866028125
110001 — 160000 3 135000 | 405000 116925 41014366875
160001 — 210000 3 185000 555000 166925 83591866875

Osszesen 288 - 5205500 - 195085145000

Y = 5205500,/288 = 18074.65 ~ 18075.

o = (122080195000 _; 6026 51 ~ 26027.

288

V =26026.51/18074.65 = 1.4399.

46 /189



Koncentracid

A sokasaghoz tartozé teljes értékosszeg jelentOs részének vagy
egészének kevés egységre vald osszpontosuldsat koncentracidnak
nevezziik.

Kicsi sokasdg: abszollt koncentracid.
Nagy sokasag: relativ koncentracié.

Lorenz gorbe
Egyedi adatok: Y{, Y5, ..., Yy rangsor, S értékosszeg.

k *
(0,0) és (Z,W),kzl,Q,...,N, pontok.

Osztalykdzok: g/, Z! osztalykdzos kumulalt relativ gyakorisdgok és
relativ értékosszegek.
(0,0) ¢és (g/,Z!), i=1,2,...,k, pontok.

Koncentracids egyiitthatd: a gorbe és a négyzet atldja altal bezart

teriilet (koncentracids teriilet) ardnya a négyzet feléhez. Jele: L.
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Példa

Magyar vdrosok népességeinek relativ gyakorisdgai és értékosszegei.

A népesség szdma f; g g S; Z; Z!
1001 - 5000 56 19.44 19.44 199629 3.95 3.95
5001 — 10000 95 32.99 52.43 685534 13.56 17.51
10001 — 20000 76 26.39 78.82 1078313 21.34 38.85
20001 - 40000 39 13.54 92.36 1088993 21.55 60.40
40001 — 70000 11 3.82 96.18 622350 12.32 72.72
70001 — 110000 5 1.74 97.92 436468 8.64 81.36
110001 — 160000 3 1.04 98.96 400349 7.92 89.28
160001 — 210000 3 1.04 100.00 541758 10.72 100.00

Osszesen 288 | 100.00 - 5053394 | 100.00 -

100

90
80
70

60|

40
30
20

20 40 60 80 100

Koncentracids egyiitthaté:
L =0.523.

Kozepes koncentracié.
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Koncentracid
Herfindahl index:

HI = 1/N: nincs koncentracié. HI = 1: teljes koncentracid.

HI =" 2Z7.

Példa Autégyarak piaci részesedése (%) Eurépdban 2010 és 2011

junusaban:

Gyarté | VW csop. PSA csop. Renault csop. GM csop. Ford
2011 22.7 13.0 9.4 9.4 8.1
2010 20.9 13.6 10.8 9.6 7.4

Gyarté | Fiat csop. | BMW csop. | Daimler csop. | Toyota csop. | Egyéb
2011 7.3 6.5 5.3 3.2 15.1
2010 7.3 5.8 5.0 4.1 155

2011: HI =0.2272 +0.1302 + ...
2010: HIl = 0.2092 +0.1362 + ...

Forras: Eurdpai Autdgyartdk Szovetsége

+0.1512 = 0.12885.
+0.1552 = 0.12543.



Momentumok
A koruli r-edik momentum:

N

N
M, (A) = %Z(Y; - A) = %Zd;’(%\)
i=1

=1
S (Y = A
S

di(A) = Y; — A: az A értéktdl vald eltérés.

M,(A) =

A =0: r-edik momentum;
A=Y: r-edik centralis momentum.
Speciialis esetek:

> Ml(O) - 7, Ml(V) =0.
> Mo(0) = Y2, My(Y) = 02

stlyozatlan eset,

k
1
=% Z fid{(A) stlyozott eset.
i=1
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Alakmutatok

= = = Csucsosabb
== Jobbra elnyulo

= = Balra elnyulo
Lapultabb
Normalis eloszlas

Asszimetria: jobbra vagy balra elnydlé.
Cslicsossag: hegyesebb vagy lapultabb, mint az ugyanolyan varhaté

értékl és szérasu normalis eloszlas.
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Asszimetriamutatdk
Ferdeség (skewness):

Pearson-féle mutatd:

Decilisek és a medidn eltérésén alapulé mutaté:

(Dg — Me) — (Me — Dl)
Frq— , -1 < F1 <1.
017 (Dy — Me) + (Me — Dy) =0t =

Mutaté | Jobbra elnydlé | Szimmetrikus | Balra elnyiilé
Ferdeség az3 >0 a3~ 0 a3 <0
Pearson P>0 P=~0 P <0
Decilisek Fo71 >0 FO,l ~0 FO,l <0
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Példa

Személygépkocsik vegyes atlagfogyasztasa.
Ismérvértékek: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7.
Y =5.975, 0 = 0.4265, Me = 5.95.

(6.0 — 5.975)3 + (6.1 — 5.975)3 + ... + (5.7 — 5.975)3

Ms(Y) = 5
= 0.0262.
0.0262
3(5.975 — 5.95)
p=70 "2 _ 41750,
0.4265 0.1759

Jobbra elnyulé.
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Cslcsossagi mutaté
Lapultsag (kurtosis):

- 3.

Normalis eloszlds esetén az elméleti értéke 0. Azonos paraméterii
normalishoz hasonlitjuk.

Normilisnal csiicsosabb | Megegyezd | Normalisndl lapultabb
ag >0 as =~ 0 ag <0

Példa Személygépkocsik vegyes dtlagfogyasztasa.
Ismérvértékek: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7.

(6.0 — 5.975)* + (6.1 — 5.975)* + ... + (5.7 — 5.975)*
8

My(Y) =
= 0.0648.

0.0648

~ 0.4265%
Lapultabb, mint az 5.975 varhato értéki, 0.4265 szérdst normalis.

an — 3 = —1.0408.
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Heterogén sokasagok

Az elemzés Y ismérve szempontjabdl Iényegesen eltérd jellegze-
tességeket mutatd részekre bonthatd sokasdgokat az adott ismérv
szempontjabdl heterogén sokasidgoknak nevezziik.

A fésokasagot M darab részsokasagra bontjuk valamilyen
csoportképzd ismérv alapjan.

Részviszonyszamok:
Vi = Aj/B;, j=12...,M.
Osszetett viszonyszam:

M M M
YA YA LB Y LA

V= = = = :
A:
Zj:l B;j 2B Ej:l B; Zjl\il Vj

A; és B; helyett a beldliik képzett megoszldsi viszonyszamok is
hasznalhatdak.
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Példa

A magyar lakasallomdny megoszlasa (ezer) adott év januar 1.-én

Szobdk Lakasok szama Szazalékos megoszlds 2016. évi allo-
szama 1980 [ 1990 [ 2016 | 1980 [ 1990 [ 2016 | mdny (1990=100)
1 973 645 456 275 16.7 10.3 70.7
2 1720 1681 1679 | 48.6 43.6 38.0 99.9
3éstobb | 849 1527 2285 | 23.9 39.6 51.7 149.6
Osszesen | 3542 3853 4420 100 100 100 114.7
Utolsé oszlop els6 3 sor: részviszonyszamok.
Utolsé oszlop utolsé sor: Osszetett viszonyszam.
645 -70.7 4 1681 - 99.9 + 1527 - 149.6  441972.6
+ i = = 114.7087%,
3853 3853
16.7-70.7+43.6-99.9+39.6-149.6  11460.49
= = 114.6049%.
100 100 °
4420 100 0
a5 | 1679 | 228 = 114.7138%, 03 380 [ 517 — 114.7243%.
70.7 99.9 149.6 70.7 99.9 149.6
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Yi:

Rész- és foatlagok

a j-edik részsokasdg (j = 1,2,..., M) i-edik értéke
(i=12,...,N)).

= ZJAil N;: a fésokasag nagysaga

A j-edik részatlag:

N;
711
Yj=

5

Sj:zl{\ily

A féatlag:

2\\

a j-edik részsokasag értékosszege
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Teljes szdrds és variancia
Atlagtdl vald eltérés:

dj=Y;j—Y=B;j+K;, i=12....N,j=12...,

Belso eltérés:

BU:%]_VJ’ I:1727’NJ,J:1,2,

Kulso eltérés:

Teljes szoras:

M N B 1 M
o= Z_:Z; i—Y)?= N

j=

._.
Il
—

Teljes variancia:

j=1 i=1 _] 1=

._.
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Bels6 szdrds és variancia
Részszdrasok vagy csoporton beliili szérasok:

N.
1 & — .
7=\ 7 20T = ZBW J=L2e M
i=1
Belso széras:

1 M NJ o M N;

ZENDS ~Y)? ZZ

j=1 i= 1 =1 j=1

A op belsé széras azt mutatja, hogy a fosokasdg egyes egységeihez
tartozé Yj; ismérvéretékek dtlagosan mennyivel térnek el a sajdt
részatlaguktol. A belsd széras négyzete a belsé variancia.

Részvariancidk és bels6 variancia kapcsolata:

1 M
UzB:NZN02
j=1
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Kulso szdras és variancia

Kiuls6é szdras:

N:

Mi
> (G- =

j=1i=1

S

Z\H

OK —

A ok kiilsé széras azt mutatja, hogy a részatlagok atlagosan
mennyire térnek el a foatlagtdl.

Kapcsolat a variancidak kozott:

o? :a2B+af<.

Négyzetésszegek kozotti 6sszeﬂiggés:

M
Z Yij — Y ZZ(YU Yj ZNJ(VJ_V)z-
j=1

j=1i=1 j=1i=1
SST = SSB + SSK
SST a teljes, SSB a belsé, SSK a kiils6 négyzetosszeg.
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Példa

Kozépfolde népei évenkénti fogathajtd versenye dont6jének masod-
percekben mért eredményei:

j | Népcsoport Eredmény Yj N; S; Z:\il(Yij -Y)?
1 | Tindék 543 59.7 495 3 | 1635 52.08
2 | Torpok 55.0 45.2 2 | 100.2 48.02
3 | Emberek 521 545 56.9 507 | 4 | 214.2 22.35
4 | Hobbitok 448 474 542 3 146.4 47.12
Osszesen 12 | 624.3 169.57
Y1 =163.5/3 =54.50, Y, =100.2/2 = 50.10,
Y; =214.0/4 =53.55, Y, =146.4/3 = 48.80.
Vv _ 3-5450+2-50.10+4-53.55+3-48.80 624.3

= 52.025.
12 12 52.025
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Példa

j | Népcsoport Eredmény Y;; NS (Y- V)2
1 | Tindék 543 59.7 495 3 | 163.5 52.08
2 | Torpok 55.0 45.2 2 100.2 48.02
3 | Emberek 52.1 545 569 507 | 4 | 214.2 22.35
4 | Hobbitok 448 542 474 3 146.4 47.12
Osszesen 12 | 624.3 169.57

Y1 =54.50, Yo =50.10, Yz =53.55, Y; =48.80, Y = 52.025.

SST = (54.3 — 52.025)> 4 ... + (47.4 — 52.025)* = 235.8625,

SSK =3 (54.50 — 52.025)> + ... + 3 - (48.80 — 52.025) = 66.2925,
SSB = SST — SSK = 169.57.

/235.8625 169.57 66.292
o=\ = 44334, op = 5 = 3.7591, ok = o = 2.3504.

o1 = 1/52.08/3 = 4.1665, o2 = 1/48.02/2 = 4.9000,
o3 = 1/22.35/4 = 2.3638, o4 = /47.12/3 = 3.9632.
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Az ismérvek kozotti kapcsolat fajtai
Lehetséges kapcsolatok két ismérv kozott:
» Az ismérvek fliggetlenek egymastdl. Pl. hajszin, testmagassag.
> A két ismérv kozott sztochasztikus kapcsolat van, azaz pl. a
sokasag egységeinek X szerinti hovatartozasabdl, milyenségé-
bol kovetkeztetni lehet az Y szerinti hovatartozasra, milyen-
ségre. Pl. hajszin, szemszin.

> A két ismérv kozott fuggvényszerii, azaz determinisztikus kap-

csolat van. PI. osztondijatlag, tanulmdnyi osztondij.
Az ismérvek fajtdi szerinti csoportositas:

» Asszocidcié: mindkét ismérv minéségi vagy teriileti (nominalis
skéla).

» Vegyes kapcsolat: az egyik ismérv mennyiségi, a masik mino-
ségi vagy teriileti (kiilonbségi vagy ardny és nomindlis skala).

» Korrelacié: mindkét ismérv mennyiségi (kiilonbségi vagy arany
skala).

> Rangkorreldcié: mindkét ismérvet sorrendi skdldn mérjuk.
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Asszociicid
A kontingenciatabla dltaldnos alakja:

Az X ismérv sze- | Az Y ismérv szerinti osztalyok | > j
rinti osztdlyok | 7 CF ... CJ-Y e
(o i fh2 ... fj ... fc | f
c f1 fo .. By ... B | B
cr fn f ... 5 ... fie | £
Cx fr fo ... £ ... fe | f
S fr fo .. £ ... fc| N

Utolsé sor: Y szerinti megoszlas.
Utolsé oszlop: X szerinti megoszlas.
Ha a soronkénti megoszlasok azonosak, akkor X és Y fliggetlenek.

Ha a soronként legfeljebb egy nem O gyakorisdg van, akkor X érté-
ke egyértelmiien meghatdrozza Y értékét, azaz fiiggvényszerii a
kapcsolat. 65/189



Tényleges és vart gyakorisagok

A CX. CjY tényleges illetve relativ gyakorisiga: f;; illetve f;;/N.

fij f: £
X Y\ o U X\ . i vy L
P(Ci 'Cj)"’Nv P(CI)Nﬁa P(C:,)NN
Ha CX és CJ-Y fliggetlenek, akkor
P(CX-CY)=P(cX)-P(C ~ B
i) T (G°) - (j)NN'N.
cx. CJ-Y vart gyakorisdga (ha fiiggetlenek): NP(CX CJY) ~ fi-Nf-j_
Viért gyakorisdgok (a fiiggetlenség feltételezése mellett): £ = ﬁ/-vfj_
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A kapcsolat szorossaga
Khi-négyzet (chi-square) mutaté:

ZZUU_ Zfo

i=1 j=1 i=1 j=1 '
Lehetséges értékei: O < X% < Nmin {(r —1),(c —1)}.
X2 =0: X ésY fiiggetlenek.

X2 =Nmin{(r—1),(c—1)}: X és Y kozétt fiiggvényszerii a
kapcsolat.

Cramér-féle asszociacids egyltthaté (SPSS: Cramer’s V):

X2
CI\/Nmin{(r—l),(c—l)}’ 0=cst

C=0: XésY figgetlenek.
C=1: X és Y kozott figgvényszerli a kapcsolat.
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Példa

Egy kutatécsoport azt vizsgalta, milyen szoros az Gsszefiiggés egy bizonyos
betegség lefolydsanak sulyossidga és a betegek életkora kozott. A vizsgalati

adatok:
Eletkor Osszesen
40 alatti | 40-60 | 60 folotti
enyhe 41 34 9 84
Lefolyds | kozepes 25 25 12 62
stlyos 6 33 15 54
Osszesen 72 92 36 200

r=c =3, N=200. Vart gyakorisagok:

30.24 3864 1512 | 84
2232 2852 11.16 | 62
1944 2484 072 | 54

72 92 36 | 200

2 (- 30.24)> (34 —38.64)° (15— 9.72)°
T 30.24 38.64 9.72

22.5230
€= 200-2 0.2373. Gyenge kapcsolat.

= 22.5230.
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PRE eljaras a kapcsolat szorossaganak mérésére
Hatdrozzuk meg annak a tobbletinformdciénak a mennyiségét,
amit a sokasag egységeinek az X szerinti hovatartozdsa nydjt az Y
szerinti hovatartozdsrél.

PRE eljaras:

1. Meghatdrozzuk, hogy osszességében mekkora hibaval jarna,
ha sokasdg egységenek Y szerinti hovatartozasat kizardlag
azok Y szerinti megoszldsa alapjan prébalndnk meg megadni.
Jelolés: E;.

2. Meghatarozzuk a hibat akkor is, ha ismerjik az egységek X
szerinti hovatartozasat. Jelolés: E,.

3. Meghatdrozzuk a relativ hibacsokkenést:

PRE =0: X és Y fliggetlenek.
PRE =1: X és Y kozott fliggvényszer(i a kapcsolat.
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Vegyes kapcsolat

Y a mennyiségi, X a mindségi vagy teriileti ismérv.
Yjj: a X szerint képzett j-edik részsokasdg i-edik egységéhez
tartozé Y ismérvérték (j = 1,2

LM, i=1,2,... N;).
X ismerete nélkul az Y értékének becslése Y. A becslési hiba

N;
— ZZ(YU —Y)? =SST.
j=1 i=1

Ha tudjuk, a vizsgalt egység az X szerinti j-edik részsokasagba
tartozik, akkor az Y értékének becslése Y;. A becslési hiba

E2—ZZ i

= S5SB.
j=1i=1
PRE mutaté:
_E—E SST—-S5B SSK 2
PRE = E S5T N

_ OB p
SST

70 /189



Varianciahdnyados
Varianciahanyados:

, SST—SSB  SSK
T SST T ssT

H? az Y ismérv szérasnégyzetének az X ismérv ltal megmagya-
razott hanyada.

0<H <1.

M
H?=0 <= SSK=> N(V;-Y)’=0 <= Y=Y,
=1

Ez teljesiil, ha X és Y fiiggetlen.

M N
H'=1 = SSB=) Y (V;-Y)’=0 < Y; =Y,
Jj=1i=1

Ekkor X és Y kozott fuggvényszerii a kapcsolat.
Szérashanyados: H = vV H2.
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Példa

Kozépfolde népei évenkénti fogathajté versenye dont6jének
masodpercekben mért eredményei:

j | Népcsoport Eredmény Yj; N;
1 | Tindék 543 59.7 495 3
2 | Torpok 55.0 45.2 2
3 | Emberek 521 545 569 507 | 4
4 | Hobbitok 448 474 542 3
Osszesen 12

SST =235.8625, SSB =169.57, SSK = 66.2925.

,  66.292
~ 235.8625

A népcsoporthoz valé tartozas az Y szérasnégyzetének 28.11%-at
magyarazza. H = 0.5302 kozepesen er6s kapcsolatot jelez.

=0.2811 (28.11%), H = 0.5302.
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Empirikus (tapasztalati) regressziéfiiggvény
X és Y mennyiségi ismérvek (akar fel is cserélheté a szerepiik).
X: csoportképzo ismérv. X szerinti osztdlyokat sorrendbe tudjuk
allitani X értékei szerint.
Vizsgdlhaté az X és az Y kozotti kapcsolat irdnya. Ha X noveke-
désével Y értéke is no, az irdny pozitiv, ellenkezd esetben negativ.

Az X szerint képzett részsokasdgokhoz hozzarendelt VJ részatlagok
sorozatat az Y véltozé X valtozdra vonatkozé (X szerinti) empiri-
kus regressziéfiiggvényének nevezziik.

Grafikus 4brazolds: az (X;, Y;) pontokat Gsszekétd vonaldiagram.

Y-nak X-re vonatkozé determindciés hanyadosa (az X szerinti
osztélyokbdl szamolt varianciahanyados):

o2 (Y
77%/|X = Ug((y))'

o2(Y) illetve 02(Y): Y kiilsg, illetve teljes szérdsnégyzete.
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Példa

A haztartdsok taglétszama és dtlagos egy fére jutd havi nettd jovedelme
2004-ben Budapesten és a kozségekben.

A haztartas

Az adott taglétszamu haztartdsban [évé személyek

tagjainak szazalékos megoszlasa egy fére juté jovedelme (Ft)
szama Budapesten  kozségekben | Budapesten  kozségekben
1 13.0 7.9 99586 65921
2 26.6 19.7 94538 64996
3 25.6 20.2 83887 62287
4 21.4 26.7 69762 53235
5 8.5 14.9 65900 44985
6 és tobb 4.9 10.6 58996 38796
Osszesen 100.0 100.0 82974 55619
Forras: KSH

Legaldbb 6 f6s haztartdsok dtlagos létszama Budapesten 6.55 f6, a kozsé-

gekben 6.74 6.
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Empirikus regressziéfuggvény

100 =

—&— Budapest
—v— kozsegek

90

801

701

60

50+ b

Egy fore juto havi netto jovedelem (ezer Ft)

40t 1

3 0 I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7

Tagletszam (fo)

Az egy fbre jutd havi nettd jovedelem és a haztartdsok taglétszama kozotti

k lat irik i6fliggvényei.
apcsolat empirikus regressziéfiiggvényei 75 /180



Analitikus regressziéfuggvény
X és Y mennyiségi ismérvek. Az (X;, Y;) parokat vizsgaljuk.

Kérdés: Felhaszndlhatdé-e az X valtozd X; értéke az Y véltozd
ugyanazon egységéhez tartozd Y; érték elorejelzésére?

Az X és Y kozotti sztochasztikus kapcsolat természetét egy f(X)
fuggvénnyel, analitikus regressziéfliggvénnyel akarjuk leirni.

Példaul:

f(X)=po+ 51X, linedris regresszid;

f(X) = fo- By, exponencialis regresszié.
Az Y véltozé Xi-hez tartozé értékének eldrejelzése f(X;).
Pontdiagram: az (X, Y;) parok dbrazoldsa a kétdimenzids tér

pontjaiként. Utal az f(X) |étezésére illetve alakjara.
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Pontdiagram tipusok

b)
]
o o
..
KXy
o %
«®
°« o
o o
X
d)
o 0, LIRS
. \‘
... ..'
“
o
%
X

a)
o®
. ®
o o°
P~ oo °
. o o
oo o o0
o ®
. oo .
X
<)
°
%%
.
.
LY
= %
%
oo
o
X

a) X és Y fliggetlen.

c) X és Y kozdtt negativ
irdnyd (linedris) kapcsolat.

b) X és Y kozétt pozitiv
irdnyd (linedris) kapcsolat.

d) X és Y kozétt nemlinedris
kapcsolat.
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Korrelacié
(Linearis) korrelacids egyiitthaté:

 Ydxdy, XY — NXY

- \/Zdi.zd% B \/(Zx,? N(Y)2)(Z - /v(?)2)

_ N XiYi— (X)) (X Vi) .
J(VEXe = (27 (NS v2 - (S %))

r(X,Y)

Az —1 < r(X,Y) <1 korreldcids egyiitthaté abszollit értéke az X
és Y kozotti linedris kapcsolat szorossagat méri, el6jele pedig a
kapcsolat irdnyat mutatja.

r(X,Y) = +1: fliggvényszerii linedris kapcsolat;

r(X,Y) = 0: nincs linedris kapcsolat. Korreldlatlanok. Nem feltét-
lendil figgetlenek!

Minél nagyobb |r(X, Y)|, annal szorosabb a kapcsolat.
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Kovariancia

X és Y kovariancidja:

dx.dy.
C(X, v) = Z=xdv.
N
Kapcsolata a korreldciéval:
C(X,Y
r(X,Y) = cxY) )
OxXOy

ox, oy: X illetve Y szérasa.
Kapcsolata a variancidval: C(X,X) = o%.

C(X,Y)>0: X és Y kozdtt pozitiv iranyl kapcsolat;
C(X,Y) <0: X és Y kozdtt negativ irdnyl kapcsolat.
C(X,Y) = 0: nincs linedris kapcsolat. Nem feltétleniil fiiggetlenek!
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Determinacids egyutthatd, sulyozott alakok

Determinacids egyiitthaté: r.

PRE mutaté. 100r? azt mutatja, hogy az X ismerete hany sziza-
lékkal csokkenti az Y nagysagaval kapcsolatos bizonytalansagot,
ha X és Y kozott linearis kapcsolat van.

Silyozott alakok:

C(X,Y)= 2 fi dxdy, 'Aj’x"dy", r(X,Y) =

2 fi - dx;dy,
VI dg Yl

fi: az (Xi, Y;) par gyakorisaga.

N =" fi: a sokasdg elemszdma.
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Példa

Néhany alsé kozépkategorids személygépkocsi vegyes fogyasztdsa

és CO, kibocsatésa.

Kia cee'd | Citroén C4 Ford Focus Honda Civic
1.4 CVVT 1.4 Vti 1.6 Ti-VCT 1.4i
Teljesitmény (LE) 100 95 105 100
Fogyasztds (I/100km) 6.0 6.1 5.9 5.4
CO; (g/km) 139 140 136 128
Mazda 3 Opel Astra | Renault Mégane | Volkwagen Golf
1.6 MZR 1.4 Ecotec 1.6 1.2 TSI
Teljesitmény (LE) 105 100 100 105
Fogyasztds (I/100km) 6.5 5.5 6.7 5.7
CO; (g/km) 149 120 155 134

X: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7;
Y : 139, 140, 136, 128, 149, 129, 155, 134;

Forras: Az Auté, 2012/9.

X =5.975;
Y = 138.75.
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dy : 0.025, 0.125, —0.075, —0.575, 0.525, —0.475, 0.725, —0.275:
d, : 0.25, 1.25, —2.75, —10.75, 10.25, —9.75, 16.25, —4.75.

> d? =0.025% 4 0.125% + ... + (—0.275) = 1.455,
> d? =025+ 1.25% ... + (—4.75)> = 611.5,
> dedy =0.025-0.25 + ... + (—0.275) - (—4.75) = 29.65.

dx.dy. 29
C(X,Y)= 2 ,i/( Yi _ 9865 = 3.7062,

Ldodv, 2965 5 g94,
\/Zdi.zdi. V/1.455 - 611.5

Nagyon er6s linearis kapcsolat.

r(X,Y) =
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Pontdiagram

1551 .

1501

1301

125

54 56 58 6 62 64 66 68
Fogyasztas (X)

Korreldcié: r(X,Y) = 0.9940.

Determinacids egyiitthaté: r?> = 0.9881.

Az egyenes egyenlete: f(X) = 16.9914 + 20.3780 - X.
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Rangkorrelacié
Mindkét ismérv sorrendi skaldn mérheto.
Rx és Ry: az X és Y valtozé szerinti rangok.

Kapcsolt rangok: az adott ismérv tobb értéke is megegyezik. A
hozzajuk tartozé rangok atlagdt kapja meg mindegyik azonos
ismérvérték.

Spearman-féle rangkorrelaciés egyiitthaté:

B 2
;02X (Rx—Ry)® _

—-1<po=

o =1: tokéletesen egyezd rangsorolds.
o = —1: tokéletesen ellentétes rangsorolas.
o = 0: nincs kapcsolat a rangsorolasok kozott.

Nincsenek kapcsolt rangok — ¢ megegyezik a rangokbdl szamolt r
korrelacids egylitthatéval.

0% a kapcsolat szorossagat méré PRE mutaté.
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Példa

A hazai informatikai képzéhelyek 2015-0s, a hallgatdi, illetve az
oktatdi kivaldsdg szerinti rangsorai. (Forrds: eduline.hu)

Intézmény Hallgaték (Rx) | Oktatdk (Ry) | (Rx — Ry)?
BME-VIK 1 5.5 20.25
ELTE-IK 2 8 36
SZTE-TTIK 3 2 1
PE-MIK 7 3 16
DE-IK 5 5.5 0.25
DF 10 7 9
OE-NIK 4 4 0
PPKE-ITK 6 1 25
GDF 9 9.5 0.25
Kf-GAMFK 8 9.5 2.25
Osszesen 55 55 110
6-110 1 5 1
o=1 0. (100_1) 3 0.3(3)7 0 9 0.1(1), r=0.3293.

Gyenge kapcsolat a rangsorok kozott.
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Osszetett intenzitasi viszonyszdmok osszehasonlitasa

Két azonos tartalmdi, de kiilonbozé osszetett viszonyszamot kiva-
nunk osszehasonlitani.

Voi = Aoi/Boi, Vii = A1i/Bii:  részviszonyszamok.

Osszetett viszonyszamok:

v.— A 2BgVs XAy
’ > Bsj > B ZJAV—f

Vo és V7 eltérésének okai:

> eltéréek lehetnek a két sokasag ugyanazon részeire szamitott
Voi és VA részviszonyszamok, és/vagy
> eltéré lehet a két sokasdg szerkezete (Osszetétele).
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Jelolések

Osszehasonlitas

Rész- Elsé sokasdg M3ésodik sokasdg
sokasdg szam- neve-  viszony- | szam- neve-  viszony- | kiilonb- | hanya-
sorszama 1316 z8 szam 1316 z6 szam ség dos
1 Ao1 Bo1 Vo1 An Bi1 Vi1 k1 i
2 Aoz Bo2 Vo2 A1z Bio Vio ko i
j Aoj By, Vo, Ay Byj Vij ki lj
M Aom Bowm Vom Aim Bim Vim km im
Fésokasdg | >-Agj > By Vo YAy > By Vi K /

Részviszonyszam kiilonbségek: k;j = Vi; — Vp;.

Részviszonyszam hanyadosok: i; = Vi;/V;.

Osszetett viszonyszam kiilonbségek: K = V1 — V.

Osszetett viszonyszdm hanyadosok: | = Vi/ V.
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Kulonbségfelbontas
Teljes kiilonbség: K = V1 — V.
K 2BiVi 3 B
> B > Bo

Részhatas kiilonbség(ek):

Y BV Y BV Y Bi(Vi-Vo) X Bik
>B  XB  ¥XB  XB’

A részviszonyszamok kozotti eltérések hatdsat mutatja.

K' =K. = s=0,1.

Osszetétel hatds kiilonbség(ek):

K" — K" — > BiVs _ > BoVs
T Xh > B’
A sokasagok eltéré Osszetételének a hatasat mutatja.
Feltétel: K = K’ + K",
a) Ha K’-ben Bs = By, akkor K”-ben Vs = Vi (K = K| + KY').
b) Ha K’-ben Bs = By, akkor K”-ben Vs = Vy (K = K| + K{).
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Példa

Korcso- Népesség szama Haldlozasok szdma Haldlozasi aranyszam
port (millié &) (f8) (%0)

(év) Mexiké | Svédorszdg | Mexiké | Svédorszdg | Mexiké | Svédorszig
0-14 33.86 1.53 110 471 904 3.3 0.6
15-59 53.01 5.17 140 238 9 674 2.7 1.9
60-69 4.74 1.12 61 826 13 751 13.1 12.3

70— 1.40 0.95 133 913 66 001 95.7 69.5

Osszesen 93.01 8.77 446 448 90 330 4.8 10.3
Keresztély, Sugar, Szarvas (2005, B.7 feladat, 87. old.)
Korcso- Népesség megoszlasa A1: haldlozdsok széma, Svédorszég;
0, Ve 7 7z H P4

port I L) Ao: haldlozdsok szdma, Mexikd;

(év) Mexiké | Svédorszag B , ) ; i

0-14 36.4 17.4 Bi: népesség szdma, Svédorszdg;
15-59 57.0 59.0 By: népesség szama, Mexiké;
60-69 5.1 12.8 Vi halilozasi ’ Svéd ‘.

o 5 108 1 haldlozdsi ardny, Svédorszdg;
Osszesen | 100.0 100.0 Vo: halalozasi arany, Mexiké.

K=V;—Vy=103— 4.8 =55 %
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Példa

Korcso- Népesség Haldlozasok szdma Haldlozasi ardnyszam
port megoszlasa (% ) (f8) (%)
(év) Mexiké | Svédorszdg | Mexiké | Svédorszdg | Mexiké | Svédorszag
0-14 36.4 17.4 110 471 904 3.3 0.6
15-59 57.0 59.0 140 238 9 674 2.7 1.9
60-69 5.1 12.8 61 826 13 751 13.1 12.3
70— 1.5 10.8 133 913 66 001 95.7 69.5
Osszesen 100.0 100.0 446 448 90 330 4.8 10.3
17.4 - 3. 27+12.8-13.1+10.8-95.7
K| =103 — 3.3+ 59 +12.8-13.14+10.8 _ 3.0 %,
100
, 364-06+57-19+4+5.1-123+4+1.5-69.5
K = 100 — 4.8 =-1.8 %o

K/ =K—-K},=55+18=7.3%
K{ =K —K{ =55+3.9=9.4 %
Ki+K, —39-18

Ko = — — 285
KI+K! 734904
Kl = 1; 0 _ JQF — 8.35 %
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Hanyadosfelbontds
Osszhatasindex: | = V1/ V.
XM XA 2 A 2B BV ) BV
XB XYB YA YB  XB  YB
Részhatasindex(ek):
//: //: Zstl . ZBSVO _ ZBSV].
° ZBS . ZBS ZBSVO’

A részviszonyszamok valtozasanak hatdsat mutatja.

s=0,1.

Osszetételhatds index(ek):

1" =" = 2LBiVs ZBOVS, s=0,1.
>B1 X B
A sokasagok Osszetétele megvéltozasanak a hatdsat mutatja.
Feltétel: [ =1"-1".
a) Ha I’-ben Bs = By, akkor ["-ben Vs = Vi (I =1§-17).
b) Ha /’-ben Bs = By, akkor I"-ben Vs = Vo (I = 1] - Iff).
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Példa

2007 2010
Legmaga- Létszam Havi Létszam Havi 2007=
sabb iskolai brutté brutté 100
végzettség 6 megosz- atlag- 6 megosz- atlag- i=
By Ids (% ) | kereset, By Ids (% ) | kereset, | V4/V
eFt Vp eFt V;
8 alt. alatt 8866 0.4 126 6236 0.3 127 100.8
8 altaldnos 315625 14.2 109 263124 12.7 123 112.8
Szakiskola 647433 29.2 129 564221 27.3 144 111.6
Kozépisk. 726217 32.8 172 689006 333 186 108.1
Foiskola 329675 14.9 270 348364 16.9 300 111.1
Egyetem 189436 8.5 407 196527 9.5 440 108.1
Osszesen 2217252 100.0 184.9 2067478 100.0 209.7 113.4
Forrds: Munkaiigyi adattar. 2008, 2011.
I = 113.4%,

I{ =209.7 : 190.96 = 1.0981 (109.81%),
I =113.4 : 109.81 = 1.0327 (103.27%)
I =203.18 : 184.9 = 1.0989 (109.89%)
I = 113.4 : 109.89 = 1.0320 (103.20%).

)

)
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Aggregdtumok osszehasonlitdsa

Aggregatum:
n n
A= Z qipi = Z Vi
i=1 i=1

gi: az i-edik fajta egységeinek (termékeinek) mennyisége
valamilyen alkalmas mértékegységben;
pi: az i-edik fajta egység egységara;
vi: az i-edik fajta egységek Osszértéke.
Ha a g; adatok:
> termelt mennyiségek, akkor A a termelés;
> eladott mennyiségek, akkor A a forgalom;
» fogyasztott mennyiségek, akkor A a fogyasztas.

g;i: valamilyen idészakra értelmezheté.
pi: valamilyen idopontra értelmezhetd.

Tovédbbiakban: g; — termelt mennyiség; p; — egységar.
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Két idoszak kozotti osszehasonlitas

n termék két idészakra vonatkozdan: bazisidészak, targyid6szak

Termék

Termelt | Egységar

Termelt | Egységér

sorszama (i) | mennyiség mennyiség
a bazisidészakban a targyidészakban
1 qo1 po1 q11 P11
2 qo2 Po2 qi2 p12
i qoi Poi qii P1i
n qon Pon din Pin
Rovid jelolés qo Po q1 p1

Kérdések egy termékkel vagy a termékek Osszességével kapcsolat-

ban:

a) hogyan viéltozott a termelés értéke;

b) hogyan véltozott a termelés mennyisége (volumene);
c) hogyan véltozott az dr, ill. az drszinvonal.




Egyedi indexek

Egy termék vizsgdlata — dinamikus viszonyszamok.

. quipti Vi . Qi . P
I, = = —, lg = —, Ip = —.
Goi Poi Loi doi Poi

Az egy termékre vonatkozéan meghatarozott i, ig és i, dinamikus
viszonyszamokat egyedi indexenknek nevezziik. Az egyedi indexek
rendre azt mutatjdk meg, hogy hogyan (hdny szizalékkal) valto-
zott az adott termékre vonatkozé

> termelési érték,
> termelt mennyiség,
> egységar
a bazisidészakrdl a targyiddszakra.

Osszefiiggés az egyedi indexek kozétt: i, = q - ip-
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Erték- és volumenindex

Ertékindex:

| = > qip1 _ g%

Y 3 qp0 Yo
Az |, értékindex azt mutatja, hogy hogyan (hany szdzalékkal)
valtozott a teljes termelés értéke a bazisidoszakrdl a targyiddszakra.

Volumenindex:
| = qups

7 Z qopPs '
ps: mindkét idészakra érvényesnek feltételezett egységar.

Az I4 volumenindex azt mutatja, hogy a termelt mennyiségek
Osszességlikben hogyan (hany szazalékkal) véltoztak, vagyis hogyan
véltozott a termelés volumene a bazisidészakrdl a targyiddszakra.
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Arindex

Arindex:
b = .
Z dspo

qs: mindkét idészakra érvényesnek feltételezett mennyiség.

Az |, drindex azt mutatja, hogy az egységarak osszességiikben
hogyan (hany szazalékkal) valtoztak, amit az drszinvonal-védltozds
mértékének is szokds nevezni.

l,, lg, Ip: indexek aggregat formai.

PR ILT PR ILTE | 2 GsPL
" Y qopo’ T et P Y gspo
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Legfontosabb volumen- és arindexformuldk

Meg kell valasztani a ps egységarakat és a gs mennyiségeket.
Hasznalhatunk

» bazisidészaki adatokat: Iq-ban ps = po, lp-en gs = qo;

» targyidOszaki adatokat: /;-ban ps = p1, I,-en qs = q1;

> a bazisidbszaki és targyiddszaki indexek mértani atlagat.
Bazisidoszaki stlyozast, avagy Laspeyres-féle indexek:

10— Z qipo 19— Z qop1
7 > qopo’ P Y qopo

Targyiddszaki stlyozasu, avagy Paasche-féle indexek:

- qul L= qul
7 Y qopr’ P S aqipo

Meértani atlagolasd, Gn. Fisher-féle indexek:

F F
IF= 100k, 1F =\ J10 1L,

99 /189



Példa

Egy fovarosi piacon egy bufében a jellegzetes termékek téli és nyari
arai és a fogyasztott mennyiségek.

L, =

December Jilius
Megnevezés ar eladott ar eladott
(Ft)  mennyiség (Ft)  mennyiség

Nagyfroccs (pohar) 70 1500 80 1800
Sor (korsé) 120 1740 130 2110
Langos (db) 100 2100 100 2000
Bableves (tal) 400 650 410 660
Hurka (10 dkg) 80 980 85 1060

Keresztély, Sugar, Szarvas (2005, Gy.108 feladat, 103. old.)

~80-1800 + 130 - 2110 + 100 - 2000 + 410 - 660 + 85 - 1060
70 - 1500 + 120 - 1740 + 100 - 2100 + 400 - 650 + 80 - 980
979000
" 862200

=1.1355  (113.55%).
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Példa

December Jilius
Megnevezés ar eladott ar eladott
(Ft)  mennyiség (Ft)  mennyiség
Nagyfroccs (pohar) 70 1500 80 1800
Sér (korsd) 120 1740 130 2110
Langos (db) 100 2100 100 2000
Bableves (tal) 400 650 410 660
Hurka (10 dkg) 80 980 85 1060
o 70-1800 + 120 -2110 + 100 - 2000 + 400 - 660 + 80 - 1060
9 70-1500 + 120 - 1740 + 100 - 2100 + 400 - 650 + 80 - 980
928000
= =1.07 107.63%).
862200 0763 (107.63 %)
L 80 - 1800 4 130 - 2110 + 100 - 2000 + 410 - 660 + 85 - 1060
9 80-1500 + 130 - 1740 + 100 - 2100 + 410 - 650 + 85 - 980
979000
= = 1.0806 108.06 %).
906000 ( %)

I = v/1.0763-1.0806 = 1.0784  (107.84%).
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Példa

December Julius
Megnevezés ar eladott ar eladott
(Ft)  mennyiség (Ft)  mennyiség
Nagyfroccs (pohar) 70 1500 80 1800
Sér (korsd) 120 1740 130 2110
Langos (db) 100 2100 100 2000
Bableves (tal) 400 650 410 660
Hurka (10 dkg) 80 980 85 1060
o 80-1500 + 130 - 1740 + 100 - 2100 + 410 - 650 + 85 - 980
P 701500 + 120 - 1740 + 100 - 2100 + 400 - 650 + 80 - 980
906000
862200 0508 (105.08 %)
_80-1800 + 130 - 2110 + 100 - 2000 + 410 - 660 + 85 - 1060
P 70-1800 + 120 - 2110 + 100 - 2000 + 400 - 660 + 80 - 1060

Il

I} = /1.0508 - 1.0550 = 1.0529

979000
" 928000

= 1.0550

(105.50 %).

(105.29 %).
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Indexek atlagformai

Minden aggregat formaban felirhaté index egyben a megfelelé
egyedi indexek sulyozott dtlaga, azaz Osszetett viszonyszdm.

Indexformula A B 74

L q1p1 | QoPo | Iy

/c(,l) q1pPo | qopo /:q

/% qip1 | Qop1 | g

/ qop1 | GoPo | Ip

l qip1 | qipo | ip

Volumenindexek felirdsa dtlagforma alakban:

0 _ > qopoiq Y olg _ > qipo
qipo

T S qopo Y 1o

Iq

L > qoPiiq Y qip1 _ Y. V1

T Sqp | L EE

Iq

vt
Iq
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Osszefii ggések

Egyedi termékekre vonatkozd osszefliggések:
qopo - ig = q1Po,  qopo - ip = qoP1, qoPo - iy = q1P1,

qip1 qip1 qip1
—— = 4qoP1, —— =Qqipo, —— = qoPo-
Ig Ip v

Indexformulédk osszefliggései:

0 41 _ 1 40 _ F yF _
R t=t, 12-08=1, 1F-1F =1,
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Példa

A karacsonyi feny6fapiac forgalmi adatairdl az aldbbiakat tudjuk:

A forgalom értékének Arviéltozas
Fenyd fajtdja | %-os megoszldsa 2015-ben | (2014=100%)
Luc 50 105
Ezist 30 107
Fekete 20 115

Ismert, hogy a feny8k dsszes forgalma 2014-r6l 2015-re 20%-kal
emelkedett. Szamitsa ki a forgalom érték-, dr- és volumenindexét.
Minden kapott eredményt szovegesen is értékeljen.
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A Laspeyres- és a Paache féle indexek eltérése

Volumenindexek:

0 _ >_ qoPoig _ Y. Volg [ >~ qopiig

7 > qopo S 9 Y qopr

Az egyedi volumenindexek stlyozott atlagai. A sulyok:

qopo 0 dop1

w| = = wp = .
Z dopPo Z Vo’ Z qop1

Osszefiiggés a stilyok kézott:

wp = _J0P0_ pi/po _ WL.’E
> qopo % 19
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Bortkiewicz formula
Az Ig és I; volumenindexek minden olyan esetben eltéré eredményt
adnak, amikor
» szérédnak az egyedi volumenindexek és
> szérédnak az egyedi drindexek és

> az egyedi volumen- és egyedi arindexek kozott sztochasztikus
kapcsolat van.

Ha az egyedi volumen- és arindexek kozotti sztochasztikus kapcso-
lat pozitiv irdnyt, akkor I < /I, ha negativ irdnyi, akkor I9 > /1.

Bortkiewicz formula:

/1
9 _
/0 =1+ Viq ’ Vip *Figsip-
q

Vi,, Vi,: az egyedi indexek relativ szérdsa;
Figip: aZ egyedi dr- és volumenindexek korrelacids egyutthatdja.
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Arollék

Két egymassal valamilyen kapcsolatban 1év6 csoport indexeit ha-
sonlitjuk ossze, legtobbszor drindexeket.

Arollé:  két arindex hanyadosa. A leggyakoribb arollék:
» agrarollé: a mezbgazdasigi termékek termelbiar-indexének és
a mezdgazdasagi raforditasok arindexének hanyadosa.

» cserearanyindex (terms of trade): az exportdlt és importalt
termékek arindexének hanyadosa.

Az drollé azt mutatja, hogy a bevételt biztosité termékek bazisido-
szakival azonos, illetve egységnyi volumenéért mennyivel nagyobb
vagy kisebb volumenti masféle termék kaphatd cserébe a targyido-
szakban.
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Cserearanyindex

A cserearényindex azt mutatja, hogy az exportdlt termékek és szol-
galtatasok bazisidGszakival azonos, illetve egységnyi volumenéért
hanyszor akkora volumenii terméket és szolgaltatast lehet impor-
talni a targyidészakban, mint a bazisidészakban.

I az exportadlt termékek drindexe;

I7": az importalt termékek arindexe.

Példa. 2016 els6 6 hdénapjidban az export forintban mért arszin-
vonala 0.5%-kal, az importé 2.8%-kal csokkent.

X =995 IM"=0972, Is=99.5/97.2=1.024.

A csereardny 2.4%-kal javult.
Forras: A KSH jelenti. Gazdasdg és tdrsadalom. 2016/7.
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Tobb idoszak kozotti osszehasonlitas

Az indexsor valamely index — egy érték-, egy ar- vagy egy volumen-
index — kettonél tobb idészakra vonatkozd sorozata.

Aggregatumok:

Aj=> aip, i j=12,...k

> az Osszegzés mindig a termékek ugyanazon korére terjed ki
minden idészakban;

> az j index azt jelzi, melyik id6szak termelési értékérdl van szd,
melyik idészak mennyiségi adatait vessziik alapul,

> a j index azt jelzi, a termelési értéket melyik id6szak egység-
drain szamitottak;

> k: az idGszakok szama.

Az A aggregdtum nem mas, mint az i-edik idészak termelési érté-

ke a j-edik id6szak egységdrain szamitva.
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Aggregdtummatrix

Aggregdtummitrix: A = [A,J]

A f6atléja: folyédras aggregatumok.

Az A matrix féatldjaban taldlhaté aggregdtumok hanyadosai érték-

indexeket, valamely adott oszlop aggregdtumainak hinyadosai vo-
lumenindexeket, valamely sor adataibdl szamitott hanyadosok pe-

dig arindexeket adnak.
Példa

Magyarorszagon a haztartdsokban az egy fore jutd fogyasztas érté-

kei 1997-2000 kozott.

Fogyasztas
éve

1997 [ 1998 | 1999 | 2000

évi drakon (ezer Ft)

1997

219 223 238 251

1998

240 244 261 275

1999

261 266 284 299

2000

288 293 313 330

Keresztély, Sugdr, Szarvas (2005, Gy.121 feladat, 111. old.)
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Indexsorok
1. Ha a fé4tléban vagy valamely adott sorban/oszlopban lévé
minden aggregatumot egy bazisidészaknak valasztott idoszak agg-
regatumaval osztunk, akkor bazisindexsorokat kapunk, ha pedig
minden aggregdtumot a féatléban vagy valamely adott sorban/
oszlopban kozvetleniil el6tte taldlhatd aggregatummal osztunk,
akkor lancindexsorokhoz jutunk.
2. Ha a volumen- és arindexsorok esetében az indexsor minden
egyes tagjat ugyanazon oszlop vagy sor aggregatumaibdl szamit-
juk, akkor allandé sulyd indexsorokhoz jutunk, ha viszont az index-
sor minden egyes tagjdt mas-mdas oszlopban/sorban taldlhaté két
aggregatum hdnyadosaként szdmitjuk, akkor véltozé sulyd index-
sorokat kapunk.
3. A véltozé silyd lancvolumen- vagy ldncarindexek tagjairdl min-
dig egyértelmiien eldonthetd, azok Laspeyres- vagy Paache-féle
indexek-e. Meg kell nézni, az adott ,,|dancszem” milyen silyozasu.
4. Egymast kovetd lancindexek szorzata (érték vagy allandé silyd

volumen ill. drindexek esetén) bazisindexet ad.
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Terlleti indexek
Tertileti indexek: indexszdmitdsban az id6szakok szerepét teriileti
egységek veszik at, a kapcsolédd aggregatumokat hasonlitjuk ossze.
Sajatossdgai:

> A terlleti egységeknek nincs sorrendje. Fontos, hogy az azo-
nos reldcidju osszehasonlitdsok azonos eredményhez vezesse-
nek.

» Adott orszag régidi vagy azonos valutdju orszagok esetén a
terileti indexek jelentése ugyanaz, mint az eddigi indexeké.
Eltérd valutdju orszagok: nemzetkozi indexek. Az egyes or-
szagok aggregdtumai mas valutdban vannak kifejezve.

Vasarléero-paritds: nemzetkozi drindex.
Jeldlése: PPP (Purchasing Power Parity)

A PPP(A/B)-vel jelolt A/B relaciéji nemzetkozi drindex azt mu-
tatja, hogy B orszag egy valutaegysége A orszdg hany valutaegysé-
gével egyenértékil, ha azt a vizsgalt termékek megvasarlasara for-
ditjuk.
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Vasarldero-paritas
Egyedi vasarléerd-paritds: pa/pp, azaz a B orszag egy valuta-
egysége hany A valutat ér.

A nemzetkézi drindex az egyedi vasarlderé-paritasok sulyozott
atlaga.

Példa

Big-Mac index (Economist, 2012 januar). Egy Big Mac ara
Magyarorszagon 645 Ft, az Egyesiilt Allamokban 4.2 USD.

1 USD vésérldereje 645/4.2=153.6 Ft vasarlderejével egyezik.
HUF /USD 4&rfolyam: 246Ft/ 1 USD.

A forint 37%-kal volt alulértékelve a dolldrral szemben. 2011
juliusdhoz képest 23% esés.

Az osszehasonlitandé orszagok lakossagszama, teriilete, mérete
altalaban jelentésen kiilonb6z6. Megoldas: egy fére vetitett agg-
regdtumokat vizsgalnak.
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Bilateralis osszehasonlitas
A, B: két eltér6 valutdju orszag.

pa
gapPB -
PPPA(A/B) — ZquA — Z PB — Zi’qﬁgj\’
2.9aP8 ). 9APB TapA
PA
asps - o
>.98PB  ).9BPB ompa

A Paache- és a Laspeyres-féle drindexek megfelel6i. A Fisher index
megfeleldje:

PPPF(A/B)::N/PPPA(A/B)-PPPB(A/B)::1/PPPF(B/A)

Arszinvonalindex (Price Level Index): PLI(A/B) = Sz (0/2).
ER(A/B): valutadrfolyam (Exchange Rate).

Az drszinvonalindex megadja, hogy az A orszag arszinvonala hany-
szorosa a B orszag drszinvonaldnak, ha az egységdrakat azonos va-
lutdban fejezziik ki az ER(A/B) &tvaltasi kulcs segitségével.
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Sokasagok megadasa

Egyetlen ismérv szerint vizsgalt sokasdg megaddsanak mddjai.

> Véges N elemii sokasag esetén az elemek felsorolasdval:
Y1, Yo, ..., Yn.

> Végtelen sokasag esetén diszkrét ismérvre megadjuk a
P(Y = yk) = P«

eloszldst vagy az
Fly) =P(Y <y)

eloszlasfiiggvényt, folytonos ismérvre pedig vagy az F(y)
eloszlasfliiggvényt, vagy a f(y) slirliségfliggvényt, melyre
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Sokasagi varhatd érték és szérdsnégyzet

Elemeivel adott sokasag esetén:
E(Y)=Y = /bzn: Yi=p, Var(Y)= %Z(Y,-—V)z = o2
i=1 i=1
Eloszldsaval adott sokasag esetén diszkrét esetben:
E(Y)=>_ wP(Y =yq) =p,
k
Var(Y) = 3~ (yk — E(Y))*P(Y = yi) = 0%

k

folytonos esetben:

o0 o0

E(Y) = / YE(y)dy = i, Var(Y) = / (y—E(¥V))%F(y)dy = o*.

—00 — 00

118 /189



Minta
Minta (n elemii):
y=(V1,Y2 - Yn)
Elemeivel megadott sokasdg esetén egy n elemi minta elemei a

sokasag elemei kozil kertilnek ki.

Véletlen mintavétel: minden sokasdgi elem el6re megadott valé-
szintiséggel keriil a mintdba.

Eloszldsaval megadott sokasdg esetén a mintaelemek a megadott
eloszlasi valésziniiségi valtozdk.

A mintalemek a mintavétel elétt valdszinliségi valtozéknak tekint-
hetéek. A mintavétel utan megkapjuk a minta egy realizacidjat,
ami konkrét (szdm)értékeket tartalmaz.

A mintabdl szdmitott tetszéleges mintajellemzé (pl. atlag, széras,
kvantilisek) szintén valdszinliségi valtozd.

A mintajellemzdk eloszldsat mintavételi eloszldsnak nevezziik.
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Fliggetlen, azonos eloszlasti (FAE) minta
Véges homogén sokasdg esetén FAE mintat kapunk, ha minden
sokasagi elemet azonos valdszinliséggel kivadlasztva vesziink vissza-
tevéses mintdt.
Nagyon nagy sokasdg esetén a visszatevés nélkiili mintavétel is
kozel FAE mintat ad.
Eloszlasaval megadott sokasag esetén a FAE minta fliggetlen, a
megadott eloszldssal biré valdszinliségi valtozokbdl all.
Yi,¥2,...,¥n: FAE minta egy sokasagbdl, melynek varhaté értéke
és szérdsa rendre i és o.

Yy=21(1+...+ys): mintadtlag.

_ 1 1
E@) = —(E(a) +..-+E(m) =~ (pt...+n) =p
n darab
Vi 2 1 1 2 2 0'2
Var(y) :Uyzﬁ(var(yl)—i_"'+Var()/n)):?(0' +...+0 ):7

n darab

oy = o/y/n: standard hiba. 120 /189



Egyszerii véletlen (EV) minta
Egyszerli véletlen mintavételt haszndlunk homogén, véges elem-
szamu sokasag esetén, amikor a mintat visszatevés nélkiil valaszt-
juk ki, minden lehetséges n elem(i minta kivdlasztasanak azonos
valdszinliséget biztositva.

Yi,¥2,...,¥n: EV minta egy N elem(i sokasagbdl, melynek
varhato értéke és szérasa rendre i és o.

_ _ o> (N—n o2 n
EVev)=n,  Var(Yey) = " <N— 1> - (1 - N)'

Szisztematikus kivédlasztds

n eleml EV mintat akarunk venni N elem( sokasagbdl.

k= N/n: |épéskoz.

ko: véletlen kiindulépont (1 < ko < k).

Ciklikusan haladva a kp-bdl kiindulva minden k-adik elemet kiva-

lasztunk. Ha a sokasdg a vizsgdlt ismérv szerint véletlenszeriien

van rendezve, akkor EV mintdhoz jutunk.
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Rétegzett (R) minta
Heterogén sokasdg jellemzdit vizsgaljuk, pl. a lakossag jovedelmi
viszonyait vagy iskolazottsagat a lakhely jellege szerint (Budapest,
megyeszékhely, stb).

A rétegzett mintavétel végrehajtdsa gy torténik, hogy el6szor a
sokasdgot tobbé-kevésbé homogén rétegekbe soroljuk be, tgy, hogy
a rétegek dtfedésmentesen és teljesen lefedjék a sokasagot, majd az
egyes rétegeken beliil, egymastdl fiiggetleniil EV (ritkdbban FAE)
mintavételt hajtunk végre.

M:  rétegek szdma;

Ni, Ny, ..., Ny: az egyes rétegek elemszama, Zjl\il N; = N;
ni, no,...,my: az egyes rétegekbdl kivalasztott mintdk elem-
szama, =1 nj=n

W1, 2y .-« fbpg: Az egyes rétegek varhaté értékei;
01,02,...,0): az egyes rétegek szérasai.

122 /189



Mintavételi tervek
a) Egyenletes elosztds
Minden rétegbdl azonos elemszamu mintdt vesziink: n;j = n/M.

Egyszer(i, az egyes rétegek jellemzdi konnyen szdmolhatdéak.

b) Ardnyos elosztds

Az egyes rétegekbdl vett mintdk elemszamai gy aranylanak egy-
mdshoz, mint maguknak a rétegeknek az elemszamai:

NN

n—— —j;,—— .
ZI,:/I:I N N

Egyszerii, a mintdban ugyanazok a silyaranyok, mint a sokasidgban.

n; =

c) Neyman-féle optimélis elosztas

A nagyobb szérédasi rétegekbdl nagyobb mintdkat vesziink:
Njoj

>ily Nio

A féatlag becslésénél a mintavételi hiba minimalis. Problémas a

megvaldsitas, mert a o szérasok altaldban nem ismertek.

nj:n

123 /189



Csoportos mintak

Egylépcsés (1L) minta
Az Osszes sokasagi elem nem &ll rendelkezésiinkre (vagy csak na-
gyon dragdan), de nagyobb Gsszetartozd csoportokrdl van listank.

Egylépcsds (csoportos) mintavétel esetén a csoportok halmazabdl
vélasztunk EV mintat, majd az igy kivalasztott csoportokat teljes
korlien megfigyeljiik.

Minél homogénebbek az egyes csoportok, anndl kevésbé hatékony
az eljaras.

Tobblépesés (TL) minta

Minden egyes [épcsOben a kordbban kivédlasztott csoportokbdl ve-

sziink Ujabb mintat. Pl. a kétlépcsGs mintavétel is kevesebb redun-
dans mintaelemet tartalmaz, mind az egylépcsoés.
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Becslofuggvény
Y1,¥2, .-, yn: minta (FAE, ritkibban EV).

Statisztika: a mintaelemek tetszbleges fliggvénye. Valdsziniiségi

valtozé.

A becsl6fliggvény olyan statisztika, ami valamely sokasagi jellemz6

mintabdl torténd kozelitd meghatdrozasira szolgal.

0: becsiilni kivant sokasdagi jellemzé. Becsléfiiggvénye:

A

‘9()/1,)/2, CIEEE 7.yn) = é\(n) = é
Példa
0 = 02, azaz a sokasagi szérasnégyzetet becsiiljiik.

~ ~ ~ 1
01 = 01(n) = 01(y1,y2,-- -, ¥n) = - Z (vi *7)2 =52,

" A A 1
O = 02(n) = O2(y1,¥2,-- -, ¥n) = niz (yi—7)% =5

s?: korrigélt tapasztalati (empirikus) szérasnégyzet.
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A becslofuggvény tulajdonsdgai. Torzitatlansag
Egy becsléfiiggvényt torzitatlannak neveziink, ha annak vérhaté
értéke megegyezik a becsiilni kivant sokasagi jellemzovel, azaz
E(d) =0.
Példa
0 = u, azaz a sokasdgi varhatd értéket becstiljik.

n

A . _ 1
91=M1=y2nZ;Yi-
=

Mind FAE, mind EV minta esetén: E(,&l) = E(T/) = Ll

A mintadtlag a sokasdgi varhaté érték torzitatlan becslése.

éz = [z = (Y1 +yn)/2-
Mind FAE, mind EV minta esetén: E(fi2) = p (torzitatlan).
Torzitas (bias):
Bs (6) = E(F) — 6.
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Példa

0 = 02, azaz a sokasagi szérasnégyzetet becsiiljiik.

-1 2
E(5*2) A # 02,
n n
Torzitas: ) )
Bs (s*%) = <a2 — U) —or=-Z
n n
Korrigalt empirikus szérasnégyzet:
1 n 2 n 1< 2 n
2 ) — Lo ) — %2
S_n—lz(y' y) n—1 n“ (y, y) n—1s
i=1 i=1
E(s?) =E S p— -7,7_102:02
n—1 n—1 n ’

A korrigdlt empirikus szérasnégyzet a sokasdgi szérdsnégyzet torzi-

tatlan becslése.
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Mintavételi szérdsnégyzet
0: a 0 torzitatlan becslése, azaz E(@) =0.

A becslofliggvény szdrasnégyzetét mintavételi szérasnégyzetnek,
ennek négyzetgyokét pedig a becslofiiggvény, illetve a becslés stan-
dard hibdjanak (standard error) nevezziik.

Se (é) =1/ Var (é)
Példa

0 = 1, azaz a sokasagi varhaté értéket becsiiljiik. FAE minta o2
sokasdgi szérasnégyzettel.

by = i = Zy,, b =fo= (1 +yn)/2.
Mindkét becslés torZ|tatIan.
Var (91) =o2/n, Var (é ) =0?/2,
Se (él) =a/v/n, (é)—a/\[
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A becslofuggvény tulajdonsigai. Hatdsossag

0 egy olyan fo torzitatlan becsl6fliggvényét, melynek szérasnégy-
zete 0 tetszOleges torzitatlan becslofliggvénye szérasnégyzeténél
nem nagyobb, @ minimalis szérdsnégyzetii torzitatlan becslofliggvé-
nyének (MVUE, Minimum Variance Unbiased Estimator) nevezziik.

01, B, a 0 torzitatlan becsléfiggvényei. A 6, becsléfiiggvénynek a
f2-re vonatkozé relativ hatasfoka:

Var (0
r, = V(0
Var (92)
Ef, > 1: 92 hatdsosabb, mint QAl.
Ha létezik §y MVUE, akkor f; abszoliit hatasfoka:

B Var (él) > 1

Ef, = =
° Var (00) a

130/189



Példa

0 = pu, azaz a sokasagi varhaté értéket becsiiljiik. FAE minta o

sokasagi szorasnégyzettel.

Mindkét becslés torzitatlan.
Var (1) = o?/n, Var (62) = o?/2.

Relativ hatasfok:

Ef,

vV ) 2
= ar(€2)202/2:ﬁ>1, ha n> 2.
Var(91) U/n 2
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MSE kritérium. Aszimptotikus torzitatlansag

Ha két nem feltétlentil torzitatlan becslés 6sszehasonlitdsira az
atlagos négyzetes hiba (MSE, Mean Square Error) szolgal.

Mse (8) = E(8 — 6) = Var () + Bs*(0).

Az a becsl6fiiggvény a ,,jobb”, amelyiknek az dtlagos négyzetes
hibdja kisebb.

0 = 0(n) aszimptotikusan torzitatlan, ha
lim Bs (6(n)) =0.
Példa
2 o
Bs(s*):———>0, ha n — co.
n

s*2 torzitott, de aszimptotikusan torzitatlan.
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A becslofuggvény tulajdonsdgai. Konzisztencia

A 0 paraméter § = 0(n) becsléfiiggvénye konzisztens, ha n — oo
esetén varhatd értéke tart a valddi paraméterértékhez, szérasnégy-
zete pedig tart nulldhoz, azaz

lim E(é(n)) =0 és lim Var (9(n)) =0.

n—oo n—oo

Példa
0 = 11, FAE minta o2 sokasagi szérasnégyzettel.

2
E() =n,  Var(y)=2-—0, han- o

FAE minta esetén a mintdtlag a sokasagi varhaté érték konzisztens
(és torzitatlan) becslése.
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Becslési mddszerek. Momentumok mddszere

Y1,¥2,...,Yn: FAE minta egy 6 paraméterli Y valdszinliségi
véltozora.

A koruli r-edik elméleti momentum:

M, (A) = E(Y — AY'.

A kortli r-edik empirikus momentum:

i=1

Ismert tipusi eloszlds esetén a momentumok az eloszlas paraméte-
reinek fliggvényei. Ezekbe a fuggvényekbe behelyettesitve az empi-
rikus momentumokat megkapjuk a paraméterek becsléseit.
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Exponencidlis eloszlds \ > 0 paraméterrel

Y ~ Exp(A). Y slriiségfiiggvénye:

/\e*)‘y, hay > 0;
fly) = Y
0, ha y <O0.

_;7 azaz  M;(0) = E(Y)

1
3
Yi,Y2,...,¥n: FAE minta Y-ra, M;(0) =y.

A becslése az M1(0) = M;(0), azaz az 1/\ =y egyenlet megolda-
sa:

A=

</ =
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Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon

Y ~ U(a, b). Y slirliségfiiggvénye:

Fly) = {bla, ha y € [a, b];

0,  hayd][ab].
My(0) = E(Y) =2 Z b Ma(E(Y)) = Var(Y) = (b 123)2.
V1,2 s yn: FAE minta Y-ra.
M (0) =, y Z
(3:6)beslée (a < ) 2z M1(0) - (0), M 2(E(Y)) = Ma(),
anr b_ 7. (b I2a)2 _ 2

egyenletrendszer megoldasa:

=y —V3s2 = b=y+ 352
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Normalis eloszlds /i, 0% paraméterekkel

Y ~ N (p,02). Y siiriségfiiggvénye:

fly) = zlm exp <—(y2;5)2> :

M1(0)=E(Y)=pn,  Ma(E(Y)) = Var(Y) =o°.

Y1,¥2,...,Yn: FAE minta Y-ra.
My (0) =, Ma(y) = N (vi —y)? = s

(11, 0%) becslése az M1(0) = My(0), Ma(E(Y)) = Ma(y), azaz

p=y, o*=s
egyenletrendszer megoldasa:

n=y, 02=s
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Becslési médszerek. Maximum likelihood (ML) mddszer

Y1,¥2, ..., ¥n: FAE minta egy 6 paraméterii Y valdsziniiségi
véltozéra.

A minta L(0; y1,...,yn) likelihood fliggvénye diszkrét esetben a
minta egylittes eloszldsa, folytonos esetben a minta egyiittes sii-
riiségfiiggvénye.

Log-likelihood fliggvény: £(0; y1,...,yn) = log L(0; y1,. .., ¥n)-

A 0 paraméter § ML becslése az L(0; y1, .. ., yn) likelihood (vagy
00;y1,...,yn) log-likelihood) fiiggvény maximum helye.
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Sokasagi arany becslése
20-szor feldobunk egy érmét, y; az i-edik dobas kimenetele.

yi =1, ha fejet dobunk és y; = 0, ha irast.
A minta realizacidja:
0,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,0, 1, 1, 1, 0, 1.
Becsiilend6 a fej dobds p valdsziniisége.
Lpiyr, - y20) =P(y1=0,y2=1,....y20 =1 p)
=P(y1=0[p)-Plya=1[p)-...-P(y2o=1]p)
= (1= p)p(1 - p)*P*(1 = p)*P°(1 = P)P*(1 = P)p = P(1 - p)’

Up;yiy...,y0)=13log p + 7log(1l — p).

%ZE—Lzo azaz sz.

op p 1-—p ’ 20

0%t 13 7 13 .

87;92 = ? — m <0, azaz p= 20 maximumhely.

p = 13/20: a fej dobdsok relativ gyakorisaga. 139180



Exponencidlis eloszlds \ > 0 paraméterrel

Y ~ Exp(\). Y siirliségfiiggvénye:

Xe ™, hay>0;
fly)=
05 ha y < 0.

Yi,¥2,...,Yn: FAE minta Y-ra.

L) —H)\e ¥ A ATEn,

g()\?h,---,yn):nlog)\—)\Zy;:nlog)\—)\ny.
i=1
%:g—n?:o, azaz A\ =
0%l n
W——p<0, azaz A\ =

‘<Hr—‘

maximumhely.

<||

A ML becslése X = 1/7.
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Tovabbi példak

Normalis eloszlas 1, 0> paraméterekkel

Sirlségfiiggvénye:
1 (v — u)2>
fly) = exp [ —~2—L2 ),
¥ V2ro P < 202
Y1,Y2,.--,¥n: FAE minta.
/”\L = Y7 ;5 - 5*2.

Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon

Siriségfiiggvénye:

_ %a’ ha ye [37 b],
)= {(l)), ha y & [a, b].

Y1,Y2,...,Yn: FAE minta.

é\:min{ylayZa"-vyn}y Bzmax{yl,yg,...

a}/n}~
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Egyenlotlenségek

Markov egyenlGtlenség: Legyen Y > 0 egy valdszinliségi valtozd,
aminek létezik E(Y') varhaté értéke. Ekkor barmely 6 > 0 esetén
E(Y)

P(Y >4) ST'

Csebisev egyenldtlenség: Legyen Y egy valdszinliségi valtozd,
aminek létezik E(Y) vérhatd értéke. Ekkor barmely € > 0 esetén

Var(Y)
5

P(lY —E(YV)[2¢) <=
Példa

Hanyszor kell egy szabalyos kockat feldobnunk, hogy a hatos dobas
valdszinliségét az esemény relativ gyakorisdga legaldbb 0.8 valdszi-
niiséggel 0.1-nél kisebb hibaval megkozelitse? Mi a helyzet, ha
nem tudjuk, hogy a kocka szabdlyos-e?
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Nagy szdmok gyenge torvénye

Azt mondjuk, hogy valdszinliségi valtozdk egy Y1, Yo,..., Yn, ...
sorozata sztochasztikusan konvergdl egy Y valdszinliségi valtozé-
hoz, ha barmely € > 0 esetén

nll_)rgoP(\Y,, -Y|> 5) =0.
Ha Y = c (konstans), akkor elegendd:

lim E(Y,) =c, lim Var(Y,) =0.

n—o00 n—oo

Nagy szamok gyenge torvénye: Legyenek Y1, Yo, ..., Y, ... pé-
ronként fliggetlen, azonos eloszlast valdsziniiségi valtozdk, legyen
E(Y1) = p és Var(Y1) < oo, tovdbba legyen S, = Y1+ ...+ Y.
Ekkor Y = S,/n sztochasztikusan konvergdl a u varhaté értékhez.

Az atlag a varhaté érték konzisztens becslése.
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Kozponti hatareloszlas tétel

Kozponti hatdreloszlas tétel: Legyenek Y1, Y2,...,Ya, ...
fliggetlen, azonos eloszldsu valdsziniiségi véltozok, E(Y1) = p és
0 < Var(Y;) = 02 < oo, tovdbb4 legyen S, = Y1 + ... + Y,. Ek-
kor E(S,) = n- u, Var(S,) =n-o? és

. Sp—n-p B [l _ep
nll—>mooP<\/EO' <X> —qD(X)—/;OO Ee dt, XGR

Nagy n esetén Y = S,/n eloszldsa hozzivetSlegesen normalis j
varhaté értékkel és 2 /n szérasnégyzettel.
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Normdlisbdl szarmaztathaté eloszlasok. Khi-négyzet

eloszlds
X1, Xa, ..., Xy fluggetlen standard normalis valdszinliségi valtozok.

Y =X2+XZ+...+X2>0.
Y eloszldsa n szabadségi foku khi-négyzet (chi-square) eloszlas.
Jelolés: Y ~ X2
Varhato értéke: n; szérasnégyzete: 2n.
p-kvantilis: X2(n). Ha Y ~ X7, akkor P(Y < X3(n)) = p.
Téblazatbdl kiolvashaté.

Ha y1,¥2,...,ys FAE minta N(i, 02) eloszlasbdl, akkor

n

R S e
y:nz;)/i és s Zn_IZ(y/'—Y)
1=

i=1

fuggetlenek, valamint

—1)s2
?NN(u,az/n) és uwz‘(,?,l.
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Normalisbdl szarmaztathatd eloszlasok. t-eloszlas
Xo, X1, ..., Xp: fliggetlen standard normalis valdsziniiségi valtozdk.

Y — VnXo
\/X12+X22+...+X3

Y eloszldsa n szabadsagi foku t-eloszlds (Student-eloszlds).
Jelolés: Y ~ t,.

Varhat6 értéke: 0, ha n > 1; szérasnégyzete: n/(n—2), ha n > 2.

p-kvantilis: t,(n). Ha Y ~ t,, akkor P(Y < t,(n)) = p.
Tablazatbdl kiolvashatd.

Ha n — oo, akkor t, — AN(0,1) (standard normalis). n = oo eset.

Ha n — oo, akkor tp(n) \/ Zp, ahol z, a standard normalis eloszlds
p-kvatilise.
Ha y1,yo,...,ys FAE minta N'(u, 0?) eloszldsbél, akkor

y—m -

s/y/n T
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Normdlisbdl szarmaztathatd eloszlasok. F-eloszlds

X1, Xp: fiiggetlen khi-négyzet eloszlasti valdsziniiségi valtozdk n és
m szabadsagi fokkal.

X

y= X/,

Xz/m
Y eloszldsa n és m szabadsagi foku F-eloszlds. Jelolés: Y ~ F, .
Varhat6 értéke: 5, ha m > 2; szérésnégyzete: %, ha
m > 4.
p-kvantilis: Fy(n;m). Ha Y ~ Fp m, akkor P(Y < Fp(n; m)) = p.
Tablazatbdl kiolvashaté.

Ha x1,%0,...,Xn €S y1,¥2, ..., Ym FAE mintdk N (ux, 02) és
N (1, 0?) eloszldsbél valamint
< 1

1
s2 = n_lzz(x,-—Y)2 és s}%:

(i — %)

. m—1¢«
i=1 j=1

m

akkor
2 /.2
sx/sy ~ anl,mfl-
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Az intervallumbecslés alapjai
Y1,¥2, ..., Yn: Minta
0: becsiilni kivdnt sokasagi jellemzd.
Intervallumbecslés esetén a minta alapjan olyan intervallumot hata-
rozunk meg, amely elére megadott (nagy) valdsziniiséggel tartal-

mazza az ismeretlen jellemzo6t. Ezt az intervallumot konfidencia in-
tervallumnak nevezziik.

0 < a<1: adott érték (jellemzden o < 0.2).
Keresiink olyan @a(a) és éf‘(a) becsl6fuggvényeket, melyekre
P(éa(a) <f< éf(a)) =1-q.

Oa(a) G,c(a)' az (1 — a) - 100%-o0s megbizhatdsagi konfidencia in-
tervallum alsé és felsd hatdrai. Pl. o = 0.05: 95%-0s megbizhaté-
sagl konfidencia intervallum.

A minta egy konkrét realizacidjat behelyettesitve a éa(a) és é,c(a)

becsléfiiggvénybe egy |, konkrét” intervalumot kapunk.
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Normalis eloszlas, ismert széras
Y1,¥2, .-+, ¥n: FAE minta N'(p1, 0?) eloszlasbél, o ismert.
0 = p: becsiilni kivant sokasagi jellemzé.
y ~ N (u,0%/n), ezért

z- Z/_f% ~ N(0,1).

Ha (z1, z2) egy intervallum, és ®(z) a standard normilis eloszlas
eloszlasfliggvénye, akkor

Pz < y—H
o/v/n

Olyan intervallumot keresiink, hogy az intervallumon kiviil esés

valészinlisége mindkét oldalon egyenld («/2) legyen.

< zz> = ®(2) — O(z1).

Z eloszldsa szimmetrikus, 0,(4) és 0f(,) a mintadtlagra nézve
szimmetrikusan helyezkednek el.
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Normalis eloszlas, ismert széras

Adott z € R esetén a (—z, z) intervallumba esés valdszinlisége:

P (—z < a/\f ) P(2)—(—2)=d(2)— (1-P(2)) =2¢(z)—

Adott 0 < o < 1 esetén keressiik azt a z értéket, melyre

)7_'“ = z) — = — Z) = — .
P<—2<0/ﬁ<z>—2<b() 1=1 — P(z)=1 /2

Megoldds: z = z;_, >, a standard normdlis eloszlds p =1 — a/2
rendl kvantilise. Tablazatbdl meghatdrozhaté.

Pl: a = 0.05, 1-— a/2 = 0.9757 Z0.975 — 1.9600,
a=0.10, 1 — /2 =0.950, zy.950 = 1.6449.

P(y 7 a/2f<,u<y4‘21 a/2\/>):1_a'
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Normalis eloszlas, ismert széras

Alsé hatdr: Oy, =V —z1_4 )25 (valésziniiségi valtozo).
Felsé hatdr: QA,c(a) =y+ Zl—a/Z% (valészinliségi valtozd).

Hibahatdr: Ay = A = Zl—a/Z%-

Ismételt mintavétel esetén az esetek dtlagosan (1 — «) - 100 szaza-
lékaban igaz, hogy a (0a(a), 0(a)) intervallum lefedi (tartalmazza)
a keresett sokasagi jellemzét.

> Minél nagyobb « értéke, annal kisebb a megbizhatésag. Ki-
sebb megbizhatdsag keskenyebb konfidencia intervallumot
eredményez.

» A mintaelemszam novelése csokkenti a hibahatart, azaz rovi-
debb intervallumot eredményez.

A mintavételezés utdn a szadmegyenes egy konkrét intervallumat
kapjuk. ltt mdr nem beszélhetiink arrdl, hogy ez 1 — « valdszinii-
séggel lefedi a keresett sokasagi jellemzét.
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Példa

Egy teherautérakomannyi félliteres iiditGitalbdl 10 palackot vélet-
lenszerlien kivdlasztva és lemérve azok Urtartalmat az alabbi, milli-
literben kifejezett értékeket kaptuk:

499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495.

Ismert, hogy a palackokba toltott uditéital mennyisége normilis el-
oszlast 3 ml szdérdssal. Adjon 95%-os megbizhatésagl konfidencia
intervallumot az atlagos toltotomegre.

n=10, 0 =3, o = 0.05, Z1—a/2 = 20975 = 1.96, y = 500.7.

A keresett konfidencia intervallum:
o 3
vy+tzi_nn—— =500.7+ 1.96—— = 500.7 &+ 1.8594.
y 1 /2\/5 \/E

Hatdrok: 6, = 498.8406, O; = 502.5594: hibahatar: A = 1.8594.
Jelolés: Intgs(p) = (498.8406,502.5594).
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Példa

n=10, c =3, A = 1.859%, Intg.os(n) = (498.8406, 502.5594).

Mekkora mintaelemszdm sziikséges egy kétszer ilyen pontos 95%-os
megbizhatdsagl konfidencia intervallum meghatdrozdsiahoz?

Uj hibahatar: A = A/2.
Uj mintanagysag: 7.

~ o 3 3 o
A= — =196—==196——— = — =

Megoldds: n = 4n = 40, azaz négyszeres mintanagysdg sziikséges.

A)2.

2
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Példa

n=10, 0 =3, A =1.8594, Into.os(p) = (498.8406,502.5594).

Mekkora mintaelemszdm sziikséges egy fele ilyen pontos 90%-os
megbizhatdsdgu konfidencia intervallum meghatarozisihoz?

Uj hibahatdr: A = 2A.
Uj mintanagysag: 7.
Uj megbizhatésdg: & = 0.1, z_z/2 = Zo.05 = 1.6449.

~ o 3 3 o

A=zygs—==16449-"—=2.196—— =2- — =2A.
20.95\an 6 9\an %m 20'9752ﬁ
1.6449 2-1.96 \F_l.6449-\/ﬁ:1.3269 s 517608,

= — Vn=
NV 2.1.96

Megoldas: legaldbb 2 elemii minta sziikséges.
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Egyoldali konfidencia intervallumok

Y1,Y2,...,Yn: Minta

0: becsiilni kivant sokasagi jellemzo.

Adott o esetén keresiink olyan HAa(a) és QA,c(a) becsloéfiiggvényeket,

melyekre
P(6 < éf(a)) =1l-a (baloldali konfidencia intervallum);
P(éa(a) <f)=1-a (jobboldali konfidencia intervallum).

Normalis eloszlas, ismert szoras

Y1,¥2, .-+, ¥n: FAE minta N'(p1, 0?) eloszlasbél, o ismert.

6 = p: becsiilni kivant sokaségi jellemzé.

Baloldali konfidencia intervallum:

_ o _ o
P <,u < y+zlaﬁ> =1—q«, azaz <—oo, 3% +Zlaﬁ> .

Jobboldali konfidencia intervallum:

_ o _ o
P y—zl_aﬁ<u =1—q«, azaz y—zl_a%,oo .
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Normalis eloszlas, ismeretlen szdras
Y1,¥2, ..., ¥n: FAE minta N(p1, 0?) eloszldsbél, o nem ismert.
0 = p: becsiilni kivant sokasagi jeIIemz(‘S.

0?2 becslése: s2 = -5 (y; — ) :

ezért adott « esetén
_ s _ s
Py —ti_ap(n— 1)% <p<y+tiapln- 1)% =l-oa.

ti—aj2(n—1): az n—1 szabadsdgi foki t-eloszlds p = 1 — /2
rendii kvantilise. Tablazatbdl meghatarozhaté.

Az (1 — «) - 100%-0s megbizhatdsagui konfidencia intervallum

alsé hatara: Y—tl_a/g(n—l)ﬁ; felsé hatdra: 7+t1_a/2(n—1)ﬁ.
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Példa

Egy gabonaraktdrban 60 kg-os kiszerelésben blzat csomagolnak. A
havi minGségellendrzés sordn lemértek tiz darab véletlenil kivalasz-
tott zsakot. Eredményiil a kovetkezdket kaptak:

60.2, 63.4, 58.8, 63.6, 64.7, 62.5, 66.0, 59.1, 65.1, 62.0.

Feltételezve, hogy a toltétomeg normdlis eloszldsi, adjon 95%-os
megbizhatdsagi konfidencia intervallumot a zsdkokba 1évé biiza-
mennyiség varhatd értékére.

n=10, a=0.05, t;_o/5(n— 1) = to.975(9) = 2.2622,
y = 62.54, s> =6.2938, s = 2.5087.

A keresett konfidencia intervallum:

2.5087
Y+ ti_o(n— 1)\% = 62,544 2.2622= 7 = 62.54 4 1.7946,

azaz
Int 0‘95(/L) = (60.7454, 64.3346) kg.
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Sokasagi variancia becslése
)/1,)/27 .., ¥n: FAE minta N (u, 2) eloszlasbdl.

0 = o2: becsiilni kivant sokasagi Jellemzo

n— IZI l(y’_ )

pr (n— 1)s2

o2 becslése: s?

2
o2 ~ X

ezért adott o esetén

(=D o (=D
i <X1—a/2(”— 1) s Xy2(n— 1)) =l

Xyo(n—1) és X1_,o(n—1): az n— 1 szabadségi fokd X?-elosz-
las a/2, illetve 1 — a/2 rendii kvantilisei. Tablazatbdél meghataroz-
hatdak.

A o2-re adott (1 — a) - 100%-0s megbizhatésagti konfidencia

intervallum alsé hatdra: )((”71()”1) fels hatdra: %
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Példa
Tekintsiik az el6z6 példa normalis eloszlasinak feltételezett minta-
jat:
60.2, 63.4, 58.8, 63.6, 64.7, 62.5, 66.0, 59.1, 65.1, 62.0.

Adjunk 95%-o0s megbizhatdésagi konfidencia intervallumot a szé-
rasra.

n =10, a=0.05 X,/»(n—1) = Xp.025(9) = 2.7004,

X1_2(n—1) = Xoo75(9) = 19.0228, s> = 6.2938.
A o°-re vett 95%-0s megbizhatésagl konfidencia intervallum
n—1)s? 9.6.2938
alsé hatara Xl(—a/Z(n) ) = o028 2.9777,
(n—1)s? ~9-6.2938

felsé hatd = = 20.9762.
elso hatara Xa/z(”— 0 57004 0.976

A o-ra vett 95%-0s megbizhatdsagl konfidencia intervallum:

Intg.05(c’) = (V2.9777,/20.9762) = (1.7256, 4.5800).
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Sokasagi arany becslése
Legyen adott egy esemény, aminek a valdsziniisége P. PI. feldo-
bunk egy érmét és fejet dobunk, egy véletlenszeriien kivalasztott
hallgaté lany, stb.

n elem{i minta: n darab fliggetlen kisérlet az adott eseményre.
P=p= %: P torzitatlan és konzisztens becsl6fliggvénye, k a
vizsgalt esemény bekovetkezéseinek szama.

k eloszlasa binomidlis n és p paraméterekkel, ezért

P(1—P 1-
E(p) =P, Var(p)= 0,2, = (n)’ becslése sg = p(np)

Ha a mintaelemszam nagy, azaz min{np, n(1 — p)} > 10, akkor
p p—
Sp

7 —

eloszldsa kozel N(0,1),

ezért adott o esetén

[p(1— /p(1—
P(p—Z]_a/z p(np)<P<p+Zla/2 p(np)>:1—a

162 /189



Mintanagysag

Az P ardnyra vett (1 — «) - 100%-0s megbizhatésagu konfidencia
intervallum

alsé hatdra: p—zl_a/zy/@; felsé hatdra: p+z;_q/2 @.
Adott A pontossdghoz sziikséges mintanagysag:

z . P-(1-P)
n = A2 .

P nem ismert, de P - (1 — P) < 1/4, azaz egy fels6 becslés a

mintanagysagra:
22
_ “1-a/2

"= aar
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Példa

A Median kozvéleménykutaté oktdber végi 1200 fés reprezentativ
mintan alapulé felmérése alapjdn az dsszes megkérdezett 40%-a
vallotta magat biztos szavazénak (HVG, 45. szdm, 2012. novem-
ber 10). Adjon 95%-0s megbizhatdsigt konfidenciaintervallumot a
biztos szavazdknak az ardnyara az Osszes vélasztépolgar kozott.

n=1200, p=0.4, a =0.05, z;_,/» = Zo.975 = 1.96, 55 = 0.0002.
A keresett konfidencia intervallum:

1— )
PA=P) _ 041106, /%4 00

PEZ1ap n 1200

= 0.4 +0.0277,

azaz
Int 0.05(P) = (0.3723,0.4277).
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Példa

Az eléz8 példdban 90%-o0s megbizhatésdg mellett hany elemdi
minta kell az 1%-os pontossig eléréséhez?

a=0.1, 21 o = 2005 = 1.6449, A = 0.01.

A sziikséges mintaelemszam egy fels6 becslése:

n

e (1.6449

2
=1 AT 2'0‘01> = 6763.9.

6764 elemi minta mar biztosan teljesiti a kivant feltételeket.
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Ertékésszeg becslése
Y1, Y2,..., Yn: N elemii sokasag.
i =Y: sokasagi varhat6 érték.
Y'= NY = Nu: értékosszeg.
Ha a p varhatd értékre adott egy az y1, o, ..., Yy, minta alapjan
késziilt konfidencia intervallum, akkor az értékosszegre vett konfi-
dencia intervallum ennek az intervallumnak az N-szerese.

Példa
Tiz véletlenszeriien kivélasztott zsdk biza toltétomege alapjan az
atlagos toltétomegre vett 95%-os megbizhatdsdgi konfidencia in-
tervallum:

Intg.o5(p) = (60.7454,64.3346) kg.
Tegylik fel, hogy a raktdrban egy hét alatt 10000 zsdkot toltenek
meg. Ekkor az dsszes toltémennyiségre vett 95%-os megbizhaté-
sagl konfidencia intervallum:

Int g.05(Y’) = 10000(60.7454, 64.3346) kg = (607.454, 643.346) tonna.
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Varhato értékek kiilonbségének becslése. Ismert szdrds
X1,X2, -, Xny: FAE minta N(ux,o%) eloszldsbdl.
Y1,Y2, - Yny: FAE minta N'(uy,0%) eloszldsbél.
A két minta fliggetlen és a J§< és a% variancidk ismertek.
0 = py — ux: becsiilend6 sokasagi jellemzo.
d =y —X: becsléfiiggvény, normalis eloszlds,
E(d) = § (torzitatlan), Var(d) = Var(y)+Var(x) = Ug U—Y—i—gx,
ny nx
ezért adott o esetén

P (9 —Z1-0)20g < §<d+ Zlfa/20'g) =1—-oa.

Az (1 — a) - 100%-0s megbizhatdsagui konfidencia intervallum

7 7 O'Y O'g(
alsé hatdra: y —X — z;_q/2 + X

nx
0'2 0'2
felsd hatdra: y —X + 21421/ 75 + 7%
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Varhato értékek killonbségének becslése. Ismeretlen széras

X1,X2, -, Xny: FAE minta N(ux,o%) eloszldsbdl.
Y1,Y2, - Yny: FAE minta N(uy,0%) eloszldsbél.
A két minta fliggetlen és a J§< és a% variancidk nem ismertek,

de egyenléek, azaz 0% = 0% = 0.

0 =y — px: becsiilendd sokasagi jellemzd.
0% becslése: s2 = S (% — %)%
X X nx —1 i=1\"

2 becslése: s2 = v 121 Y (i —¥)%

02 = 0% = 02, kombinalt becslése:

2 (x =1k +(ny —1)5f
nx +ny — 2

C

d =y — X becsldfiiggvény standard hibdja és becsiilt standard
hibdja
2 2
o o 1 1
XY 4 X S5 =5/ —+ —.

Oq =
ny  nx ny — nx

168 /189



Varhato értékek killonbségének becslése. Ismeretlen széras

d =y — X becsléfiiggvény eloszldsa N (6, o%), valamint

d-s

Sd

T ~ t,, ahol v =nx+ ny —2,

ezért adott o esetén
P (E — tl—a/Z(V)SH <d<d+ tl_a/g(l/)SE) =1-oa.

ti—as2(v): av = nx+ ny — 2 szabadsagi foki t-eloszlds
p=1— /2 rendii kvantilise. Tabldzatbdl meghatarozhatd.

Az (1 — «) - 100%-o0s megbizhatdsagu konfidencia intervallum

alsé hatdra: ¥ — X — t1_oo(nx + ny — Q)SCm;
fels6 hatdra: y — x + tlfa/2(nx +ny — 2)56\/%'

169 /189



Példa

Kétfajta instant kavé oldédasi idejét tesztelték, melyekbdl minden alkalommal
azonos mennyiséget tettek 1 dl forrdsban 1év6 vizbe. A kisérletek eredményeit
az alabbi tablazat tartalmazza:

K&vé Oldédasi idé (masodperc)
Mokka Makka (Y) | 82 50 6.8 67 58 73 64 78
Koffe In (X) 51 43 34 37 61 47

Az oldédasi idoket normdlisnak, a szérasokat pedig egyenlonek tételezve fel ad-
jon 95%-0s megbizhatdsig konfidencia intervallumot az tlagos oldédasi idék
kiilonbségére.

ny =8, nx =6, v =12, a =005, t;_,(v)=2.1788,
¥ =6.75, X = 455, s2 = 1.0857, sx = 0.9670.

A variancia kombinalt becslése:
— 2 j— 2 . .
53 _ (nx—1)sx + (ny—1)sy _ 7-1.0857 +5-0.9670 ~1.0362, s — 1.0180.
nx +ny —2 12

A keresett konfidencia intervallum:

1
y—fitl,a/z(nx+ny—2)sc,/n— + - = 6.75-4.5542.1788-1.0180/ £ +
Y nx

Into.05(0) = Into.os(py — px) = (1.0022, 3.3978).

O\M—l
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Paros minta

<y1> , <y2) ey <y">: FAE minta (Y> vektorra, di=y; — x;
X1 X2 Xn X

normalis eloszldst (i = 1,2,...,n), E(Y)=py, E(X)=pux.
A két ismérv nem fiiggetlen!
0 = uy — px: becsiilendd sokasagi jellemzd.

di,db, ..., dy: Gj minta N(J,03) eloszldsbdl. Ezzel a mintaval
készitiink konfidencia intervallumot d-ra.

2 becslése: s3 =130 | (d; — d)
d—9
T'=——Fr~thr1,
sa//n '
ezért adott o esetén
_ Sd — Sd
P <d — tl_a/2(n — 1)% < 5 < d + tl_a/2(n — 1)\/E> :1 — .
Az (1 — «) - 100%-o0s megbizhatdsagu konfidencia intervallum

alsé hatara: H—tl_a/z(n—l)%; felsé hatara: H+t1_a/2(n—1)%.
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Példa

A Mindent Tudas Egyeteme mdsodéves gazdasiginformatikus hallgatdi két
zarthelyi dolgozatot irtak statisztikdbdl. Az aldbbi tabldzat tiz véletlenszeriien

kivalasztott hallgaté eredményeit tartalmazza:

Hallgaté A[B|[C|[DJE[F[G|H]T]]J
I. dolgozat (Y) | 57 | 63 | 67 | 82 | 45 | 65 | 53 | 32 | 51 | 27
I dolgozat (X) | 53 | 62 | 63 | 80 | 46 | 64 | 44 | 28 | 50 | 29

A dolgozateredmények eltérését normalis eloszlastinak tételezve fel adjon

98%-0s megbizhatdsagl konfidencia intervallumot az dtlagos pontszdmok

kiilonbségére.

Ujminta (di =y, —x): 4, 1, 4,2, =1, 1, 0, 4, 1, —2.

n=10, « =0.02, t;_q/2(n—1) = to.00(9) = 2.8214,
d =23, s2=09.7889, sy = 3.1287.
A keresett konfidencia intervallum:

d+ti_ap(n— 1)% —2.3+28214 3‘\2%7

Into.0s(0) = Into.os(py — ux) = (—0.4915,5.0915).

= 2.34+2.7915,

azaz
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Hanyadosbecslés paros minta esetén

<y1> , <y2> Yy <y">: FAE minta (Y> vektorra.
X1 X2 Xn X

E(Y) = uy, E(X) = pux, Var(Y) = o%, Var(X) = o%.
H = py/ux: becsiilendd sokasagi jellemzé.

h=Yy/x: becsléfiiggvény, eloszldsa nem ismert, de nagy minta
esetén kozel normalis.

H
E(h) ~ H + ;(v)% — (X, Y)VxVy).

Vx =ox/ux, Vy =oy/uy: X és'Y relativ szérdsa.
r(X,Y): X és Y korrelicidja.

H2
Var(h) ~ T(V)% + V§ —2r(X, Y)Vx Vy).

h a H hanyados torzitott, de aszimptotikusan torzitatlan és kon-

zisztens becslése.
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Kulso informacids becslés
Kiils6 informacid: pl. ismert ux.

Y
X

wy becslése: fiy = ux - £ = pux - h.

1
Var(fiy) = p3 Var(h) ~ ;(oy + H?0% — 2Hr(X, Y)oxoy).

2
Hagyomanyos becslés variancidja: Var(y) = UTY

2
1
Var(fiy) < Var(y), ha "nY > (o} +H?0%—2Hr(X, Y)oxoy).
azaz 1 Vv
X,Y X
(XY 25 4

Ha az X és Y korrelacidja elég nagy, a kiilsé informaciét hasznélé
becslés hatékonyabb, mint a mintaatlag.

174 /189



Becslés EV mintabdl

EV minta: N elem(i sokasagbdl vélasztunk n elemet visszatevés
nélkiil.
Kiilonbségek a FAE mintdhoz képest.
» A minta fontos jellemzdje az alapsokasdg N nagyséaga.
> Az egyes mintaelemek nem fliggetlenek.
> A mintajellemzdk eloszldsanak meghatarozdsa jéval bonyolul-
tabb, mint FAE minta esetén. Nagy mintdk esetén a mintaat-
lag, az értékosszeg és a sokasagi arany kozelit6leg normalis el-
oszlasu.

_ _ o2 (N—n o2 n
EGev) =n,  Var(yey) = — (N— 1) o (1 - N)'

EV mintdbdl a varhaté érték becslése pontosabb, mint ugyanakko-
ra FAE mintdbdl.
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Sokasagi atlag becslése, nagy minta
Y1,Y2,...,¥n: EV minta egy N elemii sokasaghdl, n > 30.
p = Y: becsiilni kivant sokasagi jellemzd.

Ha o értéke ismert, adott o esetén

n
A e N ) RN
Az (1 — «) - 100%-o0s megbizhatdsagi konfidencia intervallum
alsé hatdra: 7—21_(1/2%,/1 - N
felsd hatdra: )74—21_&/2%,/1 - N

Ertékésszeg becslése: FAE mintdhoz hasonléan

Ha o nem ismert, akkor az s empirikus szérdssal helyettesihetjiik.

Adott A pontossdghoz sziikséges mintaelemszdm:

2 2
h_ a2
22 /202/N + A2
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Sokasagi arany becslése EV mintdbdl
Legyen P valamilyen tulajdonsdgl elemek ardnya az N elem(i soka-
sagban.

Minta: n darab visszatevés nélkiil kivalasztott sokasagi elem.

P = p= %: P torzitatlan és konzisztens becslofliggvénye, k a

vizsgdlt tulajdonsdgl elemek szdma a mintdban.

E(p) =P, Var(p) = P(ln_P) (1—%) ~sh = P(ln—P) (1_%) .

Ha a mintaelemszam nagy, akkor
p —
Sp

7 —

eloszldsa kozel N(0,1),

ezért adott « esetén az (1 — «) - 100%-0s megbizhatdsdgi konfi-
dencia intervallum

alsé hatara: p—zl_a/zy/@Ml—ﬁ,
fels6 hatdra: p—{—zl_a/m/@w/l—ﬁ
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A hipotézisvizsgdlat altalanos kérdései
A sokasagokra vonatkozé kiilonféle feltevéseket hipotéziseknek, az
azok helyességének mintavételi eredményekre alapozott vizsgalatat
pedig hipotézisvizsgdlatnak nevezziik. A hipotézisek a vizsgalt so-
kasag(ok) eloszldsara vagy az adott eloszldso(ok) egy vagy tobb
paraméterére vonatkozhatnak. A kilonféle hipotézisek vizsgélatdra
szolgalé eljardsokat statisztikai prébdknak nevezzik.

Eredményiil nem azt kapjuk, hogy egy hipotézis igaz-e, vagy sem,
hanem hogy az adott koriilmények kozott elfogadjuk-e.

Példa

1. Tudva, hogy egy lditéitalt gyarté gépsorrdl lekeriild palackok-
ban a folyadékmennyiség normalis eloszlasi 3 ml széréssal,
egy 10 elemi minta alapjan vizsgaljuk meg, az 4tlagos
toltdmennyiség 500 ml-e.

2. Egy 15 elem{i minta alapjan vizsgéljuk meg, a gyartdsorrdl le-
ker(il6 palackokban a folyadékmennyiség normalis eloszlasi-e.

3. 500 ember haj- illetve szemszinét megvizsgalva dontsiink, a

hajszin fliggetlen-e a szemszintdl.
179 /189



Hipotézisek megfogalmazasa
Két egymasnak ellentmondé feltevést — hipotézist — fogalmazunk
meg.
Az egyik: nullhipotézis, jelolése Hy, err6l hozunk dontést.

A masik: alternativ hipotézis, vagy ellenhipotézis, jelolése Hj.

Példa
1. Jelolje p a palackokba toltott folyadékmennyiség varhaté
értékét.
Ho : p =500 ml; Hy : p # 500 ml.

2. Hp: a folyadékmennyiség normalis eloszlasu;
Hi: a folyadékmennyiség nem normalis eloszlasu.
3. Hp: a hajszin és a szemszin fiiggetlenek egymastdl;
Hi: a hajszin és a szemszin nem fliggetlenek egymastdl.

Egyszerl nullhipotézis: fennalldsa esetén a sokasdg eloszlasa egyér-

telmiien meghatdrozott.
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A prébafliggvény meghatarozasa
Prébafiiggvény: az y1,ys,...,yn minta egy olyan T(y1,¥2,...,Yn)
fliggvénye, melynek eloszldsa Hy teljesiilése esetén ismert.
Példa
Az uditditalt gyartd gépsorrdl lekeriild palackokban a folyadékmennyiség
normdlis eloszlasi o = 3 ml szérassal és ha Hy igaz, akkor 500 ml var-
haté értékkel. n = 10 esetén ¥ ~ N(500,32/10), azaz
_ y—500 y—500
~g/v/n 310
A hipotézisek vizsgalatara probafiiggvényeket hasznalunk, amik a
becsléfiggvényekhez hasonldéan valdszinliségi valtozék. A préba-
fuggvényt tgy kell megvalasztani, hogy
» a sokasagra tett bizonyos kikotések teljesiilése (pl. normdlis
eloszlas, ismert széras),
» a mintavétel adott médja és a minta adott nagysaga (pl. FAE
minta vagy n > 100),
> az ellenérzendd Hy helyességének feltételezése
mellett annak eloszldsa pontosan ismert legyen. Ehhez Hp-nak egy-
szerli hipotézisnek kell lennie. 181/189
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Szignifikanciaszint, kritikus tartomany
A prébafiiggvény értékkészletét két diszjunkt részre bontjuk, egy
elfogadasi (E) és egy kritikus (K) tartomdnyra.

A hatdrok megadasa: ha Hp teljesil, akkor a prébafiiggvény egy
elére megadott nagy 1 — « valdsziniiséggel az elfogaddsi tarto-
manyba esik, ahol « kicsi (pl. 0.1, 0.05, 0.01).

Szignifikanciaszint: « -100% (pl. 10%, 5%, 1%)

K E Bal oldali kritikus tartomany.
o gl 1—a C,: a prébafliggvény eloszlasanak
c, p = « rendi kvantilise.
E K Jobb oldali kritikus tartomany.
1—a R cr: a prébafiiggvény eloszldasdnak
cr p =1— « rendl kvantilise.
K E K  Kétoldali kritikus tartomany.
/2 11—« a/2 Ca G2 prébafliggvény eloszlasdnak
c o p=a/2 ill. 1—«/2 rendii kvantilise.
a
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Egy- és kétoldali kritikus tartomanyok
A valdsdgnak a nullhipotézisben rogzitett allapottdl valé meghata-
rozott irdnyud eltérései egyoldali alternativ hipotézisként irhatdk fel.
Ha az egyoldali alternativ hipotézis fenndllasa esetén a prébafiigg-
vény kisebb értéket vesz fel, mint Hy fennallasakor, bal oldali, el-
lenkez6 esetben pedig jobb oldali alternativ hipotézisrél beszéliink.
A bal oldali alternativ hipotéziseket ezutan H{’—vel, a jobb oldalia-
kat pedig H!-vel jeldljiik.
A valdsdgnak a nullhipotézisben rogzitett allapottdl vald tetszéle-
ges irdnyl eltérései kétoldali alternativ hipotézisként fogalmazha-
tok meg. A kétoldali alternativ hipotézis fennalldsa esetén a préba-
fuggvény értéke akar kisebb, akadr nagyobb lehet, mint Hy fennalla-
sakor. A kétoldali alternativ hipotéziseket ezutdn Hi-gyel jeloljik.

Példa
Hp : o = 500 ml;
HP <500 ml;  H!:p>500ml;  Hy:p# 500 ml.

Ca, Cr: kritikus értékek, hozzatartoznak a kritikus tartomanyhoz. 163 189



Példa

Tudva, hogy egy uditéitalt gyartd gépsorrdl lekeriilé palackokban a folyadék-
mennyiség normdlis eloszldsi 3 ml szérdssal, egy 10 elem{i minta alapjan 5%-os
vizsgaljuk meg, az atlagos toltdmennyiség 500 ml-e. irjuk fel az egyoldali és a
kétoldali kritikus tartomanyokat.

Szignifikanciaszint: 5%, azaz a = 0.05.

o . y — 500 L , -

Prébafiiggvény: z = . Ha Hp teljesiil, eloszldsa standard normilis.
ggveny 3/\/ﬁ o telj

Kvantilisek:

Rend: p | @/2=0.025 | =005 | 1-a=0.95| 1 —«a/2=0.975

Kvantilis: z, | -1.9600 | -1.6449 | 16449 | 1.9600

Ho : ;o =500 ml; Hi @ o # 500 ml.

Kritikus tartomany: z < ¢, = Zo2 = Z0.025 = —1.96 vagy

Z2> ¢ =21_q) = Zoors = 1.96, azaz |z| > 1.96.
Ho : 1 = 500 ml; Hf @y < 500 ml.
Kritikus tartomany: z < ¢; = zo = 2p.05s = —1.6449.

Ho : 1 = 500 ml; H : p > 500 ml.

Kritikus tartomany: z > ¢ = z1_o = Z0.95s = 1.6449.
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Mintavétel és dontés
A minta adataibdl kiszamitjuk a prébafiiggvény értékét. Ha az a
kritikus tartomanyba esik, a megadott szinten elvetjiik Hp-t, ellen-
kezd esetben elfogadjuk.

Példa

Egy teherautérakomannyi félliteres iiditoitalbdl 10 palackot véletlenszeriien ki-
vélasztva és lemérve azok (irtartalmat az aldbbi, milliliterben kifejezett értéke-
ket kaptuk:

499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495.

Ismert, hogy a palackokba toltott iiditSital mennyisége normaélis eloszlasd 3 ml
széréssal. 5%-os dontési szintet haszndlva vizsgédlja meg a gyarté azon allita-
sat, hogy a palackokba atlagosan fél liter ldit6italt toltottek.

Ho : =500 ml; Hi 1 # 500 ml (kétoldali ellenhipotézis).

n =10, &« =0.05, 0 =3, y =500.7. Kritikus tartomany: |z| > 1.96.
_500.7 — 500

= 0.7379 < 1.96.
3/V/10

Prébafliggvény értéke: z

5%-os szinten elfogadjuk Ho-t.
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Hibak

Els6faja hiba: a Hp hipotézist elvetjiik, pedig igaz. Valdsziniisége
megegyezik az « szignifikanciaszinttel.

Masodfaji hiba: a Hy hipotézist elfogadjuk, pedig nem igaz. En-
nek a B valdszinliségét csak akkor szamszeriisithetjik, ha pontosan
tudjuk, a Hp helyett a valésdgban milyen egyszer(i alternativa all

fenn.
Ho igaz nem igaz
elvetjiik elséfaji hiba («) helyes dontés (1 — )
elfogadjuk | helyes dontés (1 — «) | mdsodfaji hiba (5)

Adott mintanagysag és egyszerii alternativa mellett az els6faju és a
masodfaji hiba elkovetési valdszinlisége egymdssal ellentétes irdny-
ba mozog.
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p-érték
A p-érték az a legkisebb szignifikanciaszint, amin Hy mar éppen el-
vethet6 Hi-el szemben. A p-érték a T prébafiiggvénynek a hipoté-

zisvizsgdlathoz hasznalt mintabdl nyert értéke alapjan hatdrozhaté
meg.

Egyoldali alternativ hipotézis esetén a p-érték lgy hatdrozhatd
meg, hogy a prébafliggvény mintabdl nyert értékét H; irdnyanak
megfelelden alsé vagy fels6 kritikus értéknek tekintjuk, majd meg-
allapitjuk, vagy megbecsiiljik a hozza tartozé szignifikanciaszintet.

Kétoldali alternativ hipotézis esetén a prébafiiggvény mintabdl
nyert értékét elGjelétdl — egyes esetekben nagysagatdl — fliggden al-
sé vagy felso kritikus értéknek tekintjlik, majd a hozzatartozé szig-
nifikanciaszint kétszeresét vessziik.

Adott « szint esetén:
p < a: elvetjik Hyp-t; p > a: elfogadjuk Hp-t.
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Példa
Minta:

499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495.

Hipotézisek:

Ho : o =500 ml; Hi @ # 500 ml  (kétoldali ellenhipotézis).

n=10, o =3, y =500.7.
500.7 — 500
Prébafiiggvény értéke: z = ——— = 0.7379 > 0.

3/V/10

Felso kritikus értékként kezeljiik:

P(Z >0.7379) = 1 — P(Z < 0.7379) = 1 — $(0.7379)
=1 - 0.7697 = 0.2303.

p-érték: 2-0.2303 = 0.4606.
a > 0.4606: elvetjik Ho-t; a < 0.4606: elfogadjuk Hp-t.
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Osszetett nullhipotézisek
Példa
Ho : > 500 ml; Hi @ ;< 500 ml.
Az osszetett nullhipotézis helyett az egyoldali alternativ hipotézis-

nek legkevésbé ellentmondé egyszerl(i hipotézist vélasztjuk. A pél-
daban: p =500 ml.

A HP vagy H{ egyoldali alternativ hipotézisnek legkevésbé ellent-
mondé egyszerii hipotézist technikai nullhipotézisnek nevezziik és
Hy -vel jeldljiik. A példdban:

H()T:u:500 ml; Hi < 500 ml.

Ha HOT elvethetd valamely egyoldali alternativ hipotézissel szem-
ben, akkor vele egylitt elvethetd az adott egyoldali alternativ hipo-
tézisnek HOT—néI jobban ellentmondé minden egyszer(i hipotézis is.
Ha HOT nem vethet6 el valamely egyoldali alternativ hipotézissel
szemben, akkor csak annyi allithatd, hogy a vizsgalt alternativ hi-
potézissel szemben legaldbb egy egyszer(i hipotézis nem utasithaté

vissza.
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