Diszkrét matematika feladatok

2013/14 tanév, I. félév

1 gyakorlat

1.1 Bizonyitsa be teljes indukciéval az alabbi allitasokat!

(a)

1+2+---+n:w Vn € N esetén,

124924 .. 4n2= n(n—|—1)6(2n+1) Vn € N esetén,

Pr2d 4. 40’ = <n(nT+1)>2 Vn € N esetén,
1+3+5+---+(2n—1)=n*>  Vn € N esetén,
12+32+52+---+(2n—1)2:w Vn € N esetén,
1-2+2-3+---+n(n+1):n(n+1;(n+2> Vn € N esetén,
%+%+”'+n(nl—i—1):nj—l Vn € N esetén,

1-442-7T+--+nBn+1)=n(n+1)? Vn € N esetén,

1 1 1 n+ 2
1—=)(1—-=).  (1- _ N eseté
< 4)( 9) < (n+1)2> oo nENeseten,

1-+22l+---+n-nl=mn+1)-1 Vn € N esetén,
6|(n® —n) Vn € N esetén,
6](n® + 5n) Vn € N esetén,
5(24m 1 4 3) Vn € N esetén,
3|(n® + 5n 4 6) Vn € N esetén,
(
(
3

|
91(10™ + 3 - 42 + 5) Vn € N esetén,
|

4|(7 4+ 10n — 5) Vn € N esetén,

n n®

— 4+ = + 'H egész szam minden n € N esetén,
+

)'>2mt3 . han >5,

>2(vn+1-1) Vn € N esetén,

2
( n) < 4™ ' han>5,
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(u) Zﬁ§2__ Vn € N esetén,
(v) n® <2 han> 38,

1
(w) v/n < Z — <2v/n Vn € N esetén.
= VE

Tegyiik fel, hogy n > 4 id6s holgy mindegyike tud egy pletykat (mindenki kiillonbozot).
A holgyek mindegyikének van telefonja, és ha két holgy felhivja egymast, akkor az
osszes addig tudomasukra jutott pletykat elmondjak egymésnak. Bizonyitsuk be teljes
indukcioval, hogy 2n — 4 telefonhivassal megoldhatd, hogy mindannyian ismerjék az
Osszes pletykat!

gyakorlat

Igazolja az alabbi oszthatdsagokat!
(a) 9](10" + 53), (c) 6](107 — 88),
(b) 36/(10'7 — 64), (d) 12|(10'° + 44).

Milyen szamjegyeket irhatunk a és b helyére, hogy teljesiiljon az oszthatésag?

(a) 33]52ab71 (c) 45|61a24b
(b) 36|762a4b (d) 72|44a21b

Igazolja az alabbi oszthatésagokat!
(a) 200[(199° — 199) (c) 200|(1013 + 99%)
(b) 7](11° — 49) (d) 99](112% — 2211)
Szamitsa ki 100! hany nullara végzodik!
Létezik-e olyan n egész szam, hogy n! pontosan 5 nullara végzédik?
Igazolja, hogy négy egymaést koveto egész szam szorzata mindig oszthatd 24-gyel!

[gazolja, hogy ha egy tetszoleges pozitiv haromjegyi szamot onmaga mogé irunk, az
igy kapott hatjegyli szam oszthato lesz 13-mal!

Euklideszi algoritmus segitségével szamitsa ki az alabbi szamok legnagyobb ko6zos
osztéjat!

(a) 672 és 360, (c) 1225 és 216, (e) 783 és 1160,
(b) 455 és 312, (d) 680 és 845, (f) 3751 és 1240.
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Mutassa meg, hogy nem léteznek olyan a és b egész szamok, hogy a? = 5b°.

Bizonyitsa be, hogy az aldabbi egyenletek nem oldhatok meg a pozitiv egész szamok
korében!

(a) nF*1 = (n—+ 1)k, (c) k(k*+1) = 3267,
(b) a® + 25a = 7425, (d) 30" + 31m = 32*,

Oldja meg az alabbi egyenleteket az egész szamok korében!

(a) a® — b* = 100, (d) ab+a+b=5,
(b) a2 — 4b% = 116, (e) ab+3a—5b+3 =0,
(c) ab+a+b=12, (f) ab+ 2a+ 3b = 137.

Miért nem lehet két primszam osszege 20097

Lehet-e 2009 egymast kovetd egész szam Osszege primszam?

2.14 Van-e olyan n egész szam, melyre 2" — 1 és 2" + 1 is primszam?
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Lehetnek-e az n + 5, n+ 7 és n + 12 szamok egyszerre primszamok, ahol n € Z?

Legyen p > 3 primszam. Mutassuk meg, hogy 3|p? — 1 és 24|p? — 1.

gyakorlat

Hatéarozza meg az aldbbi szamok legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb kozos tobbszo-
rosét!

(a) 450 és 420, (c) 1260 és 14850, (e) 495 és 300,
(b) 539 és 364, (d) 663 és 308, (f) 990 és 420.

Bizonyitsa be, hogy négy egymast kovetd természetes szam kozott mindig van egy,
amely a masik haromhoz relativ prim!

Hény pozitiv osztdja van az alabbi szamoknak?

(a) 252, (b) 600, (c) 528.

Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek pontosan 12 pozitiv osztdja van?
Hény olyan pozitiv osztdja van 7560-nak, amely a 15-hoz relativ prim?

Oldja meg (amennyiben lehetséges) az aldbbi linedris diofantikus egyenleteket!



3.7

3.8

3.9

(a) 14z — 18y = 6,
(b) 15z + 28y = 12,

(c) 12z — 15y = 26,
(d) 21z — 15y = 12,

(e) 495z 4 300y = 15,
(f) 18z + 28y = 10.

Gombéc Arturnak 1420 Ft-ja van, ezt mindet csokoladéra szeretné kolteni. A bolt-
ban kétféle csokoladét lehet kapni: a lyukas csokoladénak 35 Ft darabja, a kerek
csokoldadénak 40 Ft. Hogyan vélaszthat csokoladét Gombdc Artar?

Péter egy 20 szal virdagbdl allé csokrot vaséarolt 1430 Ft-ért. A csokorban haromféle
virag taldlhato, amelyekbdl egy szal rendre 50, 70, ill. 80 Ft-ba keriil. Hany szl viragot
tartalmaz az egyes fajtakbol a csokor, ha tudjuk, hogy egyik fajtabdl sincs benne 10-nél
tobb?

Egy vasaru boltban haromféle kiszererelésben aruljak a csavarokat. Ha az egyes ki-
szerelésekbdl 3, 4, ill. 7 darabot vesziink, akkor 83 csavarunk lesz, ha 4, 5, ill. 1 darabot,
akkor 80 csavarunk lesz. Hany darab csavar talalhato az egyes kiszerelésekben?

3.10 Oldja meg (amennyiben lehetséges) az aldbbi linedris kongruencidkat!
(a) 3z =5 (mod 7), (e) 5z =24 (mod 13),
(b) 12z =8 (mod 16), (f) 14z =8 (mod 21),
(¢) 9z = 15 (mod 12), (g) 11z =12 (mod 18),
(d) bz =4 (mod 11), (h) 30z = 48 (mod 58).
3.11 Mennyi maradékot ad

(a) 392, ha 29-cel osztjuk,
(b) 17%° ha 25-tel osztjuk,
(c) 23%, ha 50-nel osztjuk,

3.12 Mi az utols6 két szamjegye 19%1-nek?

4 gyakorlat

(d) 17'8, ha 40-nel osztjuk,
() 5455 ha 13-mal osztjuk,
(f) 383" ha 11-gyel osztjuk?

4.1 Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan! Abrézolja a megolda-

sokat a komplex szdmsikon!

(a) 2 +4=0,
(b) 22 +2x+2=0,

(c) 22—z +1=0,
(d) 2% —62% + 13z = 0.

4.2 Trja fel az aldbbi komplex szdmok algebrai alakjat!

(a) (3+14)(2+3i), (—2+3i)(b— 2i),

(b) 521, (3+4)(2+1),

i(14+2i), (=14+4)(1—20)(1+ 2i),
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(¢) (2—1)*, S+3° =234 -1, 200 10,
5430 1—i 1-2 2—i

d .
@& == 757 1o (3= 2i)(2 + 5i)

Hatéarozza meg az alabbi szamok abszolutértékét: 0, 1,4, —i, 32,4 + 7i.

?

N =

Milyen komplex szamokra igaz: z = z, z =iz, z =
Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazén!

(a) Z+ 22 =9+ 21, (d) 2%+ |z|> =2 — 61,
(b) Z+ [z)> =31 —1, (e) z- 22 = 8i,
) BT =-3-2, (f) 22 =i,

~—~

Abrézolja a komplex szamsikon az alabbi halmazokat!

(a) A={z€C : Im(z) = 0}, (d) D={z€C : Re(z) > 2},
(b) B={z € C : Re(z) =0}, (e) E={2€C: |z| <1},
(¢c) C={z€C : Im(z) <0}, (f) F={z€C : Re(z) =1Im(z)}.

Adja meg az alabbi komplex szamok trigonometrikus alakjat!

(a) 2, (c) —i, (e) 1414, (8) % —3i.
(b) i, (d) 1—4, (f) -3+ %%,
Legyen x = 3 (cos il + 7sin g) ésy =2 (cos g + 7sin %) Hatarozza meg az alabbi

kifejezések értékét!

() z-y. (b)) %, (c) a?, (d) v, <e>§ (£) a?y.

Trigonometrikus alak segitségével hatarozza meg az alabbi kifejezések értékét!
(2) Vi, (c) (24 20)*%,
(b) Vi, (d) (14 +/30)%L

Szamitsa ki a z = 81 (COS il + 7 sin g) komplex szdm masodik, harmadik, negyedik

5
gyokeit! Abréazolja a gyokoket a komplex szdmsikon!

frja fel és abrazolja a komplex szamsikon a harmadik, negyedik, 6todik és hatodik
egységgyokoket!



4.12 Az alabbi komplex szamok koziil melyek egységgyokok?

14 1+3‘ 1+1, 2( 7T+,,7r> 7T+,,7T
i, —+-1, —+—F=i cos — + ¢sin — cos — + isin —
T4 47 2 VR 2 2/ 2 2’

5 5 1 3 1 3

cosl+isinl, —+£z’, —— V3 , 1,
8 8 2 2 2 2
3w . 3w ok oan e

4.13 Legyen € = cos — + ¢sin —. Mutassa meg, hogy k£ = 1,...,8 esetén " eldallitja az

osszes nyolcadik egységgyokot!

4.14 Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!

(a) 22 —3iz+4=0, (d) 22+ (2+4i)z — 3+ 3i =0,
(b) 23+ 22+2=0,
(c) 25— 2=0, (e) 2iz* + (44 5i)z+ 5 =0.

5 gyakorlat

5.1 Hatarozza meg az alabbi polinomok gyokeit! frja fel a polinomok gyoktényezos fel-
bontasat!

5.2 frjon fel olyan minimalis fokszamu valds egyiitthatés polinomot, melynek

(a
(b

) a —3 kétszeres, az 1 egyszeres gyoke,

)
(c) az b és az i gyoke,

)

a2 azl+1ésazl—1igyoke,

(d) az i kétszeres gyoke!
5.3 Végezze el a kijelolt osztasokat!

(a) (22° —2® —5x —2): (x — 2),

(b) (2z* — 52® — T2% + 142 — 6) : (z — 3),
(c) (—32% +48z) : (z — 4),

(d) (62® +92% — 5z —4) : (2x + 1),

(e) (6z* — 7z® + 5z* — 2z) : (22% —x + 1),



5.4 Végezze el az aldbbi polinomokon a maradékos osztast!

a) 2% — 3% + 4% — 5x +6, 22 — 3z + 1;

b) 22° — 523 — 8z, x + 3;

(¢) a® =32*+1, 2+ 2+ 1;

(¢) z 332 —4r—1, ¥+ -z —1;

(d) z* —102% + 1, 2* — 4/22% + 62 + 422 + 1.

(
(

C

5.5 Hogyan kell megvalasztani a kovetkezd polinomok ismeretlen egytitthatéit, hogy tel-
jesiiljon az oszthatdosag?

(@) (z = 3)l(4a? ~ 62+ p);
(b) (x —a)|(z* + pa*z? — 5a3x + a*);
(c) (2® 4+ pz + q)|(z* + 1).

5.6 Adja meg az alabbi polinomok gyoktényezos felbontédsat!
(a) x* — 8z + 15, (c) 223 + 42% + 4z — 10,
(b) 623 + 132% + 15z — 25, (d) z*+4.

5.7 Horner-algoritmus segitségével hatarozza meg az alabbi helyettesitési értékeket!

(a) p(z) = 62% + 92% — bz — 4, p(—1/2) =7

(b) p(x) = 22° — 32t + 23 — 5% + 2x — 4, p(2) =7
(c) p(x) = 2° — 32* + 42 + 3z + 2, p(—1) =7

(d) p(x) = 22° = 32* + 2% + 22 + 1, p(—2) =7

6 gyakorlat

6.1 Bontsa parcialis tortekre a aldbbi torteket!

() e (©) Grae:

3 1
(b) (z+1)(z—3)(z+4)’ (d) (—3)(z+3)(z+2)

6.2 Bontsa parcidlis tortekre:

2

(a) I2—31J:—10’ <C) x3—f1$ii2—4’
1

(b) m7 (d) a:?ﬁ;ﬂ'
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Bontsa parcidlis tortekre:
x3—1 z34-5224-3x—9
(a) x242z—-3" (C) 2246249 7
224223 24102343522 502424
<b) x+3 (d) 23 —622+112—6 :

Hanyféleképpen lehet a sakktablan elhelyezni 8 egyforma béstyat tgy, hogy egyik se
iisse a masikat? Mennyi lesz az eredmény, ha a 8 bastyat meg tudjuk kiilonboztetni
egymastol?

Melyikb6l van tobb: csupa kiilonb6zo szamjegybdl allo tizjegyt, vagy csupa kiilonb6zo
szamjegybdl allo kilencjegyti szambol?

Hanyféleképpen rakhatunk sorba 12 konyvet, ha 3 bizonyos konyvet egymés mellé
akarunk rakni és

a) a harom konyv sorrendje nem szamit?

b) a hdrom konyv sorrendje szamit?

Hanyféleképpen tltethetiink egymas mellé 10 kiilonbozo életkort embert gy, hogy a
legidésebb és a legfiatalabb ne iiljon egymaés mellett?

Hanyféleképpen iiltethetiink egy kerek asztal koré 7 embert, ha a forgatassal egyméasba
vihet6 iilésrendeket azonosnak tekintjiik?

Hanyféleképpen iiltethetiink egy kerek asztal koré 5 férfit és 5 not tugy, hogy se két
férfi, se két n6 ne keriiljon egymas mellé? (A forgatassal egymésba vihetd iilésrendeket
azonosnak tekintjiik.)

Hanyféleképpen tltethetiink egy kerek asztal koré 5 hadzaspart ugy, hogy a hazastarsak
egymas mellett iiljenek? (A forgatdssal egymasba vihet§ iilésrendeket azonosnak tek-
intjiik.)

Hany olyan hatjegyli szdm van, melyben hdrom 1-es, két 2-es és egy 3-as szamjegy

szerepel?

Egy urndban 5 piros, 7 fehér és 3 zold goly6 talalhaté. Egyesével kihtuzzuk a golyokat
és a huzas sorrendjében feljegyezziik a kihtzott golydk szinét. Hanyféle szinsorozatot
kaphatunk?

Egy kirandulason 10 didk vesz részt. Hanyféleképpen helyezhetjiik el 6ket egy két-,
egy harom- és egy 6tagyas szobaban?

Hényféleképpen lehet kitolteni egy totdszelvényt (14 mérkézés, mindegyik eredménye
lehet 1, 2 vagy X)?

Hanyféleképpen oszthatunk szét 12 gyerek kozott 15 konyvet, ha nem muszaj minden
gyereknek konyvet adnunk?



6.16
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6.29

Hat ajanlott levelet kell kikézbesiteni, ehhez harom postés all rendelkezésre. Hanyféle-
képpen oszthatjuk szét a leveleket kozottik?

Héanyféleképpen valaszthatunk ki 6 fiibol és 8 lanybdl egy tancold part?

Hényféleképpen vélaszthatunk ki egy csomag francia kértydbol (4 szin, szinenként 13
lap) négy péaronként kiilonbozé szinii lapot? Hanyféleképpen valaszthatunk akkor, ha
azt is megkoveteljiik, hogy ne legyen két azonos értékii sem?

Hanyféleképpen tolthetiink ki egy 6toslottd szelvényt?

A szamegyenesen az origébol indulva 10-et 1épiink tigy, hogy minden 1épésnél 1 egységet
léplink jobbra, vagy balra. Hényféleképpen fordulhat el, hogy a 10 1épés utan vis-
szaériink az origoba?

Hényféleképpen juthatunk el a sikbeli koordinata rendszerben az origébdl az (5,3)
pontba, ha mindig csak jobbra, vagy felfelé 1éphetiink 1 egységet?

Az (x,y,z) térbeli koordinata rendszerben hanyféleképpen juthatunk el az origébdl a
(4,3,2) pontba, ha minden lépésnél az x-, y-, vagy z-tengely mentén léphetiink egy
egységnyit pozitiv iranyban?

Hanyféleképpen lehet kiolvasni az alabbi tablazatbol a kombinatorika szot?

Z—WZOR
>2Z—~wZ 0
H>Z—wWE
OH»2Z—w
O3> 2~
—~ 3O » 2
A= O3
>R = WO A

Hanyféleképpen rakhatunk sorba 5 piros és 8 fehér golyot gy, hogy ne legyen egymas
mellett 2 piros golyé?

Hényféleképpen rakhatunk sorba n darab nulldt és k darab egyest (k < n + 1) ugy,
hogy két egyes ne keriiljon egymés mellé?

Hanyféleképpen allithatunk sorba 4 fiut és 6 lanyt ugy, hogy két fii ne alljon egymés
mellett?

Héanyféleképpen rakhatunk sorba 6 piros, 5 fehér és 4 kék golydt tgy, hogy 2 piros
goly6 ne keriiljon egymas mellé?

Egy tarsasdgban 15 férfi és 16 n6 van. Héanyféleképpen vélaszthatunk ki beldlilkk 7
embert gy, hogy pontosan 4 férfi legyen kozottik?

Héanyféleképpen valaszthatunk ki 6 fiibol és 8 ldnybdl 4 tancol6 part (a parok tagjai
kiil6nb6z6 nemtiek)?



6.30 Hanyfélekébben valaszthatunk ki egy 11 {és tarsasagbhdl két négyfos csapatot?

6.31 Egy adott héten hanyféleképpen fordulhat el6, hogy pontosan harom taldlatunk van
az otoslotton?

6.32 Egy adott héten egy szelvénnyel jatszva hanyféleképpen fordulhat eld, hogy legalabb
harom talalatunk van az 6toslotton?

6.33 Egy csomag francia kartyabol kihtizunk 10 lapot.

a) Hany esetben lesz ezek kozott 4sz?
b
c
d

(S

Pontosan egy asz?
Legfeljebb egy asz?
Pontosan két ész?
Legalabb két asz?

)
)
)
)
6.34 Ot fiti és hat ldny koziil hanyféleképpen tudunk kivélasztani négy embert dgy, hogy

legyen kozottiik legalabb két lany?

6.35 Egy csomag francia kartyabdl hanyféleképpen tudunk kivalasztani 5 lapot tugy, hogy
legyen kozottiik pikk és hetes?

6.36 A boltban haromféle csokoladét arulnak. Hanyféleképpen vasarolhatunk 12 darab
csokolddét (feltéve, hogy mindegyikbdl van legalabb 12)7

6.37 Hanyféleképpen oszthatunk szét 4 gyerek kozott 7 almat és 9 kortét?

7 gyakorlat
7.1 Bizonyitsa be az alabbi Gsszefiiggést!
n\ [ n
k] \n—k
7.2 Az (2 + )% hatvdnyozdst elvégezve mi lesz az 2° tag egyiitthatéja?

7.3 Hogyan lehet szdmolégép haszndlata nélkiil gyorsan kiszdmitani 11* értékét?

7.4 lIgazolja az aldbbi Gsszefiiggéseket!

(0)+ () =+ () ==



7.5 Héany paros elemszamu részhalmaza van egy n elemli halmaznak?
7.6 Hény paratlan elemszamu részhalmaza van egy n elemii halmaznak?

7.7 Igazolja az aldbbi Osszefliggést! (k # 0)

ny nfn-—1
k) k\k—-1
7.8 Igazolja az alabbi Gsszefiiggést!

n+1\ n L n
k+1) \k+1 k
7.9 Igazolja az alabbi Gsszefliggést!
i <m+k) B (m+n+1>
k B n
k=0

7.10 Igazolja az alabbi Osszefiiggést!

n\ (n-—1 . n—2 . n—3 - k . k—1
k) \k-1 k—1 k—1 k—1 k—1
7.11 Az el6z6 feladat eredményét felhasznélva igazolja, hogy az els6 n természetes szam

n(n+1)
—

7.12 Tgazolja az alabbi Osszefiiggést (k < n,m)!

(-2 06

7.13 Igazolja az alabbi Osszefliggést!

osszege

7.14 Igazolja az alabbi Osszefliggést!

7.15 Igazolja az alabbi Osszefiiggést!
n+3n+4n+5n+nn_n2n_2
2 2)\3 2) \4 2)\5 2)\n) \2

7.16 Adott n esetén k mely értékére (értékeire) lesz (:) értéke maximalis?

11



8 gyakorlat

8.1 Allapitsa meg, hogy vektorteret alkot-e

(d) a komplex szamok halmaza C felett,
(e) R™ (a val6s szam n-esek halmaza) R felett,
(f) R™ (a valds szam n-esek halmaza) C felett,
g) C" (a komplex szam n-esek halmaza) R felett,
(h) C™ (a komplex szdm n-esck halmaza) C felett.
8.2 Allapitsa meg, hogy a miveleteket a szokasos modon értelmezve vektorteret alkot-e R
felett
(a) az F := {f : [0,1] — R} halmaz (a [0,1] intervallumon értelmezett valds

fiiggvények halmaza),

(b) az F:={f:[0,1] — Z} halmaz (a [0, 1] intervallumon értelmezett egész értéki

fiiggvények halmaza),
az {(a,b,c) : a,b,c € Z} halmaz,
a pontosan harmadfoku valés polinomok halmaza,

a legfeljebb n-edfoku valés polinomok halmaza,

(i) a valds szamsorozatok halmaza.

azon legfeljebb n-edfoku valés p polinomok halmaza, melyekre p(0) = 0 teljesiil,
azon legfeljebb n-edfoku valés p polinomok halmaza, melyekre p(0) = 1 teljesiil,

azon legfeljebb n-edfoku valés p polinomok halmaza, melyekre p(1) = 0 teljesiil,

8.3 Mutassa meg, hogy az (1,2), (3,2) vektorok linedrisan fiiggetlenek R2-ben!

8.4 Allapitsa meg, hogy linedrisan fiiggetlenek-e R3-ban az alabbi vektorrendszerek!
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8.5 Allapitsa meg, hogy linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi vektorrendszerek a valés poli-
nomok terében!

() 1, o, 2%,... 2", (d) 1, 1+ 2% 1—22
(b) 1, 1—|—JI, 1—];2’ (e) —$2—|—2$+1, 21.2_337_{_1’
() 1, 1+z+ 2% 1—2?% 2%+ x4 2.

8.6 Allapitsa meg, hogy linearisan fliggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek a valés fiigg-
vények terében!
(a) 2, 3sin*z, cos?w, (c) sinz, cosz,

(b) z, sinx, cosz, (d) 1, e, e** .

9 gyakorlat

9.1 Allapitsa meg, hogy alteret alkot-e

(a) R*ben a {(0,a) : a € R} halmaz,

(b) R%-ben az {(1,a) : a € R} halmaz,

(¢) R*ban az {(z,0,z) : z,z € R} halmaz

(d) R%-ben az {(x,y) € R* : z+y =1} halmaz,

(e) R?-ben az {(x,y) € R* : z+y =0} halmaz,

(f) R*-ben az {(z1, 72,73, 24) € R* : z9 = 23} halmaz,

g) R*-ban az {(x1,72,23) € R® : 21 =2 = 23} halmaz,

h) R3-ban az {(z1, 72, 23) € R® : z; + 29 = 23} halmaz,
)
)

(i) R%:ben az {(z1,72) € R? : 1,25 > 0} halmaz,

nyek halmaza,

(k) a legfeljebb n-edfoku valés polinomok terében azon legfeljebb n-edfoku valds p
polinomok halmaza, melyekre p(0) = 0 teljestil,

(1) a legfeljebb n-edfokii valés polinomok terében a péros fokszamu polinomok hal-
maza,

(m) a valds szdmsorozatok terében a széamtani sorozatok halmaza,

(n) a valds szdmsorozatok terében a konvergens sorozatok halmaza.
9.2 Hatarozza meg a
(a) (1,0), (0,1), (d) (3,2),

(b) (_2’0)7 (071)7 (e) (172)7 (3a 1>a
(C) (17—2>7 (27 _4)7 (f) (170)7 (27 _4)7 (07 2)‘
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9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

vektorok altal generalt alteret R2-ben!

Hatéarozza meg a

(a) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (d) (0,0,1),
(b) (1,0,0), (0,1,0), (e) (1,1,1), (0,0,1), (0,1,0),
(c) (1,1,0), (0,1,0), (f) (1,0,0), (2,2,0), (0,—1,0).

vektorok altal generalt alteret R3-ban!

Hatarozza meg milyen alteret generdlnak az alabbi vektorok a valds polinomok terében!

(a) 1, z, 22, (d) 2> —1,2z+1, 2,
(b) 1, z, ..., 2", (e) —1, 3z + 1, 2% + 2z, 322,
(c) , 22 + x, 23, (f) 1,22, 24, ... 2.

Irja fel az (1,2) vektor koordinétait az R? aldbbi bézisaira vonatkozéan!

(a) (1,0), (0,1), (c) (3,1), (1,2),

(b) (_172>? (171)7 (d) (17_1)7 (173)

Irja fel az (1, —1,2) vektor koordindtéit az R3 aldbbi bézisaira vonatkozéan!
(a) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (c¢) (-1,2,1), (2,-3,1), (1,1,2),
(b) (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (d) (1,2,2), (—1,-1,3), (2,3,0).

Tekintsiik a legfeljebb masodfoki valés polinomok terének alabbi bazisait. Fejezze ki
ezekben a bézisokban a p(x) = 2z? — 3x + 1 polinomot!

(a) 1, z, 2% () 1, 22 -1, 2?2 +2x+1,
(b) —2, %x, 322, (d) 1 -2z, z+2?% 22

Hatdrozza meg az R? tér aldbbi altereinek dimenzidjat!

(a) A:={(x1,29,23) : x3=0},
(b) B :={(w1,22,73) : x2 = w3},
(c) C:={(x1,z9,23) : x1+ 9 =13}

Dontse el, hogy az alabbi vektorrendszerek bazist alkotnak-e a legfeljebb harmadfoki
polinomok terében!
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(a) 1, z+ 22 a3, (d) 1,142, 1+x+2% 1+2+ 2%+ 23,
(b) 1, =z, 2%, 2°, (e) 1, x+2% 1+4+x+2% 28,
(c) =1, 1—z, x+22 a3 (f) 2, 3z—1, x+2?% 2°

10 gyakorlat
10.1 Legyen
1 2 3 , (-1 5 =2
A‘(—102) “ B_(1 1—1)'
Szamitsa ki az aldbbi kifejezések értékét:
2A+ B, AT +B", 34—4B, AT — A.

10.2 Hatarozza meg az alabbi szorzatokat:

N

1 -3 2 2 56
(b)y 13 -4 1]-{1 25
2 =5 3 1 3 2
10.3 Legyen
3 7 5
A=1|1 -1 4
2 1 8
Hatdrozza meg AX-et és X " A-t a kovetkezd matrixok mindegyikére:
1 0 0
(a) X=1{0], (b) X=11], (c) |0
0 1 1
10.4 Legyen
0 11 1 11 ™ 0 0
A=10 0 1}, B=101 1}, C=[0 = 0
000 001 0 0 =3

Szdmitsa ki A%, A3, B2, B3 B* % m4trixokat.

10.5 Mutassa meg, hogy ha A négyzetes matrix, akkor A + AT szimmetrikus és A — AT
ferdén szimmetrikus.

10.6 Hatdrozza meg az f(x) = 322 —2z+ 520 illetve a g(z) = 23 — T2+ 132 polinom értékét

az
1 -2 3
r=12 —4 1
3 =5 2
helyen!
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11 gyakorlat

11.1 Felléphetnek-e otodrendii determinansban a kovetkezd szorzatok? Ha igen, milyen

el6jellel?
(a) Q1223034045051 (C) 11022032041 054,
(b) A15022034A43051, (d) (2431055013042

11.2 Egészitse ki a kévetkez6 szorzatot igy, hogy egy 6tédrendii determindnsban pozitiv/ne-
gativ elojelli legyen!

130432045
11.3 Felléphetnek-e egy hetetrendii determinansban az alabbi szorzatok?

(a) Q45071A23067034012056; (C) A71A17026A62053035044;

(b) Q2352077034061 012045, (d) A2603504401705306243] -

11.4 Bizonyitsa be, hogy ha egy n-ed rendfi determindnsban tobb mint n? — n elem nulla,
akkor a determinans értéke nulla.

11.5 A Sarrus-szabdly segitégével szamolja ki a kovetkezd matrixok determinansat:

(a) 1 3 (©) 2 1 2 0 0
Y\l —2) “\4 2) e |-5 1 2|,
3 8 -7
1 2 -3 12 3
(b) 5 2 (d) 2 1 0], (f) [4 5 6
2 1)’ -2 -1 3 78 9
11.6 Oldja meg az aldbbi egyenletet
2 49
x 2 3|=0
1 11
11.7 Igazolja, hogy
sin2x —cos2x 1 14+cosx 1+ sinx 1
(a) | sinx —cosz cosx | =0; (b) | 1 —sinx 14cosx 1 |=1.
coST stnx  Sinx 1 1 1

11.8 Milyen A esetén invertalhatéak az aldbbi métrixok?

1 1 2 1 A —12
a) [3 -1 A |, b) | -2 -3 A
1 -1 -1 1 2 6
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11.9 Szamolja ki a kovetkez6 determindnsokat a kifejtési tétel segitségével:

1 11 9 —1 3 012 3
(a) | -1 2 3 @ |4 1 o0 ()1012
1 49 5 3 —2 12101
3910

512 7 125 4

01 0 300 2 1 345
b) |1 2 3 D1 34 5 B 1 4 3 9
45 6 200 3 0 5 2 3

11.10 Szamitsa ki az A matrix determinansat, ha

(a)

N OO
S O W
o I

Do Ot
—_ R =

— =
[a—
—_
@)
|
Ot
DD W =N

-2 3 —10
0
0
0

-3 12 -5 —10

2 -1 =5 21 -3
3

-4 3 =5 9

o O = O
O = OO
S O O
_— o O O
DD W~ N

11.11 Szémitsa ki a kovetkez6 matrixok inverzeit (ha léteznek) adjungalt algebrai aldeter-
minansok segitségével!

(a) 1 2\ 1 2 3 1 -2 7
2 5)7 (by |1 3 4]; (¢) 1O 0 =2
1 4 3 0 0 1
11.12 Hatéarozza meg Gauss eliminacioval az alabbi métrixok rangjat:
1 3 21 2 0 0
(a) (1 —2)’ (©) (4 2)’ e -5 1 2],

3 8 -7

1 2 =3 1 23

(b) 5 2 (d) 2 1 0], (f) (4 5 6

2 1)’ -2 -1 3 78 9



12 gyakorlat

12.1 Hatarozza meg Gauss elimindcidval az alabbi determinansok értékét:

1 11 2 -1 3 2 1 2 3
(a) | -1 2 3 )4 1 0 |1 L2
1 49 5 3 -2 2 1 01

3 2 1 2

1 1 27 1 25 4

31 -1 3 -2 0 2 1 345
b)) |1 2 3 Dy 3 45 B 21439
45 6 2 3 13 0 5 2 3

12.2 Vilasszuk meg a A-t gy, hogy a

2I1—JI2+ZL’3+I4=1
x1+2x2—x3+4x4:2
$1+7$2—4I3+11$4:)\

egyenletrendszer megoldhato legyen.

12.3 Oldja meg az alabbi homogén lineédris egyenletrendszereket Gauss eliminacioval és
hatdrozza meg a megoldas szerkezetét!

(a)
2[L’1+[E2—4$3 =0
31’1 + 51‘2 — 7ZE3 =0

4513'1 — 533'2 — 6£C3 = 0,

3ZE1+4$2—21’3:0
$1+l’2+$3:0
—x1 — 3x9 + dx3 = 0;

3$1+$2+$3:0
1+ 2o + 23 = 0;

8:B1+2[L’2+9[L’3+5$4:0
4ZE1+I2+31’3+ZE4:0
8x1+2x2+5x3+$420;
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(e)

(f)

(h)

3$1+$2+$3:0;

201 — 5x9 +4x3+ 324 =0
3x1 —4xy + Txs +5xs =0
4x1 — 929 + 83+ dbxry =0
—3x1 + 229 — by + 314 = 0;

201 + 29+ 43+ 24 =0
3r1 + 229 — x3 — 624 =0
Tx1+ 4x9 + 623 — Dy =0

r1 + 8xz + Txy = 0;

9ZE1 + 211‘2 — 151’3 + 5.174 =0
1221 + 2829 — 2023 + 724 = 0.



12.4 Oldja meg az alabbi inhomogén linedris egyenletrendszereket Gauss eliminacioval és
hatdrozza meg a megoldas szerkezetét!

(a) (e)
2x1 4+ dx9g — 813 =8
4dr1 4+ 315 — 923 =9
211 + 319 — D3 = T;

2$1+7Q§2+33§3+{E4:6
31‘1+5l’2+2$3+2l’4:4
9&31+4.§C2+l’3+7l’4:2;

3l’1+4$2 —21’3 =2 (f)
T1+ T +a3=4

—21 — 329 + bxg = 6; 201 — 319+ 513+ Ty =1

4r1 — 629 + 223+ 314 = 2

(c) 27, — 319 — 11633 — 1524 = 1;
3x1+ 9 +23=1
T+ Ty + X3 = 2; (2)
(d) 2x1 4+ 519 — 813 =8
31 — 209+ 23+ 214 =1 4r1 4+ 319 — 923 =9
T1+To— 23— Ty = —2 201 4+ 319 — br3 =7
221 — 19 + 3x3 = 0; T+ 8xg — Txg = 12.

12.5 Oldja meg (amennyiben lehetséges) a Cramer-szabdalyt alkalmazva az egyenletrend-
szereket!

(a) (c)

201 +T9 — 5x3 + 14 =8
1 — 329 — 64 =9

r1+4xy — Tx3+ 624 =0
2x9 — x3 + 214 = —9;

r1 — 21’2 + x5 = 2
31'1 + 8552 — 61’3 =-5
61’1 + 1OZL’2 + 3{L‘3 = 4;

$1+$2+2£L’3+3ZC421

21’1—5$2+2$3:7 3$1—1‘2—1’3—21‘4:—4
I1+2$2—4ZE3:3 2ZE1+3I2—ZL’3—I4:—6
3x1 — 4x9 — 63 = 5; 1+ 229 + 313 — x4 = 4.
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12.6 Tegyiik fel, hogy az

ay+br=c
cr+az=1b

bz+cy=a
egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. Bizonyitsuk be, hogy abc # 0, és
adjuk meg az egyenletrendszer megoldasat.
13 gyakorlat

13.1 Hatarozza meg, hogy az alabbi leképezések koziil melyek linearisak! Amelyek igen,
azokra adja meg a leképezés természetes bazisra vonatkozo matrixat!

(a) ¢: R — R2  ¢(xy, 79, 73) = (T2, 73);

(b) ¢:R3> — R3  ¢(x1, 22, 23) = (T1, T2, 23) + (1,1,1);
() ¢:R? — R?  @(x1,22) = (1 — T2, 71 + T2);

(d) ¢:R? — R, ¢(x1,12) = (z1 - 29);

(e) ¢:R* — R?  @(xy,22) = (x1 + T2, 19 — 3);

(f) ¢: R — R @(xy, 22, 23) = (11 + 279, 2279 + 373);
(g) ¢ : R—R3 ¢(x)=(z,2,3);

(h) ¢ :R? — R, ¢(xy,29,23) = (11 + T9 + T3);

(i) ¢ :R3 = R% (1,29, 23) = (|71 + T2, |72 — T3]).

13.2 Irja fel az alabbi linedris leképezéseket!

(a) R%-beli vektorok tiikrozése a koordinatarendszer z-tengelyére,

(b)

(c) R%beli vektorok tiikrozése az y = = egyenesre,
)

(d) R2-beli vektorok elforgatdsa az origd koriil 90 fokkal.

R3-beli vektorok vetitése az [z, y] sikra,

13.3 Létezik-e olyan ¢ : R® — R3 linedris leképezés, melyre
v(1,1,1) =(1,2,3) ©(1,0,1) = (1,-1,1) ©(0,1,0) = (0,2,1)
teljesiil?
13.4 Legyenek ¢, 1 : R3 — R2,
O(x1, 29, 23) = (1 + T2 — T3, 222 + x3), Y(xy, 9, 23) = (T2, 73).

Adja meg ¢ + ¥, ¢ — 2¢p matrixat a természetes bazisra vonatkozoan.

20



13.5

13.6

13.7

13.8

13.9

13.10

Az el6z6 feladatban 16v6 leképezésekre szamolja ki (¢ + ) (21, 29, 23) illetve (¢ —
20)(1,2, —1) értékét.

Legyen a ¢ : R® — R3 linedris transzformdcié métrixa a természetes bazisra vonatko-
zban

[ )
|
DN = DO
—_ o W

Mivel egyenld ¢(x), ha az x vektor természetes bazisra vonatkozé koordindtai x =
(—1,3,2)? Adja meg azt a vektort, melynek a transzformécié altali képe az y = (2,1,0)
vektor!

Legyen a ¢ : R? — R3 és ¢ : R?® — R3 linedris transzformécidk métrixa a természetes
bézisra vonatkozéan A és B, ahol

2 23 —2 1 4
A= 1 -10]|, B=| 10 3
-1 21 ~1 2 -3

frja fel a o 4+, —4, 2¢ — 1, p o Y transzformacidk természetes bazisra vonatkozo
matrixat!

Irjafela @ : R — R3, ©(1, T2, 23) = (11—29, 223+x3, 11 —373) linedris transzformécié
matrixat az

(a) a; = (1,0,0), a2 = (0,1,0), a3 = (0,0,1),
(b) a1 = (—=1,2,1), as = (2,—3,1), a3 = (1, 1,2),
(€) a1 = (1,2,2), as = (—1,-1,3), az = (2,3,0),
(d) a1 =(1,1,1), aa = (1,1,0), a3 = (0,1, 1).

béazisra vonatkozdan!

Legyen adott R3 két bazisa: a = {ay, as,as}, ill. b = {by,bs,b3}. Adja meg aza — b
bazistranszformacié matrixat, ha

(a) a; = (—1,2,1), Ay = (2 -3, 1), asz = (1,1,2)
b1:(17171)7b2:( 1, ) :( )
(b) a1:(1,2,2),a2:( 1, 13), 3:<23O)
b1:(17171)7b2:( 1 )b3:< )

Hatarozza meg az alabbi matrixokkal adott linearis transzformaciok sajatértékeit és
sajatvektorait!

(2) (52) (53) (4a) (W 3)
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2 -1 0 -6 2 =2 4 7 =5 -1 3 -1

12 -1 |, 55 70, (a5 o, [ =35 -1],
0 -1 2 21 3 9 1 9 —4 -3 3 1
4 -5 7 1 -3 3 3 =1 0 1 2 2
1 49|, [ =2 =6 13], [6 =32 (212
—4 0 5 -1 —4 8 8 —6 5 2 21
13.11 Hatdrozza meg a ¢ : R — R%  p(xy,23) = (17 — X9, 71 + ) transzformdcid
sajatértékeit!

13.12 Legyen a ¢ : R? — R? transzformacié a koordindtarendszer y = x egyenesére vald
tiikkrozés. Adja meg ¢ sajatértékeit és sajatvektorait!

13.13 Hatéarozza meg az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!

2 -2 3 1 21 01 —2 3 -1 -1
1 1 1|, 2 —2 2 |, —4 4 4], -1 3 1
1 3 -1 1 21 21 0 -1 -2 4

14 gyakorlat

14.1 Szamitsa ki az alabbi vektorparok Osszegét, belsé szorzatat, norméjat és szogét:

(a) a=(1,1,1,1) b=(1,1,1,-3),
(b) a=(5,1,3,4) b:(10268)
(c) a=(0,4/3,0,1) =(0,1,0,v3),
(¢) a=(1,4,0,1) b=(7,1,0,3).

14.2 Ortogonélisak-e az aldbbi vektorparok:

(a) a=(0,1,1,2) = (4,1,1,0),
(b) a = (30,1,7,4) = (0,2,6,11),
(¢) a=(0,/3,0,1) =(0,1,0, —/3),
(c) a=(1,4,0,1) b=(7,1,0,3).

14.3 Skalaris szorzatot definidl-e R3-ban az aldbbi formula:

3
)= > fail -l
i=1

ahol x = (1,22, 73) és ¥y = (Y1,Y2,Y3).

14.4 Mutassa meg, hogy az aldbbi formuldk skaldris szorzatot definidlnak R2-ben:
(a) (z,y) = 2c1B1 + Sz,
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(b) (@,y) = a1 + B2 + aofy + a2,
ahol z = (a17a2)7 Y= (617ﬁ2)-

14.5 Normat definidlnak-e az alabbi formulédk R"-ben:

(@) ||l = 225y Jl,

(b) (]| = (i [:[*)?
14.6 Ortonormaljuk a Gram-Schmidt eljaréssal a kovetkezd vektorrendszereket:
a; = (0,1,0,1), ay = (—2,3,0,1), a3 = (1,1, 1,5);

a) (

b) b = (1,1,1,1), by = (3,3, —1,~1), by = (=2,0,6,8);
) (
) (

(
(
(¢) e1 =(1,1,0,0), co =(1,0,—1,1), ¢3=(0,1,1,1);

(d bl 17_2 2)7 b2 = (_17()’ _1)a b3 = (57_37 _7)

14.7 Adjunk meg ortonormélt bazist az alabbi vektorok altal generdlt altérben:

(a) v = (2737 _47 _6>7 v
(b) v = (17 17 _1: _2)7 v

(1,8,—2,—16), v3 = (12,5, —14,5), vy = (3,11,4, =7);
(=2,1,5,11), vy = (0,3,3,7), vg = (3,3, -3, —9).
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