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1. Hilbert 10. problémaja

A probléma (1900): Eine Diop hantische Gleichung
mit irgend welchen Unbekannten und mit ganzen rationalen Zah-
lencoefficienten sei vorgelegt: man soll ein VVerfahren angeben,
nach welchem sich mittelst einer endlichen Anzahl von Opera-
tionen entscheiden laBt, ob die Gleichung in ganzen rationalen
Zahlen Iosbar ist.

Adott egy tetszlleges ismeretlen szamu, racionalis egész egyutt-
hatds diofantikus egyenlet: Adjunk olyan eljarast, amely véges
sok muvelettel eldonti, hogy az egyenletnek van-e megoldasa a
racionalis egész szamok korében.



Klasszikus diofantikus egyenletek

Kétvaltozos linearis: Legyenek a,b,ce Z. Az

axr + by = c.

egyenlet kiterjesztett euklideszi algoritmussal oldhatd meg.

Tobbvaltozos linearis: Lagrange algoritmus



Keétvaltozos kvadratikus: Legyenek d,n € Z. Az egyenlet
z° — dy2 = n.
o d < 0 Pozitiv definit kvadratikus forma.
o d=Fk?2 = (z — ky)(z + ky) = n — faktorizalas.
e Kulonben Pell egyenlet, melynek a megoldhatdésaga az n primosztoitdl
fugg.

Magasabbfoku egyenletekre kevés szisztematikus eredmény.



Kurt Godel, Martin Davis, Julia Robinson, David Putham eldkészitd
és részeredmeényei utan

Ju.V. Matijasevi¢ (1970): Hilbert 10. problémaja nem old-
hatd meg. Nincs olyan algoritmus, amely tetszdleges diofantikus
egyenletrdl eldonthetné annak megoldhatdosagat.

Realis cél: Adjunk algoritmust diofantikus egyenletek széles
osztalyainak megoldasara!



Hilbert 7. problémaja: Az ol kKifejezés, ahol az « alap algebrai,
a B KkitevO pedig irracionalis szam, példaul 2\/§ vagy e™ = i_Qi,

mindig transzcendens vagy legalabb is irracionalis szamot jelOol.

A.O. Gelfond (1934) és Th. Schneider (1934) pozitiv valaszt
adott Hilbert 7. problémajara.

Ekvivalens medgfogalmazas: Legyenek «,v algebrai szamok,
a # 0,1. Tegyluk fel, hogy 1,0 Q-linearisan fuggetlenek. Akkor

Bloga + log~y #= 0.



2. Effektiv eredmeények

A. Baker (1967) altalanositotta Gelfond és Schneider tételét.

Legyenek «q,...,ap # 0,1 algebrai szamok (k > 2). Legyen
K=Q(ai,...,ar) ésn=[K:Q]. Az a modositott magassaga

| 109 1}
n

hm(a):max{h(a), ==

1. Tétel. [A. Baker and G. Wilistholz (1993)] Legyenek
bi,...,b. € Z olyanok, hogy
A=bilogai + -+ bylogay # 0.
Akkor
log [A| > —c1hm(a1) ... hpn(ag) log B,
ahol B = max{|b1|,...,|bx|,3} és

c1 = 18(k 4+ 11EFT1(32n) 2 10g(2kn).



Baker — effektiv (kiszamithato) fels6 korlat diofantikus egyenle-
tek megoldasaira. Példak:

e Thue-egyenlet (Baker (1968)) F(x,y) = m, ahol F(x,y) €
Zlx,y], homogén, irreducibilis és deg I' > 3.

e Elliptikus egyenlet (Baker (1968))
y2 =az3 + bz +cx+d, abecdel.

e Hiperelliptikus egyenlet (Baker (1969))
y?2 = P(z), P(z) € Z[z],deg P > 4.

e Diszkriminans forma egyenlet (Gy6ry (1976)).
A korlat nagyon nagy. Kozvetlen szamolasra alkalmatlan.

A. Baker és H. Davenport (1969) a nagy korlat redukcidjaval
megoldottak az 3z2 — 2 = y2,8x2 — 7 = 22 egyenletrendszert.



3. Példa: négyzetszamok a Fibonacci sorozatban

Legyen a > 1l,ug = O,u; = 1 €S up4o = aup41 + un, n > 0.
Ha a = 1, akkor uy, a Fibonacci-sorozat. Legyenek a(a) = a és
B(a) = B az X2 —aX — 1 polinom gydkei. Akkor

B an_ﬁn

\/&2—|—47 B

2. Tétel. [Nakamula,Peth6(1996)] Az un(a) = 22 egyenlet 6sz-
szes megoldasa: n = 0,1, a tetszbleges;, n = 2, a hégyzetszam,
(n,a) = (7,2),(12,1).

Fibonacci-sorozatra J.H.E. Cohn (1964) elemi bizonyitas.



Ha uo,11 = 22, akkor az analitikus formulabol

ahol 8 = \/av/5.

Legyen K = Q(0), akkor [K : Q] = 4.
Z|a, 0] egységcsoportja generatorai: o, (1 +60)/a,a + 0.

Egyszerl atalakitasokkal kapjuk a

(Bn_l_x9>a—n—1 — (_1)na—2n—1_|_\/1_|_a—4n—2
(1+6)/a) (a+6)~"

egységegyenletet.



Belathato, hogy 0 <53 <2n+1, 0<k <y és

0 < |jlog((1486)/a) —klog(a+0)| <a 2" 1 <o

Innentdl a = 1.
A Baker-Wiustholz tétel miatt

exp(—2.184 - 1012 10g(4)) < |7109((1 +0)/a) — klog(a + 0)].
Osszehasonlitva az alsé és a fels® korlatokat

jloga < 2.184 - 102 10g(4),
amelybdl j < 1.5- 1014 adadik.



log((1+6) /)

Elosztva az egyenlbtlienségiinket log(a+6)-val a § =
jeloléssel kapjuk:

log(a—+0)

0<|jd—k|l<a?/log(a+0).

A 0 lanctort-elballitasa
[0,2,6,2,20,4,2,1,2,1,2,2,7,13,6,33,1,7,3,4,1,3,1,7,21,...]
és a 25-dik kozelitd tdrt nevezdje gos > 1.5 - 1014,

A koOzelitd tortek extremalis tulajdonsaga miatt

6.5- 10 < |posd — qos| < |6 — k| < a7 /log(a + 6),

amelybdl 7 < 72. Haromszori iteracio utan 5 < 13-at kapunk.



Probléema: A tribonacci sorozatot a Top = 177 = 0,15 = 1
kezdoértékekkel és a

T4z =Tpt2tInt1+1In, n 20

rekurzioval definialjuk. Igaz-e, hogy a tribonacci sorozatban csak

To=T, =0T =T3=1,T5 = 4,Ty90 = 81,71 = 3136 = 562 és
T1g = 10609 = 1032 a négyzetszamok?

3. Tétel. [Pethé (2001)] A T, sorozatnak csak véges sok olyan
tagja van, amelyik teljes hatvany.



4. Numerikus modszer

Legyen [K : Q] = k jelolje oD, ... o) az o € K konjugaltjait
és Zx a K egészeinek a gydrujét. Legyenek ¢q,...,er fuggetlen
egységek Zg-ban.

4.1. Altalanos stratégia (Peth6 (1990))

1.) (Problémafliggd) Transzformaljuk az eredeti problémat véges
SOK egységegyenletre. Azaz

aq (5%0)”1 . (eg))nr + ao (5gj)>m1 . (57€j))mr =1

egyenletre, ahol 1 < 1 < 53 < k;jny,mp € Z és aq,an rogzitett
elemek.



2.) Ha No < N = max{|n1l,...,|n|} < M = max{|m1],...,|ms|},
akkor

< crexp(—coM) < ciexp(—coN),

‘Iog a1 +nilogel® + -+ n,logel®
ahol cq,co konstansok.
3.) Baker tipusu tétellel felsé korlatot (N7) adunk N-re.

4.) Numerikus diofantikus approximacidés modszerrel redukaljuk
Ni-et addig, amig az uj korlat Ng ala csokken.
2.,3. és 4. probléma fuggetien!

5.) Keressiik meg az Ng-nal kisebb megoldasokat az eredeti prob-
|Eéma specialitasait kihasznalva.



4.2. Thue-egyenletek

Legyen F(z,y) € Z[x,y] irreducibilis, homogén és k > 3-ad fokd.
Tegyiik fel, hogy az z* tag egyiitthatdja 1. Legyen 0 = m € Z,
akkor

F(z,y) =m
T hue-egyenlet.

4. Tétel. [Bugeand és Gybry (1996)] Legyen F' egyilitthatoi ab-
szolut éertekének maximuma H. Akkor az eldobbi Thue-egyenlet
minden megoldasara teljeslil

max{|z|, |y|} < exp {33<k+9)k18(k+1)H2k_2(log H)?*~1iog* |m\},

ahol 10g* |m| = max{log |m|, 1}.



e Pethd és Schulenberg (1985): Fortran program, amikor F(x, 1)
minden gyoke valds, m = 1.

e Peth6 (1987): Kis megoldasok meghatarozasa lanctortredukcidval.
— T hue-egyenletek megoldasa

O(36(k+9)k36(k—|—1)H4(k—1)(log H)4k—2(log* |m|)2)

idOben meghatarozhato.

e Tzanakis és de Weger (1989): Altalanos, 1 egyenl&tlenséget
hasznal a redukcidhoz.

e Bilu és Hanrot (1996): Altalanos, kihasznal minden egyenl&tlen-
séget. — Lehmer-probléma megoldasanal 260-ad foku Thue-
egyenletet oldottak meg!

e Implementacio: KASH, MAGMA, PARI



E. Thomas (1990) bizonyitotta: ha a > 1.365- 107, akkor az

2>+ (a— 1)z’y — (a = 2)zy’ +y°> =1
egyenletnek csak (1,0),(0,1),(—1,—1) a megoldasai.
Mignotte (1990) kiterjesztette minden a-ra.

5. Tétel. [Mignotte, Pethd, Lemmermeyer (1996)] Legyenek
a > 1650 és k egészek. Ha x,y € Z megoldasai az

23 + (a — 1)z%y — (a — 2y +y°| < k
egyenletnek, akkor

log |y| < 1957 IOgQ(a + 2) + 31logalogk.

k = 2a + 1-re meghataroztuk az 0sszes megoldast.



Legyen a #*# (—1 4+ 3v/—3)/2 egy imagindrius masodfokl egész
szam és u egységgyok Q(a)-ban. Heuberger, Pethd és Tichy
(2006) meghataroztak az

2>+ (a — Da’y — (a — Day® 4+ y> = p

egyenlet Osszes x,y € ZQ(@ (756) megoldasat is.
Ha a = (—1+£3+v/—3)/2, akkor az egyenletnek minden u € Q(v/—3)
egységgyokre végtelen sok megoldasa van.

Heuberger, JadrijeviC, Mignotte, Lettl, Pethd, Tichy, Voutier,
Wakabayashi és Ziegler szamos parametrizalt Thue-egyenletet
oldott meg.



6. Tétel. [Halter-Koch, Lettl, Pethdé, Tichy (1999)]

Legyenn > 3 primszam, a1 = 0,ao,...,a,_1 paronként kulonbozo
egészek és an, = a egesz parameéeter.

Legyen o = a(a) a P(x) = [[l'-1(x —a;) —d, d = £1 polinom
gyoke. Tegylk fel, hogy igaz a Lang-Waldschmidt sejtés. Akkor
véges sok Kiveteléevel minden a-ra a

n

1] (& — ajy) — dy" = £1 (1)
=1

Thue-egyenlet minden (x,y) megoldasara |y| = 1 teljeslil, kivéve,
han =3 6s|ax| =1, vagy han = 4 és (an,a3) € {(1,—1), (£1,£2)},
amikor (1)-nek még egy tovabbi megoldasa van.



Lang-Waldschmidt sejtés

Legyenek aq,...,ap #= 0,1 algebrai szamok és by,...,bp € Z
olyanok, hogy

N=bilogai + -+ b loga; # 0.
Akkor

10g |A] > —¢ - (hm(ay) + - + hm(ay)) log B,

ahol B = max{|b1],...,|bx|,3} é€s c egy k-tol és a Q(aq,...,aL)
test fokszamatol fliiggd konstans.



4.3. Numerikus diofantikus approximacio

Feladat: Legyenek 0 # 9¥1,...,9, € C, 197~_|_1 e C, c1,c0,Bp € R.

Hatarozzuk meg azokat a by,...,br,b,41 € Z, amelyekre
B = max b:|} < B és 2
L max_ {lb;I} < Bo (2)
.
Z b]ﬁ] -+ 197,_|_1 + br—l—l < cpexp{—c1B} (3)
J=1

eqgyidejlleg teljeslil.



I. eset. r
tortjeit 20

90
BO < gn €S

1, 91 € R, ¥ = 0. Hatarozzuk meg a v kozelitd

""’%' amig gn > Bg nem teljesiil. Akkor |b1], |bs| <

SE

|pn — qn191| < |bll91 -+ b2| < o eXD{—ClB}

igaz a kozelitd tortek extremalis tulajdonsaga miatt. Igy

1 _
B < —1log (02|pn — qn1| 1).
c1



II. eset »r > 1, ¥,41 # 0 Baker és Davenport (1968), Peths
és Schulenberg (1987). A lemmaban ||z|| jeldli az =z € R-hez
legkOzelebbi egész szamot.

1. Lemma. [[Legyen C > B[. Tegyiik fel, hogy vannak olyan
DeR, qgpi1,....,pr €4, amelyekre 1 < q < DC,

9 —1 =1

|q j_p]| < DCl/ra J— 4.7
2r

v, D
lq¥r41l] > 5
igaz. Akkor
1 D?C
B < —log 2

C1 T

teljesiil a (2), (3) egyenlbtlenségrendszer minden
(b1,...,b,01)1 € Z't1 megolddsara.



III. Altalanos eset:

2. Lemma. [Lenstra, Lenstra, Lovasz (1982)] Legyenek
91,...,9, € Q nullatol kilbnbézé elemek, Q > 2r(r+1)/4 eogész
szam. Az LLL-algoritmust alkalmazva olyan p1,...,pr,q €gészeket
kapunk, hogy p1,...,pr nem mind O és

pi| <@, 1<i<m, (4)

> pidi+g| <270 HD/AQ (5)

=1

Bizonyitas Legyenek ¢ = 2—r(r+1)?/4gr+1
bi = e; + (O,...,O,Cﬁi)T, 1=1,...,r és br_|_1 = C’er_|_1.
Alkalmazzuk a by,...,b,4 bazisd £ racsra az LLL-algoritmust.



Legyen Q = DBqg,D > 1.
Ha 0 # (by,...,b,01)1 € Z"T1 a (2), (3) egyenletrendszer

.
megoldasa, akkor b = (by,...,by, Y b;C9; 4+ Cb.y 1) € L.

J=1
A L egy LLL-bazisa also korlatot ad a L legrovidebb nullatol
kulonbozb elemének hosszara

ML) > 2_7"/2|a1\.
Masrészt

2
AL£)? < |b|]? < rB2 4+ C? (Z b0, + br+1>

=1
< rBj + C?c5 exp{—2c1B}.

Ha tehat 27 "|a;|?—rB3 > 0 - amelyet a D megfelel6 megvalasztdsaval
el lehet eérni - akkor

1
B < —log(Cca(27"|a1|? — rB2)~/?).
C1



4.4. Elliptikus egyenletek

Legyen K egy test, A,B € K.
E(K)={(z,y) € K* : y* =24+ Az + B} U{0}

halmazt K feletti elliptikus gorbének nevezzuk.
E(Z) = ENZ? az E-re illeszked& egész pontok halmaza — ellip-
tikus egyenlet.

Az elliptikus logaritmus modszer E(Z) meghatarozasahoz
FE(Q) c E(R) ¢ E(C) tulajdonsagait hasznalja fel.



22

Osszeadas az y2 = z3 — z gorbén K = R-re. 1. Iépés.



22

Osszeadas az y2 = z3 — z gorbén K = R-re. 2. |épés.



22

Osszeadas az y? = z3 — z gorbén K = R-re. 3. Iépés.



22

Osszeadas az y2 = z3 — z gorbén K = R-re. 4. |épés.



22

Osszeadas az y2 = z3 — z gorbén K = R-re. 5. |épés.



7. Tétel. [Mordell-Weil] Ha K egy algebrai szamtest, akkor

< E(K),4+ > egy végesen generalt Abel-csoport. Tehdt vannak
olyan Pi,...,P, € E(K), hogy barmely P € E(K)-hoz vannak
ni,...,npr € Z ésT € E(K) véges rendii elem, hogy



WeierstralB klasszikus eredménye szerint minden E(C)-hez van
olyan p(z) komplex fliggvény, amelyre

E(C) = {(p(2),¢'(2)) : z€C}.

A © WeierstraB-fuggvény duplan periodikus. Két, fuggetlen mi-
nimalis periddusa wi,wo egy paralellogrammat - A - hataroz meg
a komplex szamsikon.

Teljesulnek a kovetkezok:

e Barmely P = (x,y) € E(C)-hez van egyértelmiien meghatarozott
t € A ugy, hogy = = p(t),y = ¢'(1).

e At = u(P) fliggvényt elliptikus logaritmusnak nevezziik.

e Ha P;, P> € E(C) ést1 = u(Pq),to = u(P»), akkor u(P1+ P) =
t1 + to> mod A.



8. Tétel. [Gebel, Herrmann, Pethd, Zimmer (1999)] Legyen

P=(x,y) =T+ n1Pi1+ - +n-P € E(Z)

és N = max{|n1|,...,|nr|}. Akkor

N <N < \/(k1 + k2) /.
Ha még |x| > xg is teljesiil, akkor van olyan n,y4, € Z, hogy
In1u(Pr) + -+ nouw(P) + npgq| < kzexp(=AN?/2 + (k1 + log 2)/2).
A fentiekben
k1 = log max{|2A|1/2,14B|1/3}, Kk, =510 k,(A, B)
€s \, k3 a gorbétdl, k->(A, B) csak A és B-t6l fliggd konstansok.

A bizonyitasban fontos szerepet jatszott Hajdu és Herendi (1998)
egy eredménye.



e Alapdtlet: S. Lang (1964), D. Zagier (1987)

e AIsSO korlat elliptikus logaritmusokbol képzett linearis formakra.
S. David (1995)

e Racionalis eset: Stroeker és Tzanakis valamint Gebel, Pethd
és Zimmer (1994)

e S-egész pontok: Gebel, Herrmann, Peth6, Zimmer (1999)
e Implementacio: SIMATH, MAGMA



0. Tétel. [Gebel,Pethd,Zimmer(1998)] Az y?2 = 23 + k Mordell
egyenlet minden x,y € Z megoldasara teljestl, hogy

110 781 386,ha 0 < k < 10 000 (k = 8 569)

6 369 039,ha0 >k > —10 000 (k= —7 670)

3 790 689 201, ha 0 < k < 100 000 (k = 28 024)
3171 881 612,ha0 > k > —100 000 (k = —64 432).

8 8 8 8
IA A CIAIA

Az dllitas k = 7823-ra és |k| > 10 000-re csak a Birch és Swin-
nerton Dyer sejtés mellett igaz.



Miért nem tudtuk megoldani az y2 = 23 + 7823 egyenletet?
e A gorbe rangja 1, de bazisanak magassaga igen nagy.

e A Q(v/7823) alapegysége:
7852630604186885068630050794884-8878273164328335619442319529/7823

e A Q(3/7823) alapegysége:



20839998191148716869038716300216648765159196501481993062814380536305834154364723666688
45789706734163490401193623265613055688805087389669023197761116702926488029933883115065
29912783213771157522388019086949628971551424042659566131334476167845203055319563651408
64039697367865200369959966665699256487123924758156345997502768288493883895634519244888
75610819173685692143202051622978916946443405721921610779799735924416531943369987693333
23406115893349439952825409164289725634832715941712935408754291537908503459228364548333
83026614087556830685347228287949826478060361204505758209489501032912265459423303529351
89932858185212534221824087780482667472178523269856938157259467720352642957294690258183
46235133937719790337114455030110595666569420759195519750319296860661005475439924205927
04152775470543178966494397111425679634461365759461541285845443902676249249302044982423
65779573418841938233498398320785086520941500998641113027932280160547081193404526020647
20266451591650727517647162149951526347966253963327088964168093863653462776052073685276
98663572969864906308783897694902090392485386975845528003706673319954985034542867655940
35766480414510152919445568295337184105293205318726937750920138281228834272588256453676
70270303886624852346425059224420132143274310595795080326700671789927312955190540154966
01640827095240509495636547716786102718988986537336701374416166260690349186918335

+ 109727557035788192103578244433107312850514715670914396468792049390701002750882554736
58320950543003393121762491292997032674188742835507212162076876603717187775567253537350
30247963186556463569277649467259212867832453161906925247416224321532209549815063669990
31845991015985665562294338278066674492621861533204349342028072487765960182673285540342
31120363072071593153773272978545453423474768510410728826952311971724491562613012413681
95810891114589421319627645209333063826949136057433668682012095383135642233969121157331
31279575410082631887265373477622028055425183268300086733915871867870544624627508937724
47515187916554787869665416835058372907269537972815739345937543368672673778624003203124
62518065827977848442797127712360014787044493128747400297737231040647023420123337893532



156592943324207217502801592730785368419308549572594774362923205388890939735869411714123
40950289594 707812253766768199984941189499629756288008304686552268955472875118345736176
97906553545918116532735697203668303244940298282908878190978081381768243281046681088717
74171422942562042595960863253358678669234577037285563750357091730030114180144399637942
49677453387803276064625570019158711482351225855655940481203916829111550144069042154329
84233025662957762741679082569873433582704799244544901073121573888618637708068818269842
33127378368365086529837281687830604286983147654617320121909664032917943920348706 0

+ 473554764238342248779907268459543973749379449771955093715271960237870235986156933231
80307396962246425979553147923124088172610708917710551426130563128570083469401006738064
96608461565866534864181246638209200769583519950394777250001454651606732060288379588360
09592525573399687662023105833898603459755786837762562825726737948994285394329183300688
60819014784652512459692614298822151680446162618113724031452144031030846630959020724504
886106948766159880485464097806818397151702287258152220565648833453717878639558208938525
25444130765153253074505560728884307087720337603612192697001277970871383628744170135637
27954489644858855219506716958156588430374578505866094861772894481726392480583508090251
08782074348511220147279698562998123039688176868616057655387945883757905779035131261846
33689855434107637453962816553275238561643137761256185564452752076296358686387 7170383598
44847659723353418736966703074121221836308304086776918336051810506990840852046271448527
80507276393682788635992021218721892038223711495358433110166136130064277290410706221578
81387353288696169316833698664789790325892499266880421797251260053729677179828828382447
89102164869938047750945165793385027850310149584983719885645252022103210982987517952197
877375371757315753824003951381495024613472247217973265510563710378126809431320617143432
7700041181221950279438388169515520987802764669211549828319357808920831338238188 62,

ahol § = v/7823. (Klaus Wildanger)



M. Stoll (2002).

"I proudly present the generator of the Mordell-Weil group of
y? = 2347823 :

r = 2263582143321421502100209233517777
/ 11981673410095561°

y = —186398152584623305624837551485596770028144776655756
/ 119816734100955613

This point has canonical height 77.617773768638... as expec-
ted.”

Ezzel a Mordell-egyenletre vonatkozo eredménylink |k| < 10 000-
re teljesseé valt.



5. Hozadek

a) Kolcsbnhatas a komputeralgebra-rendszerek fejlesztésével.

ee Nagy pontossagu (tobb ezer szamjegyig) egész, lebegbpontos
és p-adikus aritmetika.

ee Algoritmusok polinomok gyokeinek, komplex, p-adikus, ellip-
tikus, p-adikus elliptikus logaritmus kozelitd szamitasara.

ee Al/gebrai szamelméleti algoritmusok: miveletek, egészbazis,
maximalis fliggetlen egységrendszer.

ee Elliptikus gorbéken: Pontok osszeadasa, magassaguk szamitasa,
Mordell-Weil csoport bazisanak meghatarozasa.

ee Numerikus diofantikus approximacios algoritmusok: lanctort,
[enstra, Lenstra, Lovasz algoritmus.



b) Sok egyenlet szamitogéppel automatikusan megoldhato (Bazso,
Bérczes, Gyobry, Hajdu, Pintér, Rakaczky, Tengely).

Arnyoldal: a felhasznalok sokszor formdalisan, de nem tudatosan
hasznaljak a szamitogépes eljarasokat. Ha a gép nem tudja
megoldani az egyenletliket, akkor nem tesznek erbfeszitést egyedi
eljaras kidolgozasara. Pedig az ilyen probleémak jelentik ma az
igazi intellektualis kihivast.

c) Nagy tablazatok késziiltek: Mordell-egyenlet, index forma
egyenletek (Gaal, Nyul G., Olajos, Jarasi, Pohst), John Cremona:
Elliptic curve data, William Stein: modular forms database.



d) Megvaltozott az elképzelésiink a vizsgalt diofantikus egyen-

letek megoldasainak eloszlasarol: Nagyon ritka a "nem trivialis”
megoldas.

e) Szimultan diofantikus approximacio szempontjabol az alge-

brai szamok logaritmusai ugy viselkednek, mint a tipikus valos
Szamok.



Ko0szonom a megtiszteld figyelmet!



