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Uber die Verteilung der Lésungen von S-Normformen Gleichungen

Von ATTILA PETHO (Debrecen)

1. Einleitung

Sei P={py, ..., p,} eine Menge verschiedener rationaler Primzahlen. Bezeichne
Q bzw. Z die Menge der rationalen, bzw. der ganzrationalen Zahlen und Z, die
Menge derjenigen Elemente von , deren Nenner (in ihrer gekiirzten Form) nur
durch Primzahlen aus P teilbar sind, endlich | |, die p-adische Bewertung von Q,
wo p eine rationale Primzahl ist. Der Einfachheit halber bezeichne ||, =|| den
gewohnlichen absoluten Betrag von Q. Ein altes Problem aus der Theorie der dio-
phantischen Gleichungen lautet folgendermalBen: Wann hat die Gleichung

T

(1) I | Nggo (@ + - +oux)l,, = a0 # acQ

unendlich viele Lésungen (xq, ..., x)€Z% und wie ist die Struktur der Menge
der Losungen, falls oy, ..., o, iiber Q linear unabhéngige Elemente eines Zahl-
korpers K vom Grad n=2 sind und Ng(x) die Norm der Elemente «€K
bezeichnet.

Neuerdings hat H. P. SCHLICKEWEI [8], als Verallgemeinerung des Ergebnisses
fir P=0 von W. M. ScaMIDT [9] bewiesen, daB} (1) fiir ein beliebiges a€Q nur
endlich viele maximale Losungsfamilien besitzt.

Die Verteilung der Losungen von (1) wurde fir P=# von vielen Autoren
untersucht. (Dariiber siehe die Einleitung von [3].) In einer Reihe von Arbeiten
gelang es mir gemeinsam mit K. GyG6ry, tiir die Anzahl der Losungen von (1) eine
asymptotische Formel zu finden [2], [3]. Fir den Fall da {oy, ..., &} ein vollstin-
diger Z-Modul war d. h. fiir k=n bestimmten wir die Konstante im Hauptglied
und wir gaben eine obere Schranke fiir die Konstante im Restglied an [4].

In dieser Arbeit werden Ty, ..., T,=0 diejenigen reellen Zahlen bezeichnen,
fir welche u;€Z (fir alle 1=j=1) mit 7,=p% existieren. Es wird noch |T|
fiir T,-...-T, geschrieben. Sei M der durch die Elemente o, ..., o in K erzeugte
Zp-Modul. Bezeichne Py (T4, ..., T,)=Py ,(T) die Anzahl der Ldsungen
(X1, oo X )EZY von (1), fiir welche

(2) max (xl,)=7T; (j=0,..,7)

1=i=k
gilt.
In der vorliegenden Arbeit geben wir unter Benutzung des Ergebnisses von
H. P. ScHLICKEWEI [8] eine asymptotische Formel fiir Py ,(T) an, vorausgesetzt,
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2 A. Pethé

daB dieselbe mit | T|| gegen Unendlich strebt. In gewissen Fillen werden die explizite
Form der Konstanten im Hauptglied und eine obere Schranke der Konstanten
im Restglied angegeben. Als Folgerung wird eine asymptotische Formel fiir die
Anzahl der Losungen (xy, ..., Xz 21, ..., Z)€Z*** der diophantischen Gleichung

(3) [Ngjolon Xy +... +ox)| = apit- ...« p
unter der Bedingung max (Jx;)=N hergeleitet, in gewissen Fillen ebenfalls mit
=1

expliziten Konstanten.

Zur Formulierung der Sitze bendtigen wir noch einige Bezeichnungen. Die
maximale Menge der nicht dquivalenten Fortsetzungen auf K der Elemente der
Menge So={| |5;» -+ ir mi

S 2= ] [t v | B s s | Bz vl e B

Der erste Index von #;; zeigt, dal} diese Bewertung die Fortsetzung von p; ist. Es
wird auBerdem vorausgesetzt, daB auf O 2;; und p; iibereinstimmen. Der Einfach-
heit halber wird lieber 2¢ Sy oder peS, statt | |»€Syx oder ||[,€S, geschrieben.
Der lokale Grad von 2;; wird mit n;;=n(Z;;/p;) bezeichnet. Setzt man e;+...+e.=
=og+1, dann gilt ggx+1=n(t+1).

Sei 9, der Multiplikatorenring von M, also die Menge der Elemente x von K
mit xMZ M. Bezeichne &% die S-Einheitengruppe von K, d.h. die Menge der

Elemente n von K, fir welche ]] |Ngio(mlp,=1 gilt, ferner sei &y=~E%NDy,.

Wenn M ein nicht vollstdndiger ZP Modul ist, dann ist %= {1} und so gilt &&=
—{1} wenn aber M ein vollstindiger Z,-Modul ist, dann ist nach der Verallge-
meinerung des Einheitensatzes von Dirichlet (siche z. B. [6]) &5 isomorph zu dem
Produkt der endlichen zyklischen Gruppe der Einheitswurzeln von &,,, deren Rang
nye ist, und p=px unendlichen zyklischen Gruppen. Im weiteren wird ¢ S-Ein-
heitenrang, oder S-Rang von &3, bzw. Z,, genannt. Die eben erwahnten unendlichen
zyklischen Gruppen seien von den Elementen &, ...,g, erzeugt. Dann besitzen
die Determinanten g-ter Ordnung der Matrix

| |
ng loglels,, ..-n. logle|s

G115 1) 11 s oobE B el a3 iwnieri d

Ngy log,gg-iﬂ...n,e__log CAPY

einen gemeinsamen, von 0 verschiedenen absoluten Betrag, den wir S-Regulator
von &3 bzw. Z,, nennen und mit R bezeichnen.
Die Losungen (x;, .... x;)£ZF von (1) zu bestimmen heiBt nichts anderes, als

die Losungen peM der Gleichung

(5) [T Ny, = a
zu suchen. Wenn péM eine Lésung von (5) ist, dann geniigt auch jedes Element
der Menge -85S M der Gleichung (5). Eine solche Menge udjy nennen wir
eine Losungsfamilie von (3).

Ist L ein Teilkdrper von K. dann bezeichnet M " dic Menge derjenigen Elemente
u von M, fiir welche fiir ein beliebiges i< L ein 0=z€Z existiert, derart dafl zAue M

{Uber die Verteilung d

gilt. Bezeichne %j; den Multip!
Es ist leicht einzusehen, dall &
7k ist ein Ring und auferden
ist, dann stimmt der S-Rang vor
nen wir die Anzahl der Einheit

Ist pe M™ eine Losung vo
ebenfalls (5). Diese Menge nen
von (5). Wenn keine andere |
dann werden wir sie maximal n
familien werden wir mit (@)

SchlieBlich wird, wenn =

die S-Hoéhe von o genannt.

Satz 1. Seien M={o;, ...,
vom Grad n=2 mit tiber Q i
eine rationale Zahl, fiir welche
Bezeichne ¢ das Maximum de;
M*E={0}. Dann existiert eine n
a—c(a)>0 derart dafs

(6) Py, o(T)

Die folgenden beiden Satz:
Wenn L ein Teilkorper vom G
setzen wir

A(L, M, a) =

Satz 2. Aufer den Beding:
von K mit S-Rang o, daf§ der .
1 =i<j=v. Bezeichne ny, den
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Den Forderungen von S:
kann man sie sogar genau bes:
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gilt. Bezeichne Zy; den Multiplikatorenring in L von M* und sei Lgs=85NDy;.
Es ist leicht einzusehen, daB @} eine Zp-Ordnung von L ist, falls MLz={0}; (d.h.
7L ist ein Ring und auflerdem ein vollstindiger Zp-Modul). Wenn jetzt M7 {0}
ist, dann stimmt der S-Rang von “€j; mit dem von &SN L iberein. Mit mj; bezeich-
nen wir die Anzahl der Einheitswurzeln von Lgs .

Ist pe M" eine Losung von (5), dann geniigt jedes Element der Menge wrEEy
ebenfalls (5). Diese Menge nennen wir eine (M, L) Lésungsfamilie von (1) und auch
von (5). Wenn keine andere Losungsfamilie die Losungsfamilie (M, L) enthilt,
dann werden wir sie maximal nennen. Die Anzahl der maximalen (M, L) Losungs-
familien werden wir mit #%(a) und den S-Regulator von Lgs mit LRy, bezeichnen.

SchlieBlich wird, wenn o€ K ist,

hy(o) = max |olz
K

die S-Hoéhe von o genannt.

2. Ergebnisse

Satz 1. Seien M={oy, ..., 0} ein Zp-Modul des algebraischen Zahlkdrpers K
vom Grad n=2 mit iiber Q linear unabhdingigen Erzeugenden oy, ..., 0 und a0
eine rationale Zahl, fiir welche (1) unendlich wiele Losungen (%1, --» X)EZE besitzt.
Bezeichne ¢ das Maximum der S-Ringe derjenigen Teilkorper LS K, fiir welche
ML {0). Dann existiert eine nur von d, K, M, oy, ..., o, und P abhingige Konstante
c=c(a)=0 derart dafs

(6) Pyr.o(T) = clog?(|T)+0(log?=(ITI))-

Die folgenden beiden Sitze folgen aus Satz 1 nur in einer nicht effektiven Form.
Wenn L ein Teilkérper vom Grad ng, und vom S-Rang g, des Korpers K ist, dann
setzen wir

AL, M, a) = ML) = n§mieeia(a) (en!* Ran) ™

Satz 2. Aufler den Bedingungen von Satz 1 gelte fir alle Teilkorper Ly, ..., L,
von K mit S-Rang 0, dap der S-Rang des Korpers L;NL; kleiner als ¢ ist fiir alle
| =i<j=v. Bezeichne ny, den Grad iiber Q des Korpers L;. Dunn hat die Konstante
¢ von Satz 1 die Gestalt

™ c= 3UL).
i=1

Den Forderungen von Satz 2 geniigen sehr viele Zahlkorper, im Fall P#0
kann man sie sogar genau beschreiben. Es ist namlich bekannt, daB der Rang eines
Kéorpers K und eines echten Teilk6rpers LCK genau dann iibereinstimmen wenn
I ein total reeller Korper und K eine quadratische total imaginire Erweiterung von
L ist [1]. Also hat ¢ z. B. fiir P=0 und ¢=1 die Gestalt (7).

Satz 1 ist eine Verallgemeinerung von Satz 1 [3]. In den ersten beiden Sitzen
sind ¢, o und die in O implizierte Konstante im allgemeinen nicht effektiv berechen-
bar. In gewissen Fillen aber, wenn Z. B. der Modul vollstindig ist, kdnnen auch
sie effektiv bestimmt bzw. abgeschitzt werden, Im nichsten Satz wird der Fall
eines vollstindigen Moduls untersucht.
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Satz 3. Sei M ein vollstindiger Modul von K, auferdem seien M, K und a wie
in Satz 1. Bezeichne ¢ den S-Rang von K sowie Dy bzw. Dy die Diskriminante von
M bzw. von K. Sei zuletzt # = max (hs(ep))". Dann gilt

(8) 1P3r,a(T) = A(K) log? (T[] = 2¢A(K) ¢, (a) loge =" (| T])),

3
falls 1og(ITI) = c1@) wo  e(@) = "> llog ] +

1 v . . 2,381
+rtog (1Dl [TIDYDY,] + llog (1 ++1) 4+ + 1) (=2 &
ji=1

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 1 [4]. Die niichste Folgerung
beschiftigt sich mit der Verteilung der Lsungen von (3). Es bezeichne Py ()
die Anzahl der Losungen (xi,..., % 21, ..., 2)€Z%*% von (3), fir welche
max x| =N gilt.

Folgerung. Seien M bzw. M’ der durch die iiber Q linear unabhiingigen Elemente
Oy .o O vOR K erzeugte Z- bzw. Zp-Modul. Wenn fiir M’, K und a = ﬁ |al,,
die Bedingungen von Satz 1 erfiillt sind dann gilt =
Pyt o(N) = c(a’, M')log? N+0O(log?~* N)

mit denselben Konstanten c(a’, M")=0 und ¢ wie in Satz 1.

Wenn auch die zuséitzlichen Bedingungen von Satz 2 gelten, dann hat c(a’, M")
die dort angegebene Gestalt.
Wenn endlich M vollstindig ist, dann gilt

[Pyt a(N)—A(K, M’,a") logt N| = 2¢J(K, M’, a’)c,(a’, M") log®~1 N,
Jalls log N=ci(a’, M") mit der in Satz 3 angegebenen Konstante ¢,(a’, M”).
Der letzte Satz gibt eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der Elemente

gegebener Norm und beschrinkter S-Héhe eines vollstindigen Zp-Moduls eines
Zahlkdrpers K.

Sei M ein vollstindiger Zp-Modul von K und bezeichne P}, (T)=
=Pif (T, ..., T,) die Anzahl derjenigen Elemente o von M, fiir welche

(9) ol g, =T; (i=0,...,7; j=1,..¢)
und

(10) _]_IOINKfQ(OC)Ip,- =a

gelten.

Satz 4. Wenn (10) mindestens eine Ldsung hat, dann gilt
P37 (T) — 2(K) log? (I T|)| = 2¢0A(K) cy(a) log=" (| T|),

fGHS 1o ("TI;) = ¢ (a) - lIIO ﬂ|+ 1 2( ~|—l)[7h‘2Q]971RS
gUlLi) = ¢ ~a & ";:,;_QQ logn i

Uber die Verteilung «
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Dieser Satz ist fir M=ZF (die S-ganzen Elemente von K) und a=1 ein
Spezialfall von Lemma 9 von W. L. MAy [5]. Das angefiihrte Ergebnis gibt niimlich
die Verteilung der relativen S-Einheiten der algebraischen Erweiterung K/L an
(K und L sind algebraische Zahlkérper) mit einer expliziten Konstanten im Haupt-
clied wihrend die Konstante im Restglied nicht niher spezifiert ist.

3. Grundlemmata

Zum Beweis der Sitze brauchen wir mehrere Lemmata. Hier behandeln wir
nur jene, welche bei allen Beweisen nétig sind.

Sei A ein vollstandiger Gitter im r-dimensionalen reellen euklidischen Raum
E". d(A) bezeichne den Grundmascheninhalt und §(A) das Minimum der Durch-
messer der Grundmaschen von A. Das erste Lemma haben wir schon in [3] und in
[4] angewandt.

Lemma 1. Sei A wie oben und A eine beschriinkte Menge von E'. Bezeichne
A (8) die Menge derjenigen Punkte des Raumes E', die hichstens den Abstand o
vom Rand von # haben, wobei §=08(A). Sei das Lebesguesche Mafi von A bzw.
A (D) gleich V(') bzw. V(A (8)). Dann gilt fiir die Anzahl W derjenigen Gitter-
punkte des Gitters A, welche in A liegen

(11) W=V () d(A)| = V(A (5))/d(A).

Lemma 2. Seien Uy, ..., U, relle Zahlen mit U,+...+U,=0. Bezeichne
C(Uy, ..., Uy das Lebesguesche Maf} der Menge derjenigen Elemente (x,, ..., x,)€ E9,
welche dem Ungleichungsystem

x=U ((=1:s%
—Uy = x4+ +X,
gentigen. Dann gilt
C(Uyy «vey U = (Up ...+ Up)nl.
Beweis. Aus den Ungleichungen folgt unmittelbar

x;,=z—(Uy+...+ U+ U, (i=1,..,92
sowie
Xt +x, = U+ 4+ U,

Wenn die Transformation
=—x+U; (i=1..92

auf E¢ angewandt wird, dann kann das MaB der erhaltenen Menge mit einfacher
Rechnung bestimmt werden.
Seien nun
Li(ay, ...,a) =apa;+...+oza, (j=0,..,8)

derartige Linearformen mit reellen K oeffizienten, fiir welche

g
(12) =0 (k=1 .8

J
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Es ist leicht einzusehen, daB die Determinanten g-ter Ordnung der aus den Koeffi-
zienten dieser Linearformen gebildeten Matrix denselben absoluten Betrag besitzen,
den wir mit B bezeichnen.

Lemma 3. Seien L (ay, ..., a,) (j=0, ..., g) Linearformen der oben definierten
Eigenschaft, B=0 und U,, ..., U,, vy, ..., v, relle Zahlen. Es sei weiter max lot | = A
J

und |vy+ ... +v,|=V. Bezeichne S(U,, ..., U,) die Anzahl der Elemente (al,'..., d ez
Siir welche
(13) Li(ay, ...,a) = Uj+v; (j=0,...,¢)

sich erfullt. Dann gilt

Wot...+Uy| _ 2
g!B - gl
Jalls Uy+...+U,=V +g(g+1)A.
Beweis. Bezeichne 2 die Menge der Punkte (ay, ..., a,)eE¢ die (13) geniigen.
Dann stimmt S(Uy, ..., U,) mit der Anzahl der Elemente von Z(\Z¢ iiberein.
Z¢ ist ein vollstindiges Gitter in E9 mit d(Z9=1 und mit 8(Z%=Vg. So miissen

wir nur V(2) bestimmen und V(@(I/é)) abschdtzen, um das Lemma zu beweisen.
Zundchst ist es mit einfachen geometrischen Uberlegungen einzusehen: das
durch die Ungleichungen

q
S, . U — 5 [V +8(g+DAI(Up+... 4+ Uy,

(14) vi+Ujtengd = Li(ay, ...,a,) = v;+ Uj+epgd

definierte Gebiet enthilt die Menge derjenigen Punkte von E?, die héchstens den
Abstand g von der Hyperebene

Li(ay, ..., ap) = U+

haben. In (14) muB man ¢;, und ¢;, gleich +1 oder gleich —1 wihlen, und zwar
so daB das MaB des erhaltenen Gebietes maximal ausfallt.
Bezeichne Z; (i=1,2) die durch das Ungleichungsystem

Lj(ala ey @) = Uitv;+e;84 (j=0,...,8)

definierte Menge. 2,\%, enthilt dann 2(}g). %, und %, wurden durch Unglei-
chungsysteme vom Typ (13) definiert, so genligt es nur V' (Z) zu bestimmen.
Verwenden wir zuerst die Transformation

Vi :Lj(als "'1ay) (J =1, vy g)
auf E¢ Die Determinante dieser Transformation ist B. Aus (12) folgt

Nt ty, =—Llay, ..., a,).
Bezeichnen wir mit & die durch
yi=U+y; (j=1,..,8
=“wp—Uy=pn+...+y,

Uber die Verteilung &

definierte Menge. Wegen depn
offensichtlich BV (2)=V(F).
men wir

V(Z) =-

woraus sich

Uy+-

}V(@)—L‘-—g

ergibt, falls Ug+...+U,=V is
V(Z) = [

Auf Grund der Definitionen gel
V(@(g) =2

falls Uy+...+U,=V+g(g+])

Wenn wir die Abschitzung
binteren, dann bekommen wir

; (L

S(Uy; s U)——

o (Ut B

falls Uy+...+U,=V+g(gt+1)
3

In diesem Punkt wird
{z;. ..., 2,} einen vollstanc
£ den Multiplikatorenring ve
bezeachnen.

Die folgenden zwei Lemm:
misse der algebraischen Zahlent

M=

Lemma 4. Bezeichne o den

s O, mudtiplikativ unabhangige
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Uber die Verteilung der Losungen von S-Normformen Gleichungen 7

definierte Menge. Wegen den Eigenschaften der linearen Transformationen gilt
offensichtlich BV (2)=V(#). Infolge des Obengesagten und Lemma 2 bekom-
men wir

(Uy+ oo+ Uy 0+ o 0,

V() =

g!B
woraus sich
Uo+...+Up" | _ 291 5
'V(@)— — 1B =215 (Upg+...+ Uy

ergibt, falls Uy+...+U,=V ist. Auf ahnliche Weise erhilt man
V(@) = [é(uj+uj+sﬂg,4)]g(gzB)ﬂ.
Auf Grund der Definitionen gelten 9(V§)g92\91 und Z,2%,, und somit auch
v(2(Ve) = Wzg—lg(uo+ et Uy,

falls Up+...+U,=V+g(g+1)4 ist. ~
Wenn wir die Abschitzungen fiir ¥ (2) und V(2(Vg)) sowie Lemma 2 kom-
binieren, dann bekommen wir

Wt +U

g
S(Uss ..., Uy 3 ) ‘g 1S(Uys ..., U=V (D) +

(Ug+...+U)?
g'B

29
+‘V(_@)— =218 [V +g2(g+ D AlUs+... + U ¥

falls Uy+...+U,=V+g(g+1)4, womit Lemma 3 bewiesen ist.

3. Beweis von Satz 3 und 4

In diesem Punkt wird K immer einen Zahlkérper vom Grad n und
M=%, ..., a,} einen vollstindigen Zp -Modul von K bezeichnen. Wir werden mit
., den Multiplikatorenring von M und mit &3 die S-Einheitengruppe von 0y
bezeichnen.

Die folgenden zwei Lemmata sind Verallgemeinerungen wohlbekannter Ergeb-
nisse der algebraischen Zahlentheorie. Thre Beweise sind in [7] erschicnen.

Lemma 4. Bezeichne o den S-Rang und Ry den S-Regulator von Oy . Es existieren
w €,, multiplikativ unabhéngige S-Einheiten 1y, ..., H,, fiir welche

Tn2e
logn

o—1
as) iy loglnds,| = o(1nl] Ri=cy (k=10

fur alle 2;;€Sx gilt.
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Bezeichne in diesem Punkt & die durch die S-Einheiten #,, ..., n, erzeugte
multiplikative Gruppe von K.

Lemma 5. Es sei peM eine Liosung von (5). Dann existieren p'é M und &€&
mit p'=ep und mit

(16) nillog w's, | = L 2[ e ]g 1R3+ l lloga| = ¢
ij g i 2 e 1 , M T 1 g Cyq
ﬁ;’r alle g I}ESK

Bemerkung. In [7] lauten die Lemmata 4 und 5 etwas anders, aber um die
Konstante ¢;(a) nicht noch komplizierter zu machen, wenden wir jetzt dieselben
in der hier gegebenen Fassung an.

Die néchste Behauptung ist grundlegend fiir den Beweis von Satz 3 und von
Satz 4.

Lemma 6. Seien K, M und & wie frither, sowie pcM eine (16) geniigende Lisung
der zu (1) dguivalenten Gleichung (5). Es bezeichne P (T) die Anzahl derjenigen
Elemente von ué, in deren Darstellungen der Gestalt

(17) O:'lxl_i_'“"I_Ocnx;':n (xls "'sxn)EZi;
die Koeffizienten (2) geniigen. Dann gilt

ne (2n)?
© =
STR; logt (T = - T

Salls log (IT|)=c¢,, mit der in Satz 1 definierten Konstante ¢, .

PM (T) -

¢ loge=1 (L)),

Beweis. Zuerst geben wir eine obere Abschitzung fiir P4 (T).

Wenn a€pé eine Losung von (5) ist, dann ist o€ M und so kann « in der
Form (17) geschrieben werden. Infolge der Voraussetzungen geniigen die x; (2).
Wegen den wohlbekannten Eigenschaften der Bewertungen gelten

(18) el g, = nHTy (=1, ..., ¢e)
und
(19) Jalgjiéij Gir=1 sl vyt

Wegen acud existieren andererseits a, ..., a,€Z mit

o= pngt e .- nge.
Aus (18) und (19) folgen nun

a,|ng; n# o .
20) i i -119"|g:;!. = [W] Voi= BoVo (i=1,...,¢)
und "
N - a.|n.. ‘;? "Ji . .
QD el = [Iul@ ] Vi=BuVy (=1 uqtii=1 uu8)
2,
mit V=T (j=0, ..., t; i=1, ..., e)).

Es sei
Li(ay, - a,) = njay loEl”.’llsﬁﬁ‘f‘--- +nj;a, log Mles,, -

Uber die Verteilung &

Dz Determinanten g-ter Ordn
sehildeten Matrix haben den g¢

Mit dieser Bezeichnung fol
22) L;(ay, ..., a;) = log

Auf (22) ist schon Lemma 3 an

Wi= e
j:(l::;

und mit
23) U0+ + L

-._;' P
- (2n)
T o'nRg

1
og (1T = logns#™+1 s

[n|log n.

S K

amsgenuizt.
Jetzt geben wir eine unte
. und betrachten wir (2
r zu bestimmenden Konst
Seien (a,. ..., a,)€Z° eine

serst konnen wir feststellen. «
seschrieben werden. Aus |

]

snd aus dem letzten Ungleich

5 i




Uber die Verteilung der Losungen von S-Normformen Gleichungen

ugte Die Determinanten e-ter Ordnung der aus den Koeffizienten dieser Linearformen
sebildeten Matrix haben den gemeinsamen absoluten Betrag Rs#=0.
Mit dieser Bezeichnung folgt aus (20) und (21)
y=logV+logB,;, (j=0,.,15i=1,..,¢e).

AF:Cm Bz:Ré

ecd
22 Liay, ..., aq,

(==)

Auf (22) ist schon Lemma 3 anwendbar mit g=op,

jlogB = n|log (h#™+)| +|log a|
=1

die

Iben und mit

> SlogVy = nlog (IT]).

j=0i=1

(23) Giteone b, =

Daher erhalten wir
LR, neloge(||T
G (24) Bl é—ogl}(a! )

igen
(2}1)9 t+1 2 o—-1
TR [n]log n#*+!|+|log al + ¢*(e + 1) c;] log® = (I T},

- 1
alls log (7)) = log n#™+|+— llog a| + e(x+1)cs.

von

Hier wird auch g+1=n(t+1)

ausgenutzt.
Jetzt geben wir eine untere Schranke fiir P ,(T). Seien L;(ay, ..., q,) wie
fruber, und betrachten wir (22) mit den, den fritheren nicht unbedingt gleichen

iter zu bestimmenden Konstanten B e
Seien (ay, ..., a,)€Z¢ eine Losung von (22) und

o= MLt Hgt =
Zuerst konnen wir feststellen, dall «€ué und so «€ M, damit kann « in der Form
(17) geschrieben werden. Aus (22) folgt
| si"..‘t = RB..V.

Jit g

der
(2).

und aus dem letzten Ungleichungsystem
el = |ptla,, B}f" = |ule, B;T;

)

far alle 2;,c5%.

Betrachten wir zuerst nur die Ungleichungen vom Index ;=0 von (25). Aus
diesem Ungleichungsystem kann eine obere Schranke fiir die |x;| bewiesen werden.
Deer Beweis stimmt mutatis mutandis mit dem von Satz 1 [6] {iberein, deshalb geben
wir nur das Resultat des Verfahrens an:

%15, = (n"2 50" By| Dyl "0 Ty (j =1, ..., B).

Wenn sogar
B s (f’l"”zjfnulecngml *1,’2) -1
wird, dann gilt offensichtlich

8 Pl = T

ewa ahlt
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Bezeichne Q=0Qy bzw. S. =Sk .. die Menge samtlicher nicht &quivalenten,
bzw. samitlicher nicht dquivalenten archimedischen Bewertungen von K. Fiir alle
+2 K unterscheiden sich die le|, von 1 nur fir endlich viele Z€Q.

Fiir alle 20\ Sk seien

By = max |tz

1=k=n
Bezeichne a die Menge derjenigen Elemente w von K, fiir die
iﬂ)E?ﬂ = |[.l!ng‘BJTJ (fur a]ie gpﬁESK\Sw),
(Fiir alle € Q™ Sk)

|w|s = By

gelten. Im weiteren werden wir fordern, daB fiir jeden moglichen Index jein z;€Z
mit B,=p3 existiere. a ist ein gebrochenes Ideal in K mit Norm

vo=( g 51 [0 i iz

PEONS

wo n, den lokalen Grad von 2€Q\ Sk bezeichnet.
Die Koeffizienten von (17) gehoren zu Zp, oder aquivalent formulierend gilt
xlp=1 fiir jede PcO\ Sx. So gilt

(26) ol = max lote Xy = Jax ol or = By
fir alle #<Q~_S;. Infolge (25) und (26) gehort « zu a.

eien a; — min{ max |x), = p%, b; = max in » =phal, F, = pW
Seien a; = min { max xl,, = pj}, b; = max{min luly, =p} Fy =01,
1=si=e,

C;=p¢ (=1,...7) und endlich

& =0 JI(F(C,B,T)™) (k=1,..,n).
i=1
Wegen der Wahl von F,. C;. B; und T; existieren u;€Z mit Fi(C;B;T) '=p}
fur alle j=1, ..., 7. So geiten

iif: I » (k:l,...,n)
fiir alle 2€Q\ S und

il "7: X f;,CijT_flIFj (k:],...,n)
fir alle 2;€Sc\ S.. Wiederum wegen der Wahl von F; und C; gelten

ik 25 = !“"J;B]-TI (k = l, wany Ifl)

fiir alle 2,£Sc . S.. d. h. a enhdlt auch die &, fir k=1, ..., n
Als additive Abelsche Gruppe besitzt a eine Basis f;, ..., f,. Diedurchd, ..., &,
erzeugte freie additive Abelsche Gruppe wird mit 9 bezeichnet. Sie ist eine Unter-

Uber die Verteilung der

grappe von a; SO existieren eine
e _..]7)

—-——

) W), = g Py
=0 =

ayy* --- =y

D = [a:¥]

Die f-s konnen aus (27) mi

ﬁk: DI;I w

mit D,<Z ausgedriickt werden
AuBerdem existiert eine us

(.

wo T die Transponierte des Vel

(2%) ﬁk:%]‘l‘i

Wir haben schon ax€a g2

woraps man infolge (28)

Lit — :11

erialien kann. So konnen die

dy
Xy =
=D
g=schricben werden, woraus
25 Xglp, = 1D, f

folies
Es gt weiter D'2(B,. ---

Dl 2('51_



Uber die Verteilung der Losungen von S-Normformen Gleichungen 11
ten, gruppe von a; So existieren eine Basis w, ..., w, von Wund a;€Z (j=1, .., n;
alle =D
27) Wy = ag Pt tawby (k=1,..,n)
0=a, =ay (j=k,..,n)
Qyp e = Uy =D
WO -

D =[a:U] = [D(%, ..., @&)/D (B, ..., B

Die f-s konnen aus (27) mit den w-s in der Form

VA b ”
B, = 51 w1+...+%wk (k=1,..,n
mit D, £Z ausgedriickt werden.
AuBerdem existiert eine unimodulare Matrix U von ganzen Elementen mit
gt (wy, ..., @) = U@y, ..., &)
wo T die Transponierte des Vektors bezeichnet. So existieren Lj;€Z (i, j=1, ..., n)
: E, _ E. -
28) B = 51 oc1+...+7koc,, (k=1,..,n).
Wir haben schon a€a gezeigt, deswegen existieren z, ..., z,€Z mit
o= 21161+ pa it +Zﬂ'ﬁn
woraus man infolge (28)
cc—dlo?-[ +cl,i&
s D 1 D n
dk 321E1k+...+Z"E"k (k = j) -.-,7’1)
iy
g erhalien kann. So konnen die Koeffizienten von (17) in der Form
r
d, *©
0y = Fk HI(FCB;TH™) (k=1, ..., n)
ji=1

s=scarieben werden, woraus
x lxilp, = 1D7Y, FiiB,C;Ty (k=1 ..,nj=1,..,1)

sl

Es gilt weiter DY2(fy, ..., B,)=N(a)|Dg|""* und

oy 01/2(&1, — []]1 F}’(CijTj)“"] LDMP'Q-
J=



12 A. Pethé

Wenn man jetzt den expliziten Ausdruck von N(a) und von D anwendet, dann
bekommt man

D71, = Cr RO, ITAl, (=1, ),
Aus (29) folgt nun

il p, = Ty B; (F, /"= |DY? DY, IT Il (G =1, ..., D).
i=1 it
Wenn sogar

(30) B; = (G} F)"= | DARID,, IT 1l ;"
i=1 #*

gewidhlt wird, dann existiert fiir jedes j ein w;€Z mit B;=p% und es gilt noch

lnéll?'_ﬁ)_(n 1%, =T; (G=1,..,7).

Wenn man also in (22) die den obigen Bedingungen entsprechenden Konstanten
By=B (j=0,..,1; i=1,...,e;) nimmt, dann gibt es zu jeder Ldsung
(@, ..., a,)€Z® von (22) ein a€pué mit den geforderten Eigenschaften. So ist P, (T)
nicht gréfer, als die Losungsanzahl von (22).

Lemma 3 kann wieder mit den bei der oberen Abschiitzung bestimmten Kon-
stanten bis auf V" angewandt werden. Jetzt ist ndmlich

-4 eJ T
V = Z ZIOgBji =7 I()g HB} 3
Jj=0i=1 j=0
wo
; ‘2 i E y n i =
Il B; = (n"*3# "18‘4)‘1]DM|1”_]]1 [ID}\}sz}gﬁrm(cj/Fj) -1 ]]m]y;ﬂ].
=8 Jj= i=1
Danach ist
V = |

+|logal+n(t+2)e,+nllog n'27°+ = ¢,

j=1

log [:D,,;‘ 1 ID%}Z/DEZIP,)

mit einfacher Rechnung einzusehen.
Es gilt also
nlog¢(IT|)  (2n)°

P:(T) =
»(%) 0!'R, o!'nRs

(cs+@*(e +1)cs) loge=*(I TI)),

falls log (ITl)=c/n+o(z+1)c;.

Man kann wieder mit einfacher Rechnung priifen, daf3 die in Satz 3 definierte
Konstante ¢, gréBer ist, als die Konstante im Restglied sowohl der oberen als auch
der unteren Abschitzung. Damit ist Lemma 6 bewiesen.

Beweis von Satz 3. (1) besitzt unendlich viele Lésungen. M ist in K vollstindig,
somit gehdrt jede maximale Ldsungsfamilie zu K, deswegen sind die maximalen
Ldsungsfamilien paarweise disjunkt und ihre Anzahl ist »,,. Seien wy, ..., w,,, die
erzeugenden Elemente der maximalen Losungsfamilien.

Uber die Verteilung des

£ hat endlichen Index in &35

s

(€5

Sei 7:. ---.7; ein vollstindiges |
md p—0m;7, (i=1, ..., %y (=]
o 8y —

und die verallgemeinerten Losun
Wir haben also

PU,:

wo P, .(T) die Anzahl der (2)
In Lemma 6 wurde eine w
Formel fir P, _,(T) bewiesen. Al

Py o(T) = I-3

smd damit ist Satz 3 bewiesen.
Beweis von Satz 4. Man kor
Diemn ware aber die erhaltene K

& Methode des Beweises von S:
k=ime mcue Ideen. deshalb iiberl:

4. |

Seien M ein Z -Modul un
von K. Wenn & eine Untes
wvoa L und O=pcM" mit

Dic Anzahl derjenigen Elen
mam s m der Basis z,, ..., 3
Lemsma 7. Bei den obigen I

wnd m, dic Anzahl der zu & gehi

\n
P (T)=—

smd g am O implizierte Konstan

Beweis. Unser Gedankenga
bemmeren daber werden wir il
Scea §; bzw. S; die max
anf I boew. auf K der Elemente
K dom fraberen entgegen. drei
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Uber die Verteilung der Losungen von S-Normformen Gleichungen 13

# hat endlichen Index in & und sogar
[€5: 8] = my R RS = I

Sei 7,. ...y ein vollstindiges Representantensystem der Nebenklassen von ExlE
and p.=w;y, (i=1,...,%y; t=1, ..., ]). Dann gilt
I
0,85 = wd (GE=1,..,%
=1

und die verallgemeinerten Losungsfamilien sind sogar paarweise disjunkt.
Wir haben also

PM,n (T) =

=

e A
ZP,um‘f (T)J
1 t=1
wo P, .(T) die Anzahl der (2) geniigenden Elemente von p;, & bezeichnet.
In Lemma 6 wurde eine weder von i noch von ¢ abhidngende asymptotische
Formel fir P, ,(T) bewiesen. Also gilt

R
Pag, (1) = 1 +%ag Pry s (1) = g tas = Py (1)
und damit ist Satz 3 bewiesen.

Beweis von Satz 4. Man konnte Satz 4 auch als Folgerung von Satz 3 beweisen.

2= Methode des Beweises von Satz 3 anwendet. Die ausfiihrliche Darlegung braucht
L=ine neue Ideen, deshalb iiberlassen wir dieselbe dem Leser.

4, Beweis von Satz 1 und 2

Seien M ein Zp-Modul und L ein Teilkérper vom Grad ny, und vom S-Rang
2=1 von K. Wenn & eine Untergruppe von endlichem Index der S-Einheitengruppe
‘25 von L und O=u€ M* mit u6S M sind, dann wird ué eine verallgemeinerte
L ssungsfamilie von (1) genannt.

Die Anzahl derjenigen Elemente von ué, deren Koeffizienten (2) geniigen, falls
—an sie in der Basis oy, ..., von M aufschreibt wird mit P,s(T) bezeichnet.

Lemma 7. Bei den obigen Bezeichnungen seien noch Rg der S-Regulator von &
wd m. die Anzahl der zu & gehérigen Einheitswurzeln. Dann gilt

(m)me |, 7
Pys(T) = ——log (1T +O(loge (I T]))
-

wnd e in O implizierte Konstante hingt nur von K, L, &, oy, ..., o, und p ab.

Beweis. Unser Gedankengang ist 4hnlich dem, den wir im Beweis von Lemma 6
“e=utren. daher werden wir ihn nur dort ausfiihrlich darlegen, wo es nétig ist.
Seien S; bzw. Sk die maximale Menge der nicht dquivalenten Fortsetzungen
suf I bzw. auf K der Elemente von S,. Die Elemente von S, werden zwei, die von
& dem fritheren entgegen, drei Indizes besitzen. Der erste Index von #2;;¢ S, oder
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von .Sy zeigt, daB die fragliche Bewertung die Fortsetzung von PiES, ist.
Der zweite Index von 2, Sy zeigt sinngemafl, daB diese dic Fortsetzung von
#,,£58, ist. Wir werden noch fordern: wenn eine Bewertung des Oberkérpers nur
auf dem Teilkérper betrachtet wird dann stimme sie mit der Bewertung iiberein,
woraus sie fortgesetzt wurde. Es wird noch n;,=n(%; mlp) und n;=n(P;/p,) fir
alle moglichen Indizes gesetzt.

Eine wohlbekannte Eigenschaft des lokalen Grades lautet:

Ny = n (gaijh/'@ij) Byj

Im weiteren besagt A< B. daB eine nur von K, L, &, oy, ..., o und p abhéngende
Konstante E mit A=EB existiert.

Wenn nun 2€pfC M ist, dann gibt es ein (xy, ..., x,)€ZE mit

31 o= 0y Xy o X

Es wird zuerst angenommen, daB die Koeffizienten x,, ..., x, (2) geniigen.
Dann gilt
(32) Iotl_@uﬁ < T;

wegen den Eigenschafien der Bewertungen fiir alle 2, ;,€ Sk.
Es sei #,....9, ein Grundeinheitensystem von &. Infolge o€ ué  existiert
cinc Einheitswurzel (€€ und ein (a4, ..., 0,)€Z? mit

i ‘u(:.;ﬁ!l -~ '71;9-
Aus (32) folgt

(33) gt ... -ngelp,, < T;
ﬁlr a.lk: ‘?ijESK‘
M- --. -+ 5t e Element von L, und es gilt

Wt nels, < T

fur alle #,£5, wegen (33) und der Normierung der Bewertungen. Aus letzterem
folgt
(34) a;n; log Mls,, + ... +a,n; log Iq,_,lgw = ny;log Ti+ B;;
fur alle #,,£S, mit den nur von K. L, &, 2y, ..., o, und w1 abhingenden Konstan-
ten B;;.

Man kann Lemma 3 wieder anwenden, um die Anzahl der Lésungen
(a;. ....a)cZ* von (34) zu bestimmen. Damit bekommt man

Poal®) = L2 loge(1T1) +O(loge-1(1TI).

Um cine obere Abschiatzung fir P, (T) zu bestimmen, betrachten wir (34)
mit geeignet gewahlien, mit den friheren nicht notwendig iibereinstimmenden, Kon-
stanten B;,. Es sei (a,. ....a,)cZ¢ ecine Lésung von (34) und

£ :i:'ﬂ'-...-ﬂg?

mit einer beliebigen Einheitswurzel [€é&.

P

Uber dic Verteilung de:

Es ward eine Ganzhcitsbas_'b"
== vom i,...., 7, mitder Dis
amd# Daan enthalt der durch

:!_ s :'I'..EZ’ mit

G £

Mzm kznn sogar ebenso wie i |
max
I=r==;

bewemsen.

Wegen puc M’ existieren

wid; =

mt 5.7, und die d; sowie d
Wean nun

gesesrn wird. dann ergibt sich

%) B -
E gk sogar

max |Xx;
=2,k H

Also kann durch geeignete \\at
{36) (2) geatigen. So ergibt sich

P(T)= '—":

mmiels wiederholter Anwendung
Sexem L, und L, Teilkorpe
amd (M, L,) zwei Losungsfamil
iame man sic in der Form p'
familien &¢ zum demselben K
dismmiz Das folgende Lemma b
weliihe 7u verschiedenen Teilkds

Lo & Sind L, ... L

Lisurssipmilien der Gleichumg (

Anflerdiom =mowmen der S-Ramg

gragpe des Kirpers ()| L; dber
=1
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ist. Es wird eine Ganzheitsbasis 2y, ..., 4,, von L so gewihlt, daB die Konjugier-

gelit e von Ay, ..., Ay, mit der Diskriminanten und mit dem Grad von L abgegrenzt

ur <=4 Dann enthalt der durch J,, ..., 4, erzeugte Zp-Modul &. So existieren

1, B s 2o €EZp mit

fiir =) = ;

35) e =Azit- Ay, 20y
Mazn kann sogar ebenso wie in Lemma 6
121;)’51; EZf|pj = T_} (] = 05 sy T)
1de bewelsen.
Wegen u€M?" existieren 0#dcZ (i=1,...,ny) mit pldieM. Somit gilt
k
#)Ll'dl' = Z‘ bﬂ&z (i = l, caey HL)
t=1
en. it b.2Z, und die d; sowie die b, hdngen nur von M,L,a,...,0 und p ab.
Wenn nun
”L
Xi = Z brizr/dr
t=1
it sesetzt wird, dann ergibt sich
36 HE = O == 0 Xyt oo 0 X
i=0,..,17).

0

It sogar
a—xk |2%:l p, << ,:rll??_li("b |z,

m

i=1,.

4150 kann durch geeignete Wahl der B;; erreicht werden, daB die Koeffizienten in

36) (2) geniigen. So ergibt sich
np)m
Po(1) = L Loge (T +-0(1ogt(UTI)
4]

—ittels wiederholter Anwendung von Lemma 3. Damit ist Lemma 7 bewiesen.
Teilkdrper, sowie M ein Zp-Modul von K. Wenn (M, L))
nichtleerem Durchschnitt sind, dann

em
Seien L, und L,
wnd (M. L,) zwei Losungsfamilien von (1) mit
tanm man sie in der Form pl&f bzw. pl&jy aufschreiben. Also fallen LoOsungs-
an- “oilien die zum demselben Korper gehdren entweder zusammen oder sie sind
& k1. Das folgende Lemma beschreibt den Durchschnitt solcher Losungsfamilien,
2en weiche zu verschiedenen Teilkorpern gehdren.
Lemma8. Sind L,, ..., L, verschiedene Teilkérper von K und sind
pla&f, ..., kR
34 ! iwwmestamilien der Gleichung (1), dann gilt
on- v Vv
n pli6iy = p [.OlL" éﬁﬁ:) ;
Vv
Saflerdem stimmen der S-Rang der Einheitengruppe () “é&y und der S-Einheiten-
i=1

»
sruppe des Korpers (N L; iiberein.

i=1



16 A. Pethé ber die Verteilung der
Beweis. Im Beweis von Lemma 4 von [3] ist iiterall S-Einheitengruppe statt mt i k>r und schlieBlich auc
Einheitengruppe zu lesen, dann ist der Beweis identisch mit dem in [3]. 1mnt

Beweis von Satz 1. Nach Voraussetzung hat (1) unendlich viele Lésungen bei -
dem gegebenen a. Sie gehren nach dem Satz von H. P, SCHLICKEWEI ([8] Theorem 1) 5
zu endlich vielen maximalen Loésungsfamilien. Seien diese mit (M, L)y o (04, L) : »
bezeichnet. Unter den Teilkorpern L, ..., L, koénnen auch gleiche vorkommen. i
Bezeichne P, (T) die Anzahl derjenigen Elemente des Durchschnittes der Losungs-
familien (M, L,), ..., (M, L;) 1=t=g fir welche (2) erfiillt ist. Auf Grund von

Lemma 5 ist der Durchschnitt entweder leer, oder eine verallgemeinerte Lésungs- Pyul(T) =
familie derart, daB die entsprechende S-Einheitengruppe endlichen Index in der

t mE == = Es gilt aber fu
S-Einheitengruppe des Korpers () L;, hat. Die Anzahl der endlichen maximalen 4 =5 ke 3

j=1 (ny
Lésungsfami‘ien ist O(1). Daher gilt p- PAT) =

(37) .PM(T):_;”;PAT)— 5 Pu(M+..

1=iy<iy=g

2 G} 2 P D+ +(=1p1P (T)+0(1).

=i <. <i =g

Bei der Bestimmung der Hauptgliedes von P, (T) spielen selbstverstiindlich Beweis der Folgerung. Man k
nur diejenigen Summanden eine Rolle, fiir welche der S-Rang von (zj L;, genau ¢ P:
ist. Denn nach Lemma 7 gilt = :

[ ¢t 10g* (ITI) -+ 0 (log2 (| T[), smmeeiter S Folgerung
I wenn der S-Rang von fr] L;, gleich g ist,
™ ottoeqT) a
[ wenn der S-Rang von le L;, gleich ¢ <o ist.

Pii(D)

Folglich haben wir
Py (T) = ¢ log? (|IT])+O(loge=* (| T[)),
WO
g

(38) c= Dlei+...+(=1)-1 > Cipody oo
i=1 1=i <. <i,=g
ist, und wo der Strich an der Summe bedeutet, daB nur iiber t-Tupel (iy, ..., 1)
summiert wird, fiir welche der S-Rang des Korpers genau o ist.
Da fiir alle 1=i=g Py(T)=P,(T) ist, gilt c=c, fiir alle in (38) vorkommen-

g
den ¢;. Nach der Voraussetzung gilt 27 ¢;=0; also gibt es ein i mit ¢;=0, und

i=1
somit gilt auch ¢=0. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Beweis von Satz 2. Seien die maximalen Losungsfamilien von (1) so geordnet,
daB (M, L)), ...,(M,L,) r=g zu den Kérpern L,, ..., L, gehoren. Dann haben
die Losungsfamilien (M, L)) mit i=r, ebenso die Durchschnitte (M, L)N(M, L)
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Uber die Verteilung der Losungen von S-Normformen Gleichungen 17

~t i k=r und schlieBlich auch die Durchschnitte (M, LY)N(M, L) mit j=r
ond k=r jeweils einen S-Rang <o. '

Um das Hauptglied von Py (T) zu bestimmen, mull man also nur die Anzahl
4er (2) geniigenden Elemente der Losungsfamilien (M, LD (1(M;) 1=}=
~ _—=j.=r in Betracht zichen. Nach Voraussetzung ist aber der S-Rang des
Kampers L,NL;, (I=i<j=r) und folglich auch des Kérpers L;MN...MNL;
| =i —<..<i,=r) kleiner als ¢. Daher haben wir

Pu(T) = > P(D)+0(log” (ITI)

it einem o —<pg. Es gilt aber fiir alle /=1, ..., r

(m)?my

RS
o Ry,

2 P(T) = loge(| Ty + O (loge=*(ITI))
mach Lemma 4.

Die Konstanten im Hauptglied von (39) sind fiir alle, zum gleichen Korper
senorigen Losungsfamilien dieselben. Benutzen wir nun, daB die Anzahl der zum
i rper L, gehorigen maximalen Losungsfamilien %% ist, so erhalten wir den Beweis

eses Satzes.
Beweis der Folgerung. Man kann
Ph AN = Py (N, 1, 00 1)

smfach zeigen. Kombiniert man dies mit dem entsprechenden Satz, so ergibt sich
smmettelbar die Folgerung.
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