BARANGOLAS A SZAMOLASTECHNIKA
HATARVIDEKEIN
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1. BEVEZETES

Az igen megtisztel6 felkérés, hogy a Magyar Tudoményos Akadémia
frissen megvélasztott levelezd tagjaként én tartsak el6adast a DAB 2011-
es kozgytilésén, nehéz feladatot tiizott ki szdmomra. ” Azért van valami
lebilincsel6 a kétségbevonhatatlan kijelentésben, hogy a vilagegyetem
nem kizardlag egy entropia-meddohanyo létrehozasaval foglalkozik, hanem
idénként és helyenként olyan leny(ig6zé antientropikus képzédményekben
fejezi ki magat, mint amilyenek a kettds pulzarok és a matematikusok.” irja
Timothy Ferris [9]. Egyetértek vele abban, hogy a matematika egy antientro-
pikus képzédmény, a matematikusokra azonban ez méar nem igaz. A mate-
matika ugyanis Eukleidesztdl kezdve, de kiilonosen a XIX. szdzad kézepétol,
a formalis logika szabalyait kovetve, szigorian deduktiv mddon épiil fel.
Ugyanezt az utat utat jarja a szamitdstudomény is, hiszen a szamitogépeink
bitekbdl épitik fel a legbonyolultabb virtualis tereket is. Ehhez pedig, végs6
soron, csak néhany nagyon egyszerl utasitast: értékadas, adatok mozgatasa
és, ami a legf6bb er6t adja, a ciklikus utasitast hasznalhatnak.

Az eldaddsomhoz tehdt olyan témat kellett valasztanom, amelyben fel
tudom villantani azt a tudomanyos eredményt, amely miatt az Akadémia
levelezd tagjai sordba valasztottak, de mindezt oly mddon, hogy az mas
tuddsok szamaéra is érdekes legyen.

Legfontosabbnak tartott eredményeim diofantikus egyenletek numerikus
megoldasaval kapcsolatosak. Egyrészt olyan eljarasokat dolgoztam ki, amely-
lyel ilyen egyenleteket meg lehet oldani, masrészt konkrét esetekben bi-
zonyitottam, hogy az eljarasok tényleg hasznélhatdak, s6t azt masok is
hasznalni tudjak. A szamitasok sordn igen nagy, tobb ezer tizedes jegy, pon-
tossdggal kell miiveleteket végezni, igy természetes moédon adddott, hogy a
szamoldastudomanyrol beszéljek. A témanak azonban nemcsak tudomanyos,
hanem mindennapos gyakorlati vonatkozasai is vannak. Itt elsésorban az in-
ternetes kommunikacié biztonsdgit emelem ki. Ha példaul egy banki tranz-
akciét hajtunk végre, akkor a bizalmas adatforgalmat igen nagy szamokon
végzett miiveletekkel biztositjak.

2. BIBLIAI NEPSZAMLALAS

"A gyors szdmolds vigya egyid8s a szdmoldssal.|...] Ezen a teriileten

az elsé igazi ugrast a helyi értékes szamiras feltalalasa hozta.”, irja Sain
1



2 PETHO ATTILA

Mérton [27]. Az Eurépai matematika fejléddését az dkori gorég matema-
tika hatarozta meg, amely elsésorban a geometridra koncentralt. A helyi
értékes abrazolds elemei megjelentek Babilonban, de Indidban teljesedtek
ki. A Skori szamitési teljesitményre szép pédat talalunk Mézes TV. konyve
1. és 2. részében: ”Vegyétek szamba Izrdel fiainak egész gytilekezetét, az
0 nemzetségeik szerint, az 6 atyaiknak haznépe szerint, a neveknek szama
szerint, minden férfiut f6rél-fére.” [5]

A bibliai népszamlélas soran megallapitottak az egyes torzsek létszamat.
Ezek utan oOsszegezték a Juda, Riuben, Efraim és Dan tabordba tartozdk
létszamat, végil kiszamoltak Izréel fiainak 1élekszamat. Matematikai szem-
pontbdl 6t, bonyolult osszeadést kellett végrehajtani.

] Torzs neve \ Torzs létszdama H Téabor létszdma ‘

Ruben 46 500
Simeon 59 300 151 450
Gad 45 650
Juda 74 600
Izsakhér 54 400 186 400
Zebulon 57 400
Efraim 40 500
Manasse 32 200 108 100
Benjamin 35 400
Dan 62 700
Aser 41 500 157 600
Nafthali 53 400
| Izrdel fiai Gsszesen [ 603550 |

Az 6sszeaddsok pontos elvégzése komoly intellektudlis teljesitményt jelen-
tett a Biblia kétésfél-haromezer évvel ezel6tt élt szerzdéjének. Feladatat
nehezitette, hogy nem a ma haszndlt tizes szamrendszerben irta fel a
szamokat, hanem szoveggel. Az alapmiveletek végrehajtdsanak Osi tech-
nikaival alig foglalkozik a tudomanytorténet. Valdszinlinek tartom azonban,
hogy a torzsek létszamanak Osszegzése az akkori szdmolastudomény egyik
csucsteljesitménye volt.

A szamok tizes szamrendszerben vald felirdsa csak a kora kozépkorban,
miutdn Kr.u. 500 koriil feltalaltak a nullat, valt lehetévé. Karolyi Gasparnak
a XVI. szdzadban mar nem okozott gondott elvégezni a Biblidban megfo-
galmazott miiveleteket és széljegyzeteiben meg is magyarazta a szovegben
szerepl6 adatok és az Osszeadas eredménye kozotti eltéréseket.

3. NACY PRIMSZAMOK

A szamolastudomaény fejlédését nagyon jol lehet kovetni az ismert Mer-
senne féle primszamok noévekedésével. Ezeknek a szamoknak a torténete
visszanyulik az 6kori gorog matematikusokhoz. Egy szamot tokéletesnek ne-
vezlink, ha valédi osztdinak Gsszege megegyezik magaval a szammal. Példaul
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a 6 és a 28 tokéletes szamok, mert a valddi osztoik 1,2, 3, illetve 1,2,4,7,14
és1+2+3=06,illetve 1 +2+ 4+ 7+ 14 = 28. Eukleidész bebizonyitotta,
hogy egy paros szam csak akkor lehet tokéletes, ha 2P~1(2P —1) alakd, ahol p
és 2P — 1 is primszamok. Az el6z6 példdknal maradva, 2 és 22 — 1 = 3, illetve
23 — 1 = 7 primszamok, gy 2(2% — 1) = 6, illetve 22(23 — 1) = 28 tokéletes
szamok. Néhany értékre p = 7,13, 17 és 19-re direkt szdmolassal ellenérizték
2P — 1 prim tulajdonsagat. L. Euler felismerte, hogy a Mersenne szamok
esetleges 0szt6i specidlis alakiiak és ezt felhasznalva 1772-ben megmutatta,
hogy 23! — 1 = 2147483647 is primszam.

Peter Barlow, kordanak egy jelentés tuddsa, a kovetkezét irta Euler fel-
fedezésérol [4]:” [it] is the greatest perfect number known at present, and
probably the greatest that ever will be discovered; for, as they are merely
curious without being useful, it is not likely that any person will attempt to
find one beyond it.” Barlow nagyot tévedett, mert

e F.E.A. Lucas francia matematikus 1876-ban felfedezett egy nagyon
hatékony modszert Mersenne szdmok primtulajdonsaganak tesz-
telésére,

e a XX. szazad kozepétol kezdve az elektronikus széamitégépeken a
Lucas féle tesztet hatékonyan lehetett implementalni,

e A. Schonhage és V. Strassen [28] a véges Fourier transzformécié
felhasznalasdval, a hagyomdanyos szorzasi algoritmusnal sokkal
gyorsabb szorzasi eljarast dolgoztak ki. Megjegyezziik, hogy nemcsak
a szorzast, hanem az osztést is lehet sokkal hatékonyabban végezni,
mint azt hagyomanyosan tessziik;

e a szuperkomputerek, illetve az internettel 6sszekotott szamitogépek
(cloud computing) igen nagy szamitési er6t szolgaltatnak.

Ma mér 47 Mersenne primszamot ismeriink, a legnagyobb 243 112609 _ 1/
amelyik egy 12 978 189 decimadlis jegy(i szdm és a GIMPS [14] (Great Internet
Mersenne Prime Search) csoport szoftverével 2008-ban taldlték. Ez ma a leg-
nagyobb olyan egész szam, amelynek valamilyen nem trivialis tulajdonsagat
bizonyitani lehetett. Lathatd, hogy Mersenne primszamok elég ritkan for-
dulnak el6, de a szakértok tobbsége mégis azt gondolja, hogy végtelen sokan
vannak.

A Kossuth Lajos Tudoményegyetemen 1967-ben alakult a Szdmold
Kozpont. Gesztelyi Ern6 és Jékel Pal [13] 1976-ban tetszéleges nagysagu
egész szamokkal valé szamoldsra dolgoztak ki algoritmust, amely
parhuzamosan szamitja ki a miivelet eredményének szamjegyeit, majd stan-
dardizédljak az eredményt. Mdédszeriikkel az akkor rendelkezésre 4116 ODRA
1204-es szamitégépen kiszamitottak n! értékét 1 < n < 1003-ra.

Ha p és p+ 2 is primszamok, akkor 6ket ikerprimeknek nevezziik. Néhany
példa ilyen szamparra: 3,5; 5,7 és 2027,2029. Ikerprimekbdl allé6 parok
sokkal gyakoribbak, mint a Mersenne primszamod, de ezekrdl sem tud-
juk, hogy végtelen sokan vannak-e. Magyar tudésok nagyon eredményesek
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nagy ikerprimszamok meghatarozdsiban. Jarai Antal, az ELTE profess-
zora, tobb kutatécsoporttal, 1994-t61 kezdve tObbszor is vezette a leg-
nagyobb ikerprimek listdjat [19]. A legnagyobb altaluk taldlt ikerprimek:
194772106074315 - 2171960 £ 1 amelyeknek 51780 szamjegye van. Ezt 2007-
ben taldltak, de 2009-ben a PrimeGrid csoport atvette a vezetést a 100355
decimélis jegyti 65516468355 - 2333333 4+ 1 ikerprimmel. A verseny tovabb
folytatddik...

4. KRIPTOGRAFIAI ALKALMAZASOK

A Mersenne- és az ikerprimekre vonatkozé eredmények komoly intel-
lektudlis eredmények, de kozvetlen hasznuk nincs. A szamelméletet és ezen
beliil a primszamok elméletét egészen a legutdbbi évtizedekig a tiszta ma-
tematika mintapélddjanak tartottdk. Godfrey Hardy, a XX. sz. els6 felének
egyik legnagyobb szamelméletésze biiszke volt erre a statuszra. 1940-ben
megjelent konyvében [16] irja: "I have never done anything useful. No disco-
very of mine has made, or is likely to make, directly or indirectly, for good
or ill, the least difference to the amenity of the world.” Mekkora OTKA
tamogatdsra szdmithatna ma egy tudos ilyen attitiiddel? Az 1950-ben meg-
jelent nekrolégban is csak egy esetleges kivételt emlitenek meg, mégpedig a
Hardy-Weinberg féle népességgenetikai szabalyt [7].

1976-ban azonban dramai valtozas tortént. Ebben az évben fogalmazta
meg Whitfield Diffie és Martin E. Hellman [8] a nyilvanos kulcsu tit-
kositas elvét, amely alapvet6 szerepet t0lt be a modern algoritmikus
adatvédelemben. Az elv 1ényege az, hogy ha valaki bizalmas tizenetet kiildene
Aladarnak, akkor azt Aladar nyilvanos kulcsaval titkositva tovabbitja a
nyilvanos csatornan, példaul az interneten. A kddolasnak olyannak kell lenni,
hogy hiaba tudja valaki Aladar nyilvanos kulcsat és keriil birtokaba a kédolt
lizenet, azt ne legyen képes megfejteni. Ezzel szemben Aladar meg tudja fej-
teni az lizenetet a csak altala ismert titkos kulccsal, ami természetesen a
nyilvanos kulcs parja.

Diffie és Hellman csak a nyilvanos kulcst titkositas elvét fogalmazta meg.
Nem sokat varatott magara azonban olyan algoritmusok publikalasa sem,
amelyek megfeleltek az els6 ranézésre teljesithetetlen kévetelményeknek. Ro-
nald Rivest, Adi Shamir és Leonard Adleman 1978-ban koézolte a ma széles
korben alkalmazott RSA algoritmusrdl szolé cikkét [26]. Ez és az elmult
évtizedekben kidolgozott t6bb mint 300 nyilvanos kulesu titkositasra alkal-
mas algoritmus tobbsége nehéz szdmelméleti problémékon alapszik.

Az RSA-t példaul azért fogadjuk el biztonsagosnak, mert nagy szamokat
igen nehéz primszamok szorzatdra bontani. Aladdrnak tehdt keresni kell
két nagy primszdmot: p,q. Ezeket Osszeszorozva kapja az n = pq szamot.
Ezen kiviil kiszdmitja a p(n) = (p — 1)(g — 1) értéket és keres egy olyan
1 < e < p(n) szdmot, amelynek ¢(n)-nel nincs 1-t61 kiilonb6z6 kozos osztdja.
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Ezek utan ki kell még szamolnia egy olyan 1 < d < ¢(n), hogy ed-t a p(n)-
nel osztva 1 maradékot kapjon. Aladér nyilvanos kulcsa az (e, n) par, titkos
kulcsa pedig a (d,n) par.

Amikor Kriszta az M bizalmas iizenetet akarja kiildeni Aladdrnak, akkor
el6szor M-et bindris szamma alakitja, majd kiszamitja M€ maradékét n-nel
osztva, amit jeloljon T'. Ezek utdn elkiildi T-t Aladarnak, aki az lizenetet
megkapva kiszdmolja T¢ maradékét n-nel osztva és igy visszanyeri M-et.

Az eljards minden egyes lépése gyorsan elvégezhetd. Ehhez azonban
szamitégépre van sziikségiink, mert a paraméterek igen nagy szamok. Ma
ugyanis csak azt az RSA implementdciét tekinthetiink biztonsagosnak,
amely legalabb 1024 bites n értékkel szamol. Tekintettel arra, hogy az e és
d szamok hasonld méretiiek, igy az RSA kulcsok legalabb 256 karakterbdl, 3
gépelt sorbdl, 4ll6 jelszonak felelnek meg, amelyet a legtobb ember képtelen
memorizalni.

A kriptografia eredményei ma mindennapjaink részévé véltak. Ezek
teszik lehetové, hogy csak mi férhessiink hozza barhonnan az otthoni
szamitégéplinkon tarolt informacidkhoz; otthonrél hajthassunk végre banki
tranzakcidkat; elektronikusan lehessen adébevallast benyujtani és elektro-
nikusan lehessen dokumentumokat kozhiteles mdédon aldirni. Az Infor-
matikai Kar tanacsdnak tagjai 2005 éta sajat fejlesztésit RSA azonositéd
hasznélataval érhetik el a bizalmas dokumentumokat [10].

5. TIZEDES TORTEK

Eddig nagy szam alatt mindig egész szamot értettiink. Sokkal gyakrab-
ban talalkozhatunk azonban nagy pontossiagi szamokkal, azaz olyan tize-
des tortekkel, amelyek a tizedes vesszd utdn sok szdmjegyig pontosak. Az
Okorban csak tortekkel szamoltak, bar mar a gorog matematikusok is tudtak,
hogy példaul egy egységoldalii négyzet atléjanak hossza, v/2, nem fejezhetd
ki két egész szam hanyadosaként, azaz Osszemérhetetlen az oldalhosszal.

Sain Mérton [27] szerint Al-K&si Dzsamidsid Gijdszaddin, irdni tudds
1427-ben megjelent Az aritmetika kulcsa "konyve az elsé {rasos ismer-
tetés a tizedes tortekkel valé szdmolas szabdlyairdl”. Al-Kasi 2w kozelitését
szamitotta ki 16 tizedes jegy pontossaggal, 27w = 6,283 185 307 179 586 5.

Eurépaban a tizedes tortek Simon Stevin 1585-ben megjelent A tizedes
egység cimii konyvének hatédséra terjedtek el. John Napier (1550-1617) 20
évig dolgozott azon a tablazaton, amelyben 0°-tél 90°-ig 1’-es ugrasokkal
novekvo szogek szinuszai logaritmusat szamitotta ki 8 tizedes jegy pon-
tossdggal. Az &ltala hasznalt logaritmus alapszama (1 —1/m)™ volt, ahol
m = 107. Ez gyakorlatilag a természetes logaritmus alapszdmanak a reci-
proka, azaz 1/e. A tizes alapt logaritmust Henry Briggs (1561-1630) vezette
be, aki az 1624-ben megjelent Arithmetica logarithmica cimii kényvében
1 — 20 000 és 90 000 — 100 000 intervallumokban szamolta ki az egész
szamok 10-es alapu logaritmusat 14 tizedes jegy pontossaggal. A logaritmus
tablazatok és azok mechanikus valtozata a logarléc évszdzadokon keresztiil a
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mérnokok elmaradhatatlan eszkoze volt, az 1980-as évektdl kezdve azonban
fokozatosan kiszoritottdk oket a kalkulatorok.

Ahogy a minél nagyobb egész szamok kiszamitasaért, ugyaniugy az érdekes
valés szamok minél pontosabb kozelitéséért is verseny folyik. 2010 augusz-
tus 2-4n jelentette be példaul A.J. Yee és S. Kondo [30], hogy 7-t 5 - 1012
tizedes jegy pontossdggal hataroztdk meg. A szamitas és az ellendrzés 90
napig tartott egy asztali szamitégépen. S. Kondo valamivel kordbban ugya-
nilyen pontossiggal meghatérozta e-t valamint 10'? tizedes pontossiggal
V/2-t. Egyetemiink PTT BSc hallgatéja, Kovacs Gébor [20], grafikus kartyat
haszndlva néhany perc alatt ki tudta szdmolni 7-t 1 millié tizedes jegy pon-
tossaggal. Ez persze még tavol van a vilagrekordtél, de a programja még
javithato.

Ezeknek a szamitasoknak nemcsak technikai érdekessége van, de
felvilagositast ad a szamjegyek és szamjegycsoportok eloszlasardl is.
Egy nagyon nehéznek tartott sejtés szerint ugyanis a fent emlitett
szamok normdlisak, azaz tizedes tort felirdsukban a szamjegyek és a
szamjegycsoportok egyenletesen oszlanak el. A szdmitdsok a sejtést me-
gerésitik, de el6fordult mér, hogy egy tulajdonsdg igaz volt a numerikusan
elérheto tartoményban, de altaldban nem teljesiil.

6. A PENTIUM FDIV HIBA

Ha egy statikus mérnok pontatlanul méretezi a teto teherbiré képességét,
akkor az beszakad, mint arra az utébbi években tobb példat is lattunk. A
szamitdégépes program irasa kozben vétett hiba rendszerint gyorsan kideriil,
mert az eredmények kiillonboznek a vart értéktél. A programozd gyorsan
megtanulja, hogy ilyenkor 6 kovette el a hibat, a gép csak azt hajtotta
végre, amit 6 eloirt.

Thomas R. Nicely, a Lynchburg College matematika professzora az 1990-
es évek elején a 6.4 - 1015-nél kisebb primszamok, ikerprimek, primharmasok
és -négyesek leszamldlasaval valamint ezen szamok reciprokai Osszegének
kiszamitasaval foglalkozott. 1994 juniusdban egy 1j, Pentium processzo-
ros gépet is bedllitott a munkdba. Azt vette azonban észre, hogy az 1j
szamitégép mas eredményt ad, mint a régiek. Honapokon keresztiil kereste
a hibat a sajat maga és masok altal irott programokban. Tcébb hibét is
talalt és ki is javitott, de az eredményeket ez nem befolyédsolta. Végiil az
4j szamitégép Pentium processzoranak miikodésében sikeriilt lokalizalnia a
probléma okéat. Kideriilt, hogy a processzorban az osztast gyorsité néhany
paraméter rosszul volt bedllitva, ami miatt bizonyos értékekre hibasan
végezte el a miiveletet. Egy ilyen hibas osztas:

4195835.0/3145727.0 = 1.3338204491362410025 (helyes érték)
4195835.0/3145727.0 = 1.3337390689020375894 (hibds Pentium).
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A processzort gyarté Intel konszern csak hénapokkal késébb ismerte be a
hibét és végiil visszahivta a hibas egységeket. A pontatlanul beallitott pro-
ceszorok kijavitasa és cseréje 100 millié $-ba keriilt a gyarténak. Tovébbi
részletek Nicely [23] honlapjan olvashatdak.

7. DIOFANTIKUS EGYENLETEK

Egy egyenletet diofantikusnak neveziink, ha a megoldasait az egész
szamok korében keressiik. El6fordulhat, hogy egy ilyen egyenletnek

e egyaltalan nincs megoldésa: 222 + 3y = 1,
e véges sok megolddsa van 2 + y? = 1,
e végtelen sok megoldasa van, 22 — 2y% = 1.

David Hilbert 1900-ban a 2. Matematikus Kongresszuson, Périzsban 23
problémat fogalmazott meg a XX. szdzad matematikusai szdmara [18]. Ezek
tobbségét megoldottik, de példaul a Riemann sejtés maig tamadhatatlannak
tiinik.

A 10. probléma kévetkezOképpen hangzott [17]: Fine Diop hantis
¢ h e Gleichung mit irgend welchen Unbekannten und mit ganzen rationa-
len Zahlencoefficienten sei vorgelegt: man soll ein Verfahren angeben, nach
welchem sich mittelst einer endlichen Anzahl von Operationen entscheiden
laft, ob die Gleichung in ganzen rationalen Zahlen losbar ist.

O tehat egy olyan eljaras megadasat tlizte ki célul, amellyel minden dio-
fantikus egyenletrdl el lehet donteni, hogy megoldhaté-e. A keresett eljards
mai széhasznalattal élve egy algoritmus, de annak pontos fogalmat csak 30
évvel késébb Kurt Godel adta meg és rogton be is bizonyitotta, hogy vannak
algoritmussal megoldhatatlan problémak. 1970-ben Jurij Matiyasevich szov-
jet matematikus bizonyitotta be, hogy diofantikus egyenletek megoldasara
sem létezik altaldnos eljaras.

Ugyanakkor diofantikus egyenletek széles osztélyait meg lehet oldani al-
goritmussal. Ezt Alan Baker angol matematikusnak az 1960-as évek elején
algebrai szamok logaritmusaibdl allé linedris formakra adott hires alsé
becslései [1] teszik lehetévé. Baker ezért az eredményéért Fields dijat kapott,
ami a matematikusok Nobel dija. A legfontosabb egyenletek, amelyekre a
Baker mdédszer hasznalhato:

e Thue egyenletek: F(z,y) = 2" +a,_ 12" y+- - +arzy”  +agy” =
m , ahol n > 3.

e Elliptikus egyenletek: 2 = 23 4 ax + b.

e Hiperelliptikus egyenletek: 32 = 2™ + a, 12" 1 4+ --- + ag, n > 3.

e Diszkriminédns- és indexforma egyenletek.

Az els6 hiarom tipusra Baker [2, 3], a negyedikre Gy6ry Kélman [15] bi-
zonyitotta az algoritmikus megoldhatésagot. Eredményeik azonban csak elv-
ben teszik lehetové az egyenletek megoldédsat, mert médszeriikkel csak olyan
nagy felsé korlatot lehet bizonyitani, amely nem teszi lehetévé a maradék
véges tartomanyba esd pontok tesztelését. A Thue egyenletre vonatkozé



8 PETHO ATTILA

ma ismert legélesebb fels6 korldtot Y. Bugeaud és Gy6ry Kalmén [6] bi-
zonyitotta:

max{‘ﬂ’ ’y‘} < exp {33(n+9)n18(n+1)H2n72(log H)anl log* ‘m|}’

ahol log* |m| = max{log |m/|,1} és H = max{1,|ag|,...,|an—1|}. Példéul a
nagyon egyszeriinek szamito

ot — 4y — 2P APyt =1

egyenletre Bugeaud és Gyéry fels6 korlatja max{|z|, |y|} < 100", Ez bizony
sokkal nagyobb szam, mint a legnagyobb ismert Mersenne prim, pedig azt is
extrém nagynak talaltuk. Az A.K. Lenstra, H.-W. Lenstra és Lovasz Laszlé
[24] bézisredukcids algoritmusat hasznalva mégis be tudtam bizonyitani [25],
hogy az el6z6 egyenletet csak az

(SL‘, y) = :l:(()? 1)7 (LO)a (13 1)7 (_17 1)7 (4> 1)a (_L 4)7 (87 7)7 (_77 8)

szamparok elégitik ki. Valamivel kés6bb M. Mignotteval és R. Rothtal [22]
azt is megmutattuk, hogy az

zt — aaz3y - :U2y2 + afcy3 + y4 =1
egyenletnek egyetlen egész a # +4-re sincs mas megoldasa, mint

(z,y) = £(0,1),(1,0),(1,1),(-1,1),(a, 1), (-1, a).
A Baker mddszert az akkor elosztott, ma felhd, szamitasnak nevezett tech-
nikaval kombinaltuk, amely az utébbi egyik elsé alkalmazéasa volt.

8. A REDUKCIOS TECHNIKA

Baker linearis forma tétele minden algebrai szamra igaz, konkrét eset-
ben azonban esetleg javithaté. Ez a gondolat all azon redukcids technikdk
mogott, amelyek lehetové teszik a kezdeti igen nagy felsé korlat lényeges
csOkkentését, majd az egyenlet megoldasat. Thue egyenletekre Y. Bilu és
G. Hanrot, indexforma egyenletekre pedig Gadl Istvan, részben M. Pohst-
tal és velem dolgozta ki a mdédszer részleteit. A technika 6 1épéseit Gebel,
Pethé és Zimmer [11], illetve Stroeker és Tzanakis [29] nyoman az elliptikus
egyenletre mutatjuk be.

Legyen tehat a P = (z,y) € Z? az

(1) y? =23 + azx +b.

egyenlet egy megoldédsa. Két 1épésben fogjuk béviteni az (1) gorbére illesz-
ked6é pontok koordinatainak a halmazat azért, hogy a halmazok valamilyen
hasznalhat6 strukturdaval rendelkezzenek. Eldszor csak a raciondlis szamok
Q halmazara terjesztjiik ki figyelmtinket.

Jelolje tehdt E(Q) az (1) gorbére illeszkedd racionalis koordindtdji pontok
halmazat, kiegészitve egy - Henri Poincaré altal bevezetett - végtelen tavoli
ponttal. Mar a XVII. sz.-ban élt Claude Bachet is ismerte a metsz6é-érinté
eljarast. Legyen adva két kiillonboz6 pont Py, P az (1) gorbén. Az 6ket Oss-
zekot6 egyenes egy harmadik pontban metszi a gorbét. Ennek az x-tengelyre
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vonatkozo6 tiikkorképét Ps - ami persze szintén rajta van a gorbén - nevezziik
a P és P Osszegének. fly modon két ismert pontbdl altalaban végtelen sokat
tudunk el6allitani. Ettél tobb is igaz; az F(Q) Abel csoportot alkot. Louis
Mordell 1921-ben még azt is bebizonyitotta, hogy E(Q) végesen generalt,
azaz vannak olyan P, ..., P, € E(Q), hogy minden P € E(Q) felirhaté

(2) P=nP+...n.P,

alakban, ahol nq,...,n, egész szamok.

Most még tovabb bovitjik a megengedett koordindtak halmazat,
mégpedig a komplex szamokra. Igy kapjuk az E (C) halmazt. Karl Weierstrafl
bizonyitotta be, hogy az (z,y) € E(C) pontok parametrizalhatéak a Wei-
erstrafl féle p fiiggvények segitségével, azaz barmely (z,y) € E(C)-hez van
olyan ¢t € C, hogy (z,y) = (p(t), ¢'(t)). Persze minden elliptikus gorbéhez
mas Weierstrafl fliggvény tartozik. Weierstrafl ezeket a fiiggvényeket az
els6- és masodfaju elliptikus integralokbdl szarmaztatta, amelyek példaul
az ellipszis ivhosszanak kiszamitasara is hasznalhatéak. Innen szdrmazik az
egyenletek elnevezése is. Azt is érdemes megjegyezni, hogy a p fliggvények
két, fiiggetlen irdnyban periddikus fliggvények. A két irdny a komplex
szamsikon egy paralellogrammat A hatdroz meg és teljesiil, hogy barmely
(z,y) € E(C)-hez van olyan, most mar egyértelmiilen meghatarozott t € A,
hogy (z,y) = (p(t), ©'(t)). Ezt a t értéket nevezzitkk a P = (z,y) pont ellip-
tikus logaritmusdnak és u(P)-vel jeloljiik. Megmutathatd, hogy az elliptikus
logaritmus és az Osszeadés felcserélhetd, igy (2)-b6l kovetkezik

uw(P) =nyu(Py) + - - - + npu(Pr) mod A.

Ezen hosszu elokészités utan visszatérhetiink az eredeti probléméankhoz.
Minket csak az elliptikus gorbére illeszked6 egész pontok érdekelnek. Ezekre

belathatd, hogy csak olyan ny, ..., n, egész szamok johetnek széba, amelyek-
re

(3) Iniu(Py) + - - + nou(Py)| < exp(—cN?),

ahol ¢ egy nem nagy konstans és N = max(|nil,...,|n,|). Ennek az

egyenlGtlenségnek még lehet végtelen sok megoldéasa, de Baker tipusu tételek
segitségével N-re kiszamithaté fels6 korlat, Ny, adhaté. Mint korabban mar
emlitettem Ny nagyon nagy, legalabb 10%°. Az u(Py), ..., u(P,) szdmok meg-
felel6 pontossagi, ami esetiinkben néhany ezer tizedes jegy, kozelitésének
ismeretében az LLL algoritmussal numerikus alsé korlatot lehet kiszdmitani
|niu(Py) + -+ - 4+ nyu(Py)|-re. Az alsé korlat ismeretében (3)-bdl 4j, az ere-
detinél lényegesen kisebb felsd korlat kovetkezik N-re. Sziikség esetén a re-
dukcio iterdlhaté addig, amig a fels6 korlat tovabb nem csokkenthetd.

A redukcids eljaras azért miikodik, mert a diofantikus approximéciéd
elméletének eredményei alapjan varhatd, hogy az |nju(Py) + - - - + nyu(Py)]
linearis formara érvényes alsé korlat N-ben polinomidlis. Ezt ma még nem
tudjuk bizonyitani, de konkrét esetben ellendrizni tudjuk, ami nagyon sok
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diofantikus egyenlet megolddsat teszi lehet6vé. J. Gebellel és H.G. Zim-
merrel [12] megoldottuk példdul az y?> = x> + k egyenletet a k = 7823
érték kivételével minden [k| < 10 000-re és bizonyos feltételek mellett
|k| < 100 000-re is. Néhany évvel késébb Manfred Stoll a k = 7823 értéket
is elintézte.

Az altalunk kidolgozott algoritmust Emanuel Herrmann implementélta a
MAGMA programcsomagban és igy a Thue egyenletekre vonatkozé hasonld
eljardssal egyiitt a diofantikus egyenletek kutatasaval foglalkozd tuddsok
mindennapos segédeszkozévé valt.

A technikai fejlédésnek arnyoldalai is vannak. A kalkuldtort hasznald
kisdidkok nem tanulnak meg fejben vagy papiron szamolni. Fiatal kollégaim
csak beirjadk a MAGMA-ba a diofantikus egyenlet adatait és varjak a
szamitégép valaszat. Altaldban megkapjék az eredményt, de ha nem, akkor
csak annyit mondanak, hogy a feladatot a szamitégép sem tudta megoldani.
Az igazi intellektualis kihivast pedig az jelenti, hogy olyan problémat is meg
akarunk és tudunk oldani, amire a szdmitégép nem képes!
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