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Abstract

Let a,b,n, z be natural numbers for which the equation
a™ 4 b = 2’3

holds. We proved that under the conditions n > 1,a < b,a +b < 16 and
(a,b) = 1) the only solution is (a,b,n, z) = (2,11, 2,5).

In the proof we used a combination of elementary congruence considerations
and A. Baker’s type theory.

1 Bevezetés

Legyenek a és b egész szamok. Pethé [9], valamint Shorey and Stewart [12] egy
altaldnos tételébdl kovetkezik, hogy van olyan csak a és b-tél fiiggd, effekiven
kiszamithat6 ¢ > 0 konstans, hogy az

a” + b =23 (1)

diofantoszi egyenlet minden n,z € 7, megoldasara n,z < c teljesiil. Dolgo-
zatunkban 7Z, -al a pozitiv egész szdmok halmazat fogjuk jel6lni.

Az effektiv megoldhatésag azonban nem jelenti azt, hogy egy konkrét egyen-
let Osszes megoldasat ténylegesen meg is tudjuk hatdrozni. A megoldasokat
korlatoz6 konstansok ugyanis altaldban olyan nagyok, hogy addig a hatarig a
kozvetlen behelyettesités reményteleniil hosszi ideig tartana. A 4.részben latni
fogjuk példaul, hogy haa = 2 és b = 11, akkor az (1) egyenletbdl n-re kozvetleniil
levezethetd felsé korlat 4.5 - 1010,

Bizonyos egyenlettipusokra sikeriilt az utobbi id6ben olyan numerikus tech-
nikakat kifejleszteni, amellyel az elméleti fels6 korlat annyira lecsokkentheto,
hogy az alatt mar a behelyettesités is célhoz vezet. Ilyen mddszereket dolgoztak

*A szerz6 ez tuton fejezi ki koszonetét az Université Louis Pasteur vendégszeretetéért és
olyan alkot6 1égkor biztositasaért, amelyik tobbek kézott ennek a dolgozatnak az elkészitéséhez
is hozzéjarult.



ki tobbek kozott Thue egyenletekre: Peth6é und Schulenberg [10], de Weger [15];
Thue-Mabhler egyenletekre: de Weger and Tzanakis [14]; és indexforma egyen-
letekre: Gadl and Schulte [4] valamint Gadl, Pethé and Pohst [2],[3].
Az (1)—el analdg

a” +b" = 2?

egyenlet megolddsainak megkeresésével Mignotte [6] foglalkozott. Dolgozatunk-
ban az 6 médszerét finomitva és az (1) egyenletre alkalmazva bizonyitjuk az
aldbbi tételt:

Tétel 1 Ha aza,b,n,z pozitiv egész szamokran > 1,a < b,a+b < 16, (a,b) =1
és (1) teljesiil, akkor (a,b,n,z) = (2,11,2,5).

Megjegyzés 1 Az a+ b < 16 feltétel csak technikai jellegii, arra szolgdl, hogy
dolgozatunk ne legyen tul terjedelmes. Mint latni fogjuk mddszerink, amelyik
tobb eljdrds kombindcidja, alkalmazhatd tetszdleges rogzitett a és b mellett (1)
megolddsainak a meghatdrozdsdra.

Szdmitdgéppel meguizsgdltuk az (1) egyenlet megoldhatdsdgat modulo 9,7,13,
19,31,37,43,61,67, 127,181,211, 331,397,421, 463,73, 79,97, 241, 313, 337, 547,
673,859,937. Azt tapasztaltuk, hogy az 1 < a < b < 1001 intervallumban, az
(a,b) = 1 feltételnek eleget tevd szampdrok kézil, ha a + b vagy a® + b* nem
kobszdm, akkor (1) nem megoldhatd. Amennyiben a + b vagy a® + b* kobszdm,
akkor pedig néhdny esettdl eltekintve n = 1 illetve 2 (mod 1441440). Ezek a
tapasztalati tények azt sejtetik, hogy ha valamely a,b pdrra (1) teljesil, akkor
n < 3.

2 Segédtételek

Segédtétel 1 Ha 3|n, akkor (1)-nek nincs trividlistol kiilonbézd megolddsa.

Ez Euler tétele. Bizonyitdsat ldsd példdul a Turdn— Gyarmati [13, T.10.9] jegy-
zetben.

Segédtétel 2 Haa =1 ésn > 1, akkor (1) nem oldhaté meg.

Ezt a tételt Nagell [8] bizonyitotta.
Legyen a d-ed fokd « algebrai szam definidlé polinomja agz® + ... + aq.
Jeloljiik a konjugaltjait aq, . . ., ag-vel. Ekkor az o abszolit logaritmikus magas-

sagan a
1 d
h(a) = p log <|a0| Hmax{L |a¢}>

szamot értjik. Ezzel a jeloléssel meg tudjuk fogalmazni a kévetkez6, Mignotte
és Waldschmidtél [7] szarmazé tételt.



Segédtétel 3 Legyenck a és 8 eqy D—ed foki IK algebrai szdmtest elemei a,b €
7, |al,|b] < B és
A =aloga+blogg.

Ha A # 0, akkor
|A| > exp(—270D*h(a)h(B)(7.5 + log B)?).

Az els6 lemmaban nagyon egyszerii kongruenciameggondolasokat hasznélva
szurjik ki a megoldhatatlan egyenletek jelentés hanyadéat.

Lemma 1 Legyenek a,b,n és z olyan pozitiv egész szamok, melyekre byn > 1,
3 fn,a <ba+b<16 és (a,b) = 1. Ha (a,b) # (2,11),(3,8) és (3,10), akkor
(1) nem teljestilhet.

Bizonyitas Az (1) egyenletet elészor modulo 9 vizsgéljuk. Felhasznaljuk,
hogy ©(9) = 6 és modulo 9 a harmadik hatvdnymaradékok 0, valamint +1.
Mivel n > 1, ezért ha 3 | a akkor

b" = +£1 (mod 9)

kovetkezik. Felhaszndlva, hogy 3 fn kapjuk a b = 1 (mod 9) feltételt. Ezeknek
és az a + b < 16, (a,b) = 1 kovetelményeknek csak az (a,b) = (3,8) és (3,10)
szamparok felelnek meg.

Amikor a nem oszthaté 3—mal, akkor négy esetet kell megkiilonboztetniink
attdl fiiggben, hogy n = 1,2,4 vagy 5 (mod 6).

Ha n = 1 (mod 6), akkor (1)-b6l a™ +b™ = a+ b = 0,41 (mod 9). Fel-
hasznalva az 0 < a +b < 16 és 1 < a < b egyenlotlenségeket ebbdl kovetkezik,
hogy a + b = 8,9 vagy 10, azaz csak a (2,7) és (4,5) parok teljesithetik a
feltételeket.

Hasonldan vizsgdlhaté a masik harom alternativa is, amely utan azt talaljuk,
hogy a fenti négy eseten kiviil még a (2,11) és (5,8) pdrok is, de t6bb nem,
kielégitik a kongruenciafeltételeket.

Tegyiik fel most, hogy van olyan (n,z) € IN?, hogy

9 47" = g3, 2)

Ezt az egyenletet modulo 7 vizsgdljuk. Ha 3 fn, akkor 2" = 2 vagy 4 (mod 7).
Mésrészt 23 = 0,1,6 (mod 7) teljesiil minden x € Z-te, igy a (2) egyenletnek
nincs megoldasa.

A 4" 4+ 5" = 23 egyenletet modulo 31 vizsgélva azt taldljuk, hogy a bal
oldal 2,9 illetve 10-el kongruens modulo 31, amikor n = 0,1 illetve 2 (mod 3).
Azonban 9 és 10 nem harmadik hatvanymaradék, igy 3|n, ami az 1. Segédtétel
szerint nem lehetséges.

Végezetiil, az 5" + 8" = z3 egyenldség teljesiilésébdl, azt modulo 7 vizsgilva,
kovetkezik n = 1 (mod 6), ami miatt 5" + 8" = 4 (mod 9). Mivel az 23 =



4 (mod 9) kongruencia nem teljesiilhet ez az egyenlet sem oldhaté meg. A
bizonyitast befejeztiik. O

A kovetkezo 1épésben még mindig elemi kongruenciamegfontolasokkal sziiriink
ki megoldhatatlan egyenleteket.

Lemma 2 Az (a,b) = (3,8) és(3,10) pdrokra az (1) egyenlet nem oldhatd meg.
Bizonyitas Eldszor az
fi(n) =3" +8" =2° (3)

egyenletet vizsgdljuk. Az 1. Segédtétel szerint elegendé azzal az esettel foglalkozni,
amikor n nem oszthaté 3—mal. Ha (3) megoldhaté, akkor megoldhaté modulo 7
is. Ebbdl egyszerii szdmoldssal kovetkezik, hogy n = 5 (mod 6). Kovetkezésképpen
n paratlan és fgy 113" + 8", ami miatt 112 = 121]3" 4 8™.

Legyen n = 6m + 5 és

3%(3%)™ 4-8%(8%)™ = 11 - z,,, (mod 121),

ahol 0 < z,, < 11. Az {x,}>°_, sorozat periédikus és periédushossza 11. A
sorozat els6 13 tagjat az 1. tdblazatban talalja az olvaso.
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. tablazat

A tablazatbdl lathatd, hogy 11|z, akkor és csakis akkor, ha m = 1 (mod 11).
Ebbél kovetkezik, hogy 121| f1(n) pontosan akkor, han = 11 (mod 66). Kénnyen
ellendrizhetd, hogy ha n = 11 (mod 66), akkor

fi(n) = 3" + 8 = —2 (mod 67).

Masrészt szintén egyszerii szamolassal ellenérizhetd, hogy —2 nem lehet har-
madik hatvanymaradék modulo 67. Az utébbi két ténybdl kovetkezik, hogy a
(3) egyenletnek nincs megolddsa.
Vizsgaljuk most az
fa(n) =3" +10" =23 (4)

egyenletet. Gondolatmenetiink hasonld az eléz6 esetben alkalmazotthoz. A (4)
egyenletet modulo 7 vizsgdlva azt taldljuk, hogy n = 1 (mod 6), tehat ha (4)
megoldhatd, dgy 13|x.

Legyen n=6m+1 és

3(3%)™ + 10(10%)™ = 13z, (mod 169),



ahol 0 <z, < 13. Az {z,}5°_ sorozat elsé 14 tagjat a 2. tdblazatban adtuk
meg.

4 5 6 7 8 9 10 11 12
12 5 11 4 10 3 9 2 8

2. tablazat

13 14
1 7

Ebbdl lathatd, hogy 13|z, pontosan akkor, ha m = 2 (mod 13). Ezért
132| f2(n) pontosan akkor, ha n = 13 (mod 78). Ha n = 13 (mod 78), akkor

f2(n) =25 (mod 79),

azonban 25 nem harmadik hatvdnymaradék modulo 79, fgy (4) sem oldhatd
meg. U

3 A tétel bizonyitasa

Az 1. és 2. Lemma valamint az 1. és 2. segédtétel kovetkeztében az a feladatunk
maradt csak, hogy belassuk: a

2" + 11" = 2* (5)

egyenletnek egyetlen megolddsa van, mégpedig (n,x) = (2,5). Miel6tt a bi-
zonyitasra ratérnénk megjegyezziik, hogy az 1. és 2. lemmaban alkalmazott
moddszerek (5)-re valésziniileg nem vagy legaldbbis csak hosszas kisérletezés,
iigyeskedés utan alkalmazhatdak. Hasznalhatosdguk korlatairdl szinte kizardlag
csak numerikus tapasztalataink vannak. Az aldbbiakban ismertetend6 eljardssal
ugyan- akkor mindig meg lehet hatdrozni (1) megoldédsait. A mddszer hatrénya
az, hogy komoly elméleti és szamitastechnikai appardtus sziikséges az alka-
Imazasahoz. Ezért konkrét esetben, kiilonosen ha azt sejtjiik, hogy a feladatnak
nincs megoldasa, el6szor érdemes moduléris teszteket végrehajtani és csak azok
sikertelensége utan bevetni a Baker moédszert.

Az 1. Segédtételbdl tudjuk, hogy n nem oszthaté 3—mal, azaz n = 3m + r,
ahol r = 1 vagy 2. Legyen 9 = v/2 és IK = Q(+/2). Akkor K egészeinek gyfirtije
R féidedlgytirti, amelyben 1,9,9? egészbézist alkot. A 6 elem konjugaltjai
W = ¢ és ¥ = (%9, ahol ¢ = *HT“E egy primitiv harmadik egységgyok. Ha-
sonldképpen, o’ és o’ fogja jelolni az a € K elem a—tdl kiilonbozé konjugdltjait.
IR-ben csak 1 és —1 az egységgyckdk és IR egy alapegysége n = 1+9+92. Ezek
az adatok megtalalhaték példdul Delone és Faddeev [1] konyvében. Egyszeriien
kiszamithaté a (11) (a 11 4ltal generdlt idedl) felbontdsa is R-ben. Ha P =
3+20+19% és Q =5—49+ 92 akkor N(P) =11, N(Q) = 112 és (PQ) = (11).

Az (5) egyenletbdl kovetkezik, hogy

(z — 972" (x — C9"2™) (z — C29"2™) = (PQ)™. (6)



Tekintettel arra, hogy x pératlan és (6) teljesiil, ezért IR-ben igazak az aldbbiak
(z—972™, 22 + 2972 + 9222 = (g — 972", 3x9"2™) = (x — ¥"2™,3) = (1).

Mivel (P, Q) = 1, ezért (6)-bdl kovetkezik, hogy vannak olyan u,v € ZZ, ame-
lyekkel

x—9"2™ = np? (7)
vagy

x—9"2" =" Q. (8)
Tekintve (7), illetve (8) konjugdljait és felhaszndlva a P'P” = Q valamint a
Q’'Q" = 11P azonossdgokat arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy

_ n  (7)-ben
v n/2  (8)-ban.
Elosztva (7)—et illetve (8)—at ugyanezen egyenletek megfelelé konjugaltjaval
kapjuk az
n\"“ [P\’ x—yr2m 9" =1
—_— - —_ = 1 7191"2771
<77/> (7)/) xr — ,lnger + T — 197"(7"2m (9)
illetve o\ p p
n T — Yrom r_1
A =) =2 - 14" — grom 10
<77/> <Ql> x_ﬂrCTQm + x_ﬁr<r2m ( )
egyenleteket.

Mivel (5) miatt # > v/11-11™, hacsak m > 1 és igy |z — 97¢"2™| > /3-11™,

ezért p
"—1 3 2\™" 1

Y grom| < YA E) <o, 1
o< V() < a
ha m > 2. A logaritmusfiiggvény tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy ha az x
valds szdm olyan, hogy | = |< 1/3, akkor |log(l + z)| < 1.16|z|. Ezért (11)—et
felhasznalva (9) illetve (10)-bdl kovetkezik, hogy

U 2\"
[A1] = |ulog pe +vlog o <55 (11> (12)
illetve "
i 2
|[Az| = |ulog pe +vlog o <55 <11) . (13)

Tekintettel arra, hogy sem %, sem % nem egység, ezért Ay, Ay # 0. Alkal-

mazhat6 tehat redjuk a 3. Segédtétel. Az alsé becslés kiszdmitasdhoz sziikséges
paraméterek a kovetkezék: D = 6,B =| v |,

”,)<3.32, h<;)<2.51, h(‘g

(5

) < 0.44.




A 3. Segédtétel szerint tehat
| Ay [, Az [> exp (=3 -10°(7.5 + log [v])?) .

Osszehasonlitva ezt a becslést (12) illetve (13)-mal kapjuk, hogy |v| < 5-10°,
azaz igy a legrosszabb esetben is m < 1.5-10'°, azaz n < 4.5 - 101°.

Az (5) egyenlet helyességének kozvetlen ellenérzése a 0 < n < 4.5 - 1010
intervallumban igen nagy teljesitményli szamitastechnikai kapacitdst igényel.
Kozvetett utat kell tehat keresniink, amit a (12) illetve a (13) egyenl8tlenség
biztosit. Ehhez a lanctortek egy fontos tulajdonsagéra kell emlékeztetniink.
Legyen a valds, irraciondlis « szam lanctortel6allitasa

o = [ag,a1,az9,...,]

és jelolje pp, gn az a n—dik (n > 0) kozelitd tortjének szamlélsjat illetve nevezdjét.
Ekkor teljesiil az aldbbi, 14sd pl. Hua [5], Theorem 10.3.1

Lemma 3 Ha 0< g1 < q<gq, éspeZ, akkor
|aq _p‘ > ‘O‘(In _pn|'
A (12) egyenlStlenségbél kovetkezik, hogy

log | 2| /1og | L] +u| < 2.75 ( 2 "

viog |—=|/log|—=|+u . — ) .

8 P’ & 7 11

Legyen a = log |% / log #‘ és hatarozzuk meg az o lanctorteloallitasat olyan

pontossdggal, hogy az n—dik kozelité tort nevezéje nagyobb legyen, mint |v],
ami legfeljebb 5 - 10°. Ehhez 23 lanctortjegyet kell kiszdmitanunk, amit az
alabbiakban kozliink:

a=1[0;1,6,3,1,4,1,7,1,3,1,3,2,2,1,1,110,2,3, .. ]

A szamitast a MAPLE V komputer algebrai rendszerrel vageztiik, de tehettiik
volna més, hasonlé programcsomagokkal is, mint példaul a PAPI-GP. Kénnyen
ellenérizheté a MAPLE V-el, hogy g3 > 5-10%, igy a 3. Lemma allitdsa szerint

2 m
2.32-107° < |agas — pas| < Jva+u| < 2.75 (11) ‘

Ebbdl kovetkezik, hogy m < 12, azaz v < 38.

A legutolsé gondolatmenetet még egyszer megismételhetjiik csak most mar
a v < 38 nevezdjl tortekre és az n—re vonatkozd korlatot leredukalhatjuk 3-ra,
ami ebben az esetben a tétel bizonyitasat is jelenti.

A (13) egyenlétlenség lehetetlensége a fentiekbdl és a

P
log = —log / log o

/log‘QQ,

77 U
i i

egyenlGtlenségbol rogton kovetkezik.
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