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Abstract

Let a, b, n, z be natural numbers for which the equation

an + bn = z3

holds. We proved that under the conditions n > 1, a < b, a + b < 16 and
(a, b) = 1) the only solution is (a, b, n, z) = (2, 11, 2, 5).
In the proof we used a combination of elementary congruence considerations
and A. Baker’s type theory.

1 Bevezetés

Legyenek a és b egész számok. Pethő [9], valamint Shorey and Stewart [12] egy
általános tételéből következik, hogy van olyan csak a és b-től függő, effeḱıven
kiszámı́tható c > 0 konstans, hogy az

an + bn = z3 (1)

diofantoszi egyenlet minden n, z ∈ ZZ+ megoldására n, z < c teljesül. Dolgo-
zatunkban ZZ+-al a pozit́ıv egész számok halmazát fogjuk jelölni.
Az effekt́ıv megoldhatóság azonban nem jelenti azt, hogy egy konkrét egyen-
let összes megoldását ténylegesen meg is tudjuk határozni. A megoldásokat
korlátozó konstansok ugyanis általában olyan nagyok, hogy addig a határig a
közvetlen behelyetteśıtés reménytelenül hosszú ideig tartana. A 4.részben látni
fogjuk például, hogy ha a = 2 és b = 11, akkor az (1) egyenletből n-re közvetlenül
levezethető felső korlát 4.5 · 1010.
Bizonyos egyenlett́ıpusokra sikerült az utóbbi időben olyan numerikus tech-
nikákat kifejleszteni, amellyel az elméleti felső korlát annyira lecsökkenthető,
hogy az alatt már a behelyetteśıtés is célhoz vezet. Ilyen módszereket dolgoztak

∗A szerző ez úton fejezi ki köszönetét az Université Louis Pasteur vendégszeretetéért és
olyan alkotó légkör biztośıtásáért, amelyik többek között ennek a dolgozatnak az elkésźıtéséhez
is hozzájárult.
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ki többek között Thue egyenletekre: Pethő und Schulenberg [10], de Weger [15];
Thue–Mahler egyenletekre: de Weger and Tzanakis [14]; és indexforma egyen-
letekre: Gaál and Schulte [4] valamint Gaál, Pethő and Pohst [2],[3].
Az (1)–el analóg

an + bn = z2

egyenlet megoldásainak megkeresésével Mignotte [6] foglalkozott. Dolgozatunk-
ban az ő módszerét finomı́tva és az (1) egyenletre alkalmazva bizonýıtjuk az
alábbi tételt:

Tétel 1 Ha az a, b, n, z pozit́ıv egész számokra n > 1, a < b, a+b ≤ 16, (a, b) = 1
és (1) teljesül, akkor (a, b, n, z) = (2, 11, 2, 5).

Megjegyzés 1 Az a + b ≤ 16 feltétel csak technikai jellegű, arra szolgál, hogy
dolgozatunk ne legyen túl terjedelmes. Mint látni fogjuk módszerünk, amelyik
több eljárás kombinációja, alkalmazható tetszőleges rögźıtett a és b mellett (1)
megoldásainak a meghatározására.

Számı́tógéppel megvizsgáltuk az (1) egyenlet megoldhatóságát modulo 9, 7, 13,
19, 31, 37, 43, 61, 67, 127, 181, 211, 331, 397, 421, 463, 73, 79, 97, 241, 313, 337, 547,
673, 859, 937. Azt tapasztaltuk, hogy az 1 < a < b < 1001 intervallumban, az
(a, b) = 1 feltételnek eleget tevő számpárok közül, ha a + b vagy a2 + b2 nem
köbszám, akkor (1) nem megoldható. Amennyiben a + b vagy a2 + b2 köbszám,
akkor pedig néhány esettől eltekintve n ≡ 1 illetve 2 (mod 1441440). Ezek a
tapasztalati tények azt sejtetik, hogy ha valamely a, b párra (1) teljesül, akkor
n < 3.

2 Segédtételek

Segédtétel 1 Ha 3|n, akkor (1)-nek nincs triviálistól különböző megoldása.

Ez Euler tétele. Bizonýıtását lásd például a Turán– Gyarmati [13, T.10.9] jegy-
zetben.

Segédtétel 2 Ha a = 1 és n > 1, akkor (1) nem oldható meg.

Ezt a tételt Nagell [8] bizonýıtotta.
Legyen a d-ed fokú α algebrai szám definiáló polinomja a0x

d + . . . + ad.
Jelöljük α konjugáltjait α1, . . . , αd-vel. Ekkor az α abszolút logaritmikus magas-
ságán a

h(α) =
1
d

log

(
|a0|

d∏

i=1

max {1, |αi|}
)

számot értjük. Ezzel a jelöléssel meg tudjuk fogalmazni a következő, Mignotte
és Waldschmidtől [7] származó tételt.

2



Segédtétel 3 Legyenek α és β egy D–ed fokú IK algebrai számtest elemei a, b ∈
ZZ, |a|, |b| < B és

Λ = a log α + b log β.

Ha Λ 6= 0, akkor

|Λ| ≥ exp(−270D4h(α)h(β)(7.5 + log B)2).

Az első lemmában nagyon egyszerű kongruenciameggondolásokat használva
szűrjük ki a megoldhatatlan egyenletek jelentős hányadát.

Lemma 1 Legyenek a, b, n és z olyan pozit́ıv egész számok, melyekre b, n > 1,
3 6 |n, a < b, a + b ≤ 16 és (a, b) = 1. Ha (a, b) 6= (2, 11), (3, 8) és (3, 10), akkor
(1) nem teljesülhet.

Bizonýıtás Az (1) egyenletet először modulo 9 vizsgáljuk. Felhasználjuk,
hogy ϕ(9) = 6 és modulo 9 a harmadik hatványmaradékok 0, valamint ±1.

Mivel n > 1, ezért ha 3 | a akkor

bn ≡ ±1 (mod 9)

következik. Felhasználva, hogy 3 6 |n kapjuk a b ≡ ±1 (mod 9) feltételt. Ezeknek
és az a + b ≤ 16, (a, b) = 1 követelményeknek csak az (a, b) = (3, 8) és (3, 10)
számpárok felelnek meg.

Amikor a nem osztható 3–mal, akkor négy esetet kell megkülönböztetnünk
attól függően, hogy n ≡ 1, 2, 4 vagy 5 (mod 6).

Ha n ≡ 1 (mod 6), akkor (1)-ből an + bn ≡ a + b ≡ 0,±1 (mod 9). Fel-
használva az 0 < a + b ≤ 16 és 1 < a < b egyenlőtlenségeket ebből következik,
hogy a + b = 8, 9 vagy 10, azaz csak a (2, 7) és (4, 5) párok teljeśıthetik a
feltételeket.

Hasonlóan vizsgálható a másik három alternat́ıva is, amely után azt találjuk,
hogy a fenti négy eseten ḱıvül még a (2, 11) és (5, 8) párok is, de több nem,
kieléǵıtik a kongruenciafeltételeket.

Tegyük fel most, hogy van olyan (n, x) ∈ IN2, hogy

2n + 7n = x3. (2)

Ezt az egyenletet modulo 7 vizsgáljuk. Ha 3 6 |n, akkor 2n ≡ 2 vagy 4 (mod 7).
Másrészt x3 ≡ 0, 1, 6 (mod 7) teljesül minden x ∈ ZZ-re, ı́gy a (2) egyenletnek
nincs megoldása.

A 4n + 5n = x3 egyenletet modulo 31 vizsgálva azt találjuk, hogy a bal
oldal 2, 9 illetve 10-el kongruens modulo 31, amikor n ≡ 0, 1 illetve 2 (mod 3).
Azonban 9 és 10 nem harmadik hatványmaradék, ı́gy 3|n, ami az 1. Segédtétel
szerint nem lehetséges.

Végezetül, az 5n +8n = x3 egyenlőség teljesüléséből, azt modulo 7 vizsgálva,
következik n ≡ 1 (mod 6), ami miatt 5n + 8n ≡ 4 (mod 9). Mivel az x3 ≡

3



4 (mod 9) kongruencia nem teljesülhet ez az egyenlet sem oldható meg. A
bizonýıtást befejeztük. 2

A következő lépésben még mindig elemi kongruenciamegfontolásokkal szűrünk
ki megoldhatatlan egyenleteket.

Lemma 2 Az (a, b) = (3, 8) és (3, 10) párokra az (1) egyenlet nem oldható meg.

Bizonýıtás Először az

f1(n) = 3n + 8n = x3 (3)

egyenletet vizsgáljuk. Az 1. Segédtétel szerint elegendő azzal az esettel foglalkozni,
amikor n nem osztható 3–mal. Ha (3) megoldható, akkor megoldható modulo 7
is. Ebből egyszerű számolással következik, hogy n ≡ 5 (mod 6). Következésképpen
n páratlan és ı́gy 11|3n + 8n, ami miatt 112 = 121|3n + 8n.

Legyen n = 6m + 5 és

35(36)m + 85(86)m ≡ 11 · xm (mod 121),

ahol 0 ≤ xm < 11. Az {xm}∞m=0 sorozat periódikus és periódushossza 11. A
sorozat első 13 tagját az 1. táblázatban találja az olvasó.

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
xm 9 0 7 9 2 8 6 9 4 9 7 5 0 7

1. táblázat

A táblázatból látható, hogy 11|xm akkor és csakis akkor, ha m ≡ 1 (mod 11).
Ebből következik, hogy 121|f1(n) pontosan akkor, ha n ≡ 11 (mod 66). Könnyen
ellenőrizhető, hogy ha n ≡ 11 (mod 66), akkor

f1(n) ≡ 311 + 811 ≡ −2 (mod 67).

Másrészt szintén egyszerű számolással ellenőrizhető, hogy −2 nem lehet har-
madik hatványmaradék modulo 67. Az utóbbi két tényből következik, hogy a
(3) egyenletnek nincs megoldása.

Vizsgáljuk most az
f2(n) = 3n + 10n = x3 (4)

egyenletet. Gondolatmenetünk hasonló az előző esetben alkalmazotthoz. A (4)
egyenletet modulo 7 vizsgálva azt találjuk, hogy n ≡ 1 (mod 6), tehát ha (4)
megoldható, úgy 13|x.

Legyen n=6m+1 és

3(36)m + 10(106)m ≡ 13xm (mod 169),
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ahol 0 ≤ xm < 13. Az {xm}∞m=0 sorozat első 14 tagját a 2. táblázatban adtuk
meg.

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
xm 1 7 0 6 12 5 11 4 10 3 9 2 8 1 7

2. táblázat

Ebből látható, hogy 13|xm pontosan akkor, ha m ≡ 2 (mod 13). Ezért
132|f2(n) pontosan akkor, ha n ≡ 13 (mod 78). Ha n ≡ 13 (mod 78), akkor

f2(n) ≡ 25 (mod 79),

azonban 25 nem harmadik hatványmaradék modulo 79, ı́gy (4) sem oldható
meg. 2

3 A tétel bizonýıtása

Az 1. és 2. Lemma valamint az 1. és 2. segédtétel következtében az a feladatunk
maradt csak, hogy belássuk: a

2n + 11n = x3 (5)

egyenletnek egyetlen megoldása van, mégpedig (n, x) = (2, 5). Mielőtt a bi-
zonýıtásra rátérnénk megjegyezzük, hogy az 1. és 2. lemmában alkalmazott
módszerek (5)-re valósźınüleg nem vagy legalábbis csak hosszas ḱısérletezés,
ügyeskedés után alkalmazhatóak. Használhatóságuk korlátairól szinte kizárólag
csak numerikus tapasztalataink vannak. Az alábbiakban ismertetendő eljárással
ugyan- akkor mindig meg lehet határozni (1) megoldásait. A módszer hátránya
az, hogy komoly elméleti és számı́tástechnikai apparátus szükséges az alka-
lmazásához. Ezért konkrét esetben, különösen ha azt sejtjük, hogy a feladatnak
nincs megoldása, először érdemes moduláris teszteket végrehajtani és csak azok
sikertelensége után bevetni a Baker módszert.

Az 1. Segédtételből tudjuk, hogy n nem osztható 3–mal, azaz n = 3m + r,
ahol r = 1 vagy 2. Legyen ϑ = 3

√
2 és IK = Q( 3

√
2). Akkor IK egészeinek gyűrűje

IR főideálgyűrű, amelyben 1, ϑ, ϑ2 egészbázist alkot. A θ elem konjugáltjai
ϑ′ = ζϑ és ϑ′′ = ζ2ϑ, ahol ζ = −1+i

√
3

2 egy primit́ıv harmadik egységgyök. Ha-
sonlóképpen, α′ és α′′ fogja jelölni az α ∈ IK elem α–tól különböző konjugáltjait.
IR–ben csak 1 és −1 az egységgyökök és IR egy alapegysége η = 1+ϑ+ϑ2. Ezek
az adatok megtalálhatók például Delone és Faddeev [1] könyvében. Egyszerűen
kiszámı́tható a (11) (a 11 által generált ideál) felbontása is IR–ben. Ha P =
3 + 2ϑ + ϑ2 és Q = 5− 4ϑ + ϑ2, akkor N(P) = 11, N(Q) = 112 és (PQ) = (11).

Az (5) egyenletből következik, hogy

(x− ϑr2m)(x− ζϑr2m)(x− ζ2ϑr2m) = (PQ)n. (6)

5



Tekintettel arra, hogy x páratlan és (6) teljesül, ezért IR–ben igazak az alábbiak

(x− ϑr2m, x2 + xϑr2m + ϑ2r22m) = (x− ϑr2m, 3xϑr2m) = (x− ϑr2m, 3) = (1).

Mivel (P,Q) = 1, ezért (6)–ból következik, hogy vannak olyan u, v ∈ ZZ, ame-
lyekkel

x− ϑr2m = ηuPv (7)

vagy
x− ϑr2m = ηuQv. (8)

Tekintve (7), illetve (8) konjugáljait és felhasználva a P ′P ′′ = Q valamint a
Q′Q′′ = 11P azonosságokat arra a következtetésre jutunk, hogy

v =
{

n (7)–ben
n/2 (8)–ban.

Elosztva (7)–et illetve (8)–at ugyanezen egyenletek megfelelő konjugáltjával
kapjuk az

(
η

η′

)u ( P
P ′

)v

=
x− ϑr2m

x− ϑrζr2m
= 1 +

ϑr − 1
x− ϑrζr2m

ϑr2m (9)

illetve (
η

η′

)u ( Q
Q′

)v

=
x− ϑr2m

x− ϑrζr2m
= 1 +

ϑr − 1
x− ϑrζr2m

ϑr2m (10)

egyenleteket.
Mivel (5) miatt x ≥ 3

√
11·11m, hacsak m ≥ 1 és ı́gy |x− ϑrζr2m| ≥ 3

√
3·11m,

ezért ∣∣∣∣
ϑr − 1

x− ϑrζr2m
ϑr2m

∣∣∣∣ ≤
3
√

4
(

2
11

)m

<
1
9
, (11)

ha m ≥ 2. A logaritmusfüggvény tulajdonságaiból következik, hogy ha az x
valós szám olyan, hogy | x |< 1/3, akkor | log(1 + x)| < 1.16|x|. Ezért (11)–et
felhasználva (9) illetve (10)–ből következik, hogy

|Λ1| =
∣∣∣∣u log

∣∣∣∣
η

η′

∣∣∣∣ + v log
∣∣∣∣
P
P ′

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < 5.5

(
2
11

)m

(12)

illetve

|Λ2| =
∣∣∣∣u log

∣∣∣∣
η

η′

∣∣∣∣ + v log
∣∣∣∣
Q
Q′

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < 5.5

(
2
11

)m

. (13)

Tekintettel arra, hogy sem P
P′ , sem Q

Q′ nem egység, ezért Λ1, Λ2 6= 0. Alkal-
mazható tehát reájuk a 3. Segédtétel. Az alsó becslés kiszámı́tásához szükséges
paraméterek a következők: D = 6, B =| v |,

h

(∣∣∣∣
η

η′

∣∣∣∣
)

< 3.32, h

(∣∣∣∣
P
P ′

∣∣∣∣
)

< 2.51, h

(∣∣∣∣
Q
Q′

∣∣∣∣
)

< 0.44.
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A 3. Segédtétel szerint tehát

| Λ1 |, | Λ2 |≥ exp
(−3 · 106(7.5 + log |v|)2) .

Összehasonĺıtva ezt a becslést (12) illetve (13)–mal kapjuk, hogy |v| < 5·109,
azaz ı́gy a legrosszabb esetben is m < 1.5 · 1010, azaz n ≤ 4.5 · 1010.

Az (5) egyenlet helyességének közvetlen ellenőrzése a 0 < n ≤ 4.5 · 1010

intervallumban igen nagy teljeśıtményű számı́tástechnikai kapacitást igényel.
Közvetett utat kell tehát keresnünk, amit a (12) illetve a (13) egyenlőtlenség
biztośıt. Ehhez a lánctörtek egy fontos tulajdonságára kell emlékeztetnünk.
Legyen a valós, irracionális α szám lánctörtelőálĺıtása

α = [a0, a1, a2, . . . , ]

és jelölje pn, gn az α n–dik (n ≥ 0) közeĺıtő törtjének számlálóját illetve nevezőjét.
Ekkor teljesül az alábbi, lásd pl. Hua [5], Theorem 10.3.1

Lemma 3 Ha 0 < qn−1 ≤ q < qn és p ∈ ZZ, akkor

|αq − p| > |αqn − pn|.
A (12) egyenlőtlenségből következik, hogy

∣∣∣∣v log
∣∣∣∣
P
P ′

∣∣∣∣ / log
∣∣∣∣
η

η′

∣∣∣∣ + u

∣∣∣∣ < 2.75
(

2
11

)m

.

Legyen α = log
∣∣ PP′

∣∣ / log
∣∣∣ η
η′

∣∣∣ és határozzuk meg az α lánctörtelőálĺıtását olyan
pontossággal, hogy az n–dik közeĺıtő tört nevezője nagyobb legyen, mint |v|,
ami legfeljebb 5 · 109. Ehhez 23 lánctörtjegyet kell kiszámı́tanunk, amit az
alábbiakban közlünk:

α = [0; 1, 6, 3, 1, 4, 1, 7, 1, 3, 1, 3, 2, 2, 1, 1, 110, 2, 3, . . .]

A számı́tást a MAPLE V komputer algebrai rendszerrel vágeztük, de tehettük
volna más, hasonló programcsomagokkal is, mint például a PAPI-GP. Könnyen
ellenőrizhető a MAPLE V-el, hogy g23 > 5 ·109, ı́gy a 3. Lemma álĺıtása szerint

2.32 · 10−9 < |αq23 − p23| < |vα + u| < 2.75
(

2
11

)m

.

Ebből következik, hogy m ≤ 12, azaz v ≤ 38.
A legutolsó gondolatmenetet még egyszer megismételhetjük csak most már

a v ≤ 38 nevezőjű törtekre és az n–re vonatkozó korlátot leredukálhatjuk 3–ra,
ami ebben az esetben a tétel bizonýıtását is jelenti.

A (13) egyenlőtlenség lehetetlensége a fentiekből és a

log
∣∣∣∣
η

η′

∣∣∣∣ / log
∣∣∣∣
Q
Q′

∣∣∣∣ = − log
∣∣∣∣
η

η′

∣∣∣∣ / log
∣∣∣∣
P
P ′

∣∣∣∣
egyenlőtlenségből rögtön következik.
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[3] I. Gaál, A. Pethő and M. Pohst On the resolution of index form equations
corresponding to biquadratic number fields III., J. Number Theory, megje-
lenés alatt.

[4] I. Gaál and N. Schulte Computing all power integral bases of cubic number
fields, Math. Comp., 53 (1989) 689–696.

[5] Hua Loo Keng, Introduction to number theory, Springer–Verlag, 1982.

[6] M. Mignotte Su una classe di equazioni del tipo an + bn = z2, Rend. del
Sem. Univ. Cagliari, 62 (1992) fasc. 1.

[7] M. Mignotte and M. Waldschmidt, Linear forms in two logarithms and
Schneider’s method, III Annales Fac. Sci. Toulouse (1990) 43–75.
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