Sur les carrés dans certaines suites de Lucas

par Maurice Mignotte et Attila Petho

Résumé .— Soit a un entier > 3. Si a = (a + Va? —4)/2 et = (a — Va? — 4)/2, nous
considérons la suite de Lucas u,, = (o — ")/(a — ). Nous montrons que pour a > 4, alors
uy n’est ni un carré, ni le double, ni le triple d’un carré, ni six fois un carré pour n > 3, sauf
sia=2338¢et n=4.

On squares in some Lucas sequences

Abstract .— Let a be an integer > 3. If a = (a + Va2 —4)/2 and § = (a — Va? — 4)/2,
we consider the Lucas sequence u, = (" — ")/(a — ). We prove that for a > 4, u,, is
neither a square, nor a double or a triple square, nor six times a square for n > 3, except for
a=338etn=4.

1 . Enoncé des résultats

Soient a et b deux entiers non nuls premiers entre eux. On suppose A = a? —4b > 0 et on
pose

a+ VA a— VA a — [g"
a8 0 /6:7 Up = —F >
a— 3

a= vy, =o' + " (n entier > 0).

2 2 7
Récemment, McDaniel et Ribenboim [1] ont étudié les carrés et les doubles de carrés parmi
les valeurs des suites u et v. Ils ont démontré des résultats tres précis qui impliquent en
particulier I’énoncé suivant.

Théoreme A.— Si a et b sont impairs et premiers entre eux et si u, est un carré ou le
double d’un carré alors n < 12.

Dans ce travail, nous ne considérons que le cas ou b = 1, mais nous supposons a quelconque
et nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme .— Soit a un entier > 3, tel que A = a®> —4 ne soit pas le carré d’un entier.
Nous posons a = (a + Va? —4)/2 et f = (a — Va®? —4)/2, et nous considérons la suite de
Lucas u, = up(a) = (™ — ") /(a— B). Alors, pour a > 4, u, n’est ni un carré, ni le double,
ni le triple d’un carré, ni six fois un carré pour n > 3, sauf si a = 338 et n = 4.

2 . Etude de certaines unités

Soit v un entier algébrique dont les conjugués sont v = ~1, ¥2, ..., Y4, on pose M(y) =
[Tfi—1 max{L, Jx[}.

Lemme 1 .— Soit v un entier algébrique de degré d, alors le discriminant D de [’ordre
L[] vérifie

D] < d? M (v)2@D,

Démonstration: En effet, 1

17717’7%7"'7'71
2 d—
|D| < Discr(1,7,7%,...) = det? Loz,
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et la conclusion résulte de I'inégalité de Hadamard. CQFD
Les racines du polynéme X2 — aX + 1 sont a et 3. On définit le nombre algébrique

complexe 6 = \/—av/A. Les conjugués de 0 sont 6, —0, 6, = \/BVA et —0;. Le corps
K = Q(0) est un corps quartique qui admet exactement deux plongements réels. Le rang du
groupe de ses unités est donc égal a 2. On remarque que « et € = 1+ 6 sont des unités de K.

Montrons d’abord que pour a > 4, « est une unité fondamentale de 'ordre Z[a]. On a
Discr Z[a] = a® — 4, et si @ = w*, w € Zla], k > 0, alors Discr Zw] = w? + w2 +2 <
a®/* + a2k 42 : ce qui impose k = 1 pour a > 4.

Notons par z — 2’ = Z, © — x1 et x — ) les plongements de K dans C qui envoient
respectivement 0 sur —6, 61 et —01. Sia = w* w € R = Z[0], k > 2, alors ww’ est une unité de
7] et donc k = 2 ; mais, comme les quatre conjugués de /a sont réels, ceci est impossible.
Donc, en appliquant le théoreme 7.1, Chapitre 5 de [2], on conclut que « appartient & un
systeme fondamental des unités de R.

Nous allons montrer que {«,e} est un systeme fondamental d’unités de R. D’apres [2],
Th 7.1, Ch. 5, il suffit de montrer que ’équation e~! = a"w* n’a pas de solution w € R, avec
0 < h < k. Une telle relation implique (e¢’)™! = % = o®"(ww')*, avec ww' = a~*. Donc
uk = 2(h +1), et =1 ou 2. Dans les deux cas, ceci conduit & ae™! = ¢4, £ >2 o1 £ € R.

On vérifie que M (a/e) = /(1 — 601) = a(1 + 01) < 2a. Et,

| Discr (R)| = a*(16a% — 192a* + 768a? — 1024) > 107a®, pour a > 4.

Le Lemme 1 permet de montrer que ¢ < 2. D’ou le résultat.
3. Réduction au cas d’un indice impair Remarquons d’abord que si a est impair
alors u, pair équivaut a n divisible par 3, tandis que si a est pair on a u,, = n mod 2. Lemme

2 .— Soit p > 5 un nombre premier. Alors, tout diviseur premier de w, est > p. De plus, si
pluy alors p divise A.

Démonstration: Supposons que ¢ soit un nombre premier, ¢ fA. Comme u, = (a™ —

B")/(a — B) et que af = 1, le fait que ¢ divise u, équivaut a la condition o*® = 1 mod ¢. Il
en résulte que, pour p premier 5, si ¢ divise u,, alors ¢ ne divise pas u,, pour 0 < n < p.

(2 (2

et a IF 2 lorsque . Dans
q =41 q)z—l

Par ailleurs, le corps fini IF,(a) est égal a IF,; lorsque

le premier cas, si g|u, alors, comme a?! =1 mod ¢, on a p|(g — 1). Dans le second cas, on a
aPt! = aPa = Ba =1 mod q et donc p|(q + 1). Donc, dans les deux cas ¢ > p.
Si pluy, alors p divise A (d’ailleurs, si p|A, on a u, =n mod p et donc plu,). CQFD

On notera par O le carré d’un entier non nul et par wy(z) la valuation p-adique de 'entier

Lemme 3 .— Soit m un entier dont le plus grand diviseur premier est ¢ > 3. Si Uy, = O

ou 20 ou 301 ou 603, alors ug =0 ou upe = 0. Démonstration: Soit m un entier dont le



plus grand diviseur premier est ¢ > 3 et tel que u,, = 0 ou 20 ou 30 ou 601.

D’apres la remarque qui précede le Lemme 2, u, est impair. De plus ug|up,. Soit r un
diviseur premier de u4, d’apres le Lemme 2, r > ¢. La preuve du Lemme 2 montre que si r|uy,
alors gn. Soit s = w,(u,). Supposons que r*1|u, et posons n = gn’. Alors, si r /A,
alors r > ¢ et la congruence

o = (a2q)n/ =1+ Tsal)n/ =1+n'r°a’ (mod r*t?h),

ot 7 Ja', montre que r*Tt|u, si, et seulement si, rgln. On a donc wy(uy) = s, s pair. 1l
s’ensuit que u, est un carré si g JA.
Reste le cas ol g|A et ol uy n'est pas un carré. Alors wy(ug) est impair, af = £ mod

q\/Z et

U = Ug (a1 4 qala=2ga 4 ... 4 gala—1)y = uqqaq(q—l) (mod qugVA),

donc wy(uz2) = 1+ wy(u,) est pair. Les autres diviseurs de ug, sont > ¢ et 'argument

précédent montre que u, 2 est un carré. CQFD
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Lemme 4. Soient a > 3 et m = 2°3" avec s, t > 0 et s+t > 2. Il existe alors un nombre
premier p > 5 tel que wy(up,) soit impair, excepté pour a = 338, m =4 et u,, = 62142 et pour
a=3 etm =6, auquel cas u,, = 122.

Démonstration : Plus tard, nous démontrerons que 'assertion est vraie pour m = 4, 6 et
9. Supposons qu’elle soit vraie pour toutes les paires (s,t) avec 2 < s+t < S. Soient s et t
tels que s +t = S et soit m = 253!, Si s > 0 soit m’ = m/2, sinon soit m’ = m/3. Dans le
premier cas, U, = Up Uy, tandis que U, = Uy (U%l/ — 1) dans le second cas. Par hypothese,
il existe p premier > 3 avec wy(upy) impair. Comme (U, V) = 1 0w 2 et (U, 02, —1) =1
ou 3, on a wy(Up,) = wp(uy,) et I'assertion est démontrée. Considérons d’abord le cas m = 4.

Notons que uy = a(a® — 2) et vy = a* — 4a® + 2.

Si uy = O alors a(a®? — 2) = 0. Si a est impair, (a,a®> —2) = 1 et a®> — 2 = [, ce qui
est impossible. Si a est pair alors a = 222, a®> — 2 = 2y%, donc 22* — 1 = 32, et Ljungreen
[3] a montré que ceci implique (x,y) = (1,1) ou (13,239). Donc a = 338. On a toujours
vg # O, de plus v4(338) # 20, donc u,,(338) # O et # 20 pour s > 2. On constate que
wi3{u12(338)} = woeo1 {us(338)} = 1.

Si uy = 20, a doit étre pair. Et on a a = O, a® — 2 = 27, soit a = 422 et 162* — 2 = 27>
: impossible modulo 8.

Si ug = 30 ou 60 alors 3|a et a? — 2 = O ou 2. Il est clair que la premiere relation est
impossible, et la seconde est impossible modulo 9. D’ou le résultat pour m = 4.

Supposons maintenant que ug = O, 20, 30 ou 6 . 1l est facile de voir que

uy = uz(vs — 1) = (a® — 1)(a® — 3a + 1)(a® — 3a — 1),



oil le nombre v2 — 1 est toujours impair. Si 3|a alors (uz,v3 —1) = 1 et 3 fug, donc, si ug = [
alors uz = [ et si ug = 20 alors v32 — 1 = [0, ces deux cas sont donc impossibles. Si a = 1

mod 3 alors (u;;,v% —1) = 3 et ni 2, ni 3 ne divisent a® —3a + 1 et a® —3a +1 = O est
impossible modulo 3, il existe donc p premier > 3 avec wp(a?’ —3a+ 1) = wy(ug) impair.

Si a = —1 mod 3 alors (u3,v3 — 1) = 3 et ni 2 ni 3 ne divisent a®> — 3¢ — 1. On a
ad—a+1=30a>~a—1=0eta’?—-1=200u 30 oub6O.

Sia?—1=20alorsa = a; ol ag = 1, a; = 3 et ago = 6ag,1 — ax pour k0, ce qui impose
a = 1 mod 4 lorsque a = —1 mod 3. Mais, puisque a = 1 mod 4, on a (%) =(§) = (%) =-1
: contradiction.

Sia’?—1=60alorsa=a,ottag=1,a; =5 et ap+2 = 10ag1 — ag pour kO, donc a =1
mod 4 : contradiction déja vue.

Sia? —1=30alorsa =a; ot ag = 1, a1 = 2 et apyo = 4a41 — aj pour k0, ainsi a = 2
mod 4 lorsque a = —1 mod 3. Donc (a —1,a+1)=1et a—1=1t% Comme a®> —a—1=10J,
on a

P +1)P3 =32 +1)—1=15+3t>—3 =22,

ce qui impose 13z < t3 + 1 et la seule solution est ¢t = 1, ce qui correspond & a = 2 et ug = 9
(cas exclu, puisque a3).

Enfin, supposons que ug = O, 200, 30 ou 6. Notons que ug = usvs et ug = a® — 1,
v3 = a(a® — 3) avec (u3,v3) = 1 ou 2. Si ug = O alors u3 = 20 et v3 = 2[0. Donc a impair,
a? — 1 = 222 a(a? — 3) = 2y, Ce qui donne a = 322 et a®> — 3 = 6t2. D’ou les conditions
924 —1 =222 et 92 — 3 = 6¢2. On a la solution évidente z = 1, le lemme 5 ci-dessous montre
que c’est la seule. Ainsi, a = 3. On constate que w7{u12(3)} = wir{uig(3)} = 1. Siug =20
alors usvs = 20, avec ug # [, donc vg = [, ug = 20 et a impair. Comme v3 = a(a2 -3)
avec a impair, on a vg3 = 2 mod 4, en contradiction avec v = .

Restent les cas ug = 30 ou 6 .

vz = O est impossible. En effet, dans ce cas 3|ug, ainsi 3 fa et donc 3 fvs. Donc a = O
et a> — 3 = O (soit a = 2) : contradiction.

ug = J est impossible.

vy = 20, uz = 30 ou ug = 6 ne peuvent avoir lieu que pour a = 2. En effet 3 fa,
et donc a? —3 = O ou 2. La premiere équation donne a = 2, la seconde est impossible
modulo 3.

u3 = 22%,v3 = 300 ou 6 1. Alors a est impair et divisible par 3. Donc w3(a? —3) = 1 et
a = y%. On aboutit & 1’équation y* — 222 = 1 qui, d’aprés Ljungreen [3], ne possede que la
solution triviale y = 1. On constate que wr{u12(3)} = 1 et que u1g = ug(vg—1) = ug x 103683,
ol1 103683 = 3 x 17 x 19 x 107. Ce qui acheve la démonstration du lemme. CQFD

Lemme 5 .— Le systeme d’équations en nombres entiers positifs

372 -1=2Y% et 972 -1=2X2



n’a que la solution banale Z = 1.

Démonstration: Supposons X, Y et Z positifs. La premiere équation implique (2Y)? —
622 = 2 et comme 2 = (2 + v/6)2(5 — 2v/6), on en déduit I'existence d'un entier s0 tel que
V6Z 4 2Y = (2 ++/6)(5 +2v6)*. La seconde relation implique 1’existence d'un entier positif
t tel que 37 + v/2X = (3 + 2v/2)%. Donc

g (2+V6)(5+2v6)° — (2 - V6)(5 - 2v6)° _ (3+2\@)t+(3—2\/§)t.

26 6

Il en résulte que la quantité
A = sLog (5 + 2v6) — t Log (3 + 2v/2) + Log (3 + V6)
vérifie
Al < (V6 —2)72(54+2V6)"% + (3+2v2) "2

On en déduit
sLog (54 2v6) < tLog (3 +2V?2) < (s + 1) Log (5 + 2V6)
donc t > s et

Al < (3+2v2) (14 (54 2V6)2(V6 - 2)?) < 213+ 2v2) 2.

Une application de I'estimation de M. Waldschmidt [5] fournit la borne ¢+ < 102!, Ensuite, on
procede comme Baker et Davenport en [4] : une premieére application du lemme ci-dessous
avec ¢ = 337472905923410699064273181 conduit a la nouvelle borne ¢ < 30. En choisissant
cette fois ¢ = 264 on trouve t < 4. Puis on vérifie que la seule solution est t = 1, d’ou Z = 1.
CQFD

Lemme 6 (Baker-Davenport, [5]).— Soit ¢ = a1&1 + &2 + a2, o les a; sont entiers,
0 < a1 < B, et les & réels, tel que || < e ¥, X > 0. Soit ¢ un entier positif tel que
lgp| < 1/q et e = ||¢&a|| — B/q > 0, alors a1 < Log(q/e)/X. (Ou ||z|| est la distance a Uentier
la plus proche.)



4 . Démonstration du théoréme

n__Aan . , .
Supposons que le nombre u, = & 75 soit le carré d’un entier z, alors o"t! = avAz? +

af™. Lorque n est impair 5, n = 2m + 1 avec m2, et cette relation implique

2D = (93 + B™) (—bz + ™),
donc Oz + /™ est une unité. D’ou 'existence d’entiers u et v, v > 0, tels que
Ox+ 0" = e, —Ox+ 0™ = pgvev, Orx+a™ = ater” et — 01z +a™ = atel’.
De ces relations, il vient
2001z = 015" (c” — &%) = 0o (e1” — }"), 200z + B™) = V(Y + €Y),

donc, compte tenu de la formule 22 = (o™ — 8%)/(a — 3),
(%) |Log 2+ (2m + 1) Log o — v Log |ee1|| < 1/a.
Par ailleurs, il existe un entier k tel que

A =vLog(e/e) —ikm

vérifie |A| < 435%™, donc
|A| < 9aleei|™".

Mais, en utilisant les résultats de [6], on obtient la minoration
|A| > exp(—270 x 2* x Log(a?) x (7.5 4+ Log v)?).

Il en résulte que v < V = 4,6 x 10°. En développant Log (¢/£), on obtient

20/ 1 1 1
A= Bkl (S TR R 2 B
”(” <~ 39 taF ) ’“>

On voit que pour v = k on a |A| > 1/(2a), ce qui contredit la majoration précédente de |A| ;
on a donc v > k, ce qui implique v > 7(a — 4)/2. Donc a < 4 + 2v/7 < 2,9106.

Pour a > 800000, on a 1v — k3 et on vérifie rapidement (sur ordinateur) que la majoration
|A| < 9alee1|7?. n’a pas lieu.

Un second calcul sur ordinateur montre que |[A| > a 3v~2 pour 16 < a < 800000 et
0 < v < V. Pour ces valeurs de a, il s’ensuit que 'on a

a2 < 9aleeq|7Y,

ce qui implique v6, donc a < 4+ 2v/7m < 8 : contradiction.



Pour 4 < a < 16, on a |A| > 1/(27000%) si 0 < v < V. Dot
(27000%) ™" < 9alee, |77,

soit v < 11, donc a < 4 4 2v/7 < 12 et I'inégalité (x) donne m < 10 ; une vérification directe
montre qu’il n’y a pas de solution.
Le théoreme est alors une conséquence directe des lemmes 3 et 4.

Remarque .— L’article [7] de Cusik contient le résultat suivant. Soit v, la suite définie
par les conditions v1 =1, v — 2 = k et v, = kvp,—1 — vp—2. (C’est exactement notre suite u,,.)
Alors, pour k > 2, la suite v, ne contient jamais deux carrés consécutifs, excepté lorsque k est
un carré, auquel cas les seuls carrés consécutifs sont v1 et vo. Ce résultat est une conséquence
immédiate de notre théoreme. Remerciements .— Nous sommes trés reconnaissants au

rapporteur grace auquel de nombreux points ont été présentés plus clairement et qui nous a
signalé une lacune dans la preuve du Lemme 3 concernant ’étude du terme ug.
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