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1 Einleitung

Bezeichne H die Menge der ganzen kubischen algebraischen Zahlen. Es sei
n—1

P(x) =2"+ Y pia’ € Z[z]. Bezeichne D(P) und H(P) die Diskriminante und
i=0

1=
die Hohe von P. Unter der Hohe eines, nicht unbedingt einvariables, Polynoms
verstehen wir die Maximum der Absolutbetrage seiner Koeffizienten. Es seien
my, Mg € ZZ und bezeichne H,,,,,, die Menge aller n € H mit

Nm) = m
N(P(n)) = mo. (1)

Fiir eine ganze algebraische Zahl « sei N(«) bzw. H(«) das Produkt aller ihrer
Konjugierten bzw. die Hohe ihres Minimalpolynoms definiert. Setzen wir m; =
mz = 1und P(x) = x—1, dann ist H,,, y,, die Menge der aulergew6hnlichen, ku-
bischen Einheiten. Ausfiihrliche Literaturangaben iiber die auflergewdhnlichen
Einheiten findet man bei Ennola [1] und Narkiewicz [5].

Nach einem Satz von Gyory [3] sind die Losungen der S-Einheitengleichungen
effektiv berechenbar. Daraus folgt, S.z.B Fung et.al. [2], dafl wenn das Poly-
nom P(z) und ein (nicht unbedingt kubischer) Zahlkorper IK gegeben ist, dann
existieren nur endlich viele 7 € Zg mit (1). LaBt man aber K variieren, dann
kann (1) unendlich viele Losungen haben. (S.z.B. Ennola [1]) Wir wollen in der
vorliegenden Arbeit zeigen, dafl dieser Fall nur dann Vorkommen kann, wenn P
ein lineares oder ein quadratisches Polynom ist. Es gilt genauer
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Satz 1 FEs sei P eine Potenz eines linearen oder indefiniten quadratischen Poly-
noms. Ist fir ein Paar my, ma # 0 die Menge Hy,,m, nicht leer, dann enthdilt
ste unendlich viele Elemente.

Treffen die Voraussetzungen der ersten Behauptung nicht zu, dann ist Hp, m,
endlich.

Der Fall n=2, den wir in [6] bewiesen haben wurde durch die Untersuchungen
von Fung et al. [2] motiviert. Dort haben sie die Torsionsstrukturen, der iiber
kubischen Zahlkoérpern definierten, elliptischen Kurven untersucht. Es stellte
sich heraus, dafl gewisse Torsionsstrukturen nur dann vorkommen kénnen, wenn
(1) mit dem Polynom 22 — 11z + 1 in H l6sbar ist.

Satz 1 ist fiir n > 2 im allgemeinen nicht effektiv. In seinem Beweis benutzen
wir némlich den folgenden, nicht effektiven Satz von Schinzel [7].

Hilfssatz 1 (Schinzel) Es sei f(x,y) € Z[x,y] ein iber Qlx,y| irreduzibles
Polynom. Wenn die Diophantische Gleichung

flz,y) =0

unendlich viele (x,y) € Z* Lésungen hat, dann ist der hichste homogene An-
teil von f(x,y) eine Potenz einer linearen oder einer indefiniten quadratischen
Form.

Unter etwas schwacheren Voraussetzungen kénnen wir sogar einen effektiven
Aussage beweisen.

Satz 2 Nehmen wir an, daff P entweder mindestens zwei, tiber Q[z], irreduzible
Teiler Py, Py mit (P1,Py) = (P,z) = (P2,x) = 1 hat, oder P eine Potenz
eines positiv-definites quadratisches Polynoms ist. Dann gibt es eine nur von
H(P),n,mq und mo abhdingige, effektiv berechenbare Konstante c¢1, so daf

H(n) <
gilt fir alle n € Hypy, s, -
Aus der Satze 1 und 2 ergibt sich die néchste Behauptung unmittelbar

Folgerung 1 Es sei P(x) € ZL[x] ein Hauptpolynom vom Grad n. Gelten die
Voraussetzungen vom Satz 1, dann gibt es nur endlich viele kubische Einheiten
n, so daf$ P(n) ebenfalls eine Einheit ist. Gelten sogar die Voraussetzungen vom
Satz 2, dann sind diese Finheiten effektiv berechenbar.

2 Hilfsergebnisse

Bezeichne o; = 0;(x,y, 2),i = 1,2,3 die elementarsymmetrischen Polynome der
Unbestimmten x,y, z. Sei k > 0 eine ganze Zahl und



Sy = aF 4+ yF + 2F.
Die folgenden Newtonschen Formeln beschreiben den Zusammenhang zwis-
chen Sy und o;

S() = 3,51 = 0'1752 = O’% - 202,
Sk+s = 01Sk42 —02Sk+1 + 035k, wenn k> 0. (2)

Im weiteren bezeichnen ¢, j, k,[, s immer nicht negative ganze Zahlen. Das
folgende Lemma ist mit Induktion einfach zu beweisen.

Lemma 1 FEs gilt

k) i J_s
Sp =0 + _H; . agjgala%ag), (3)
i<k
fur alle k > 1 mit agfs) € 7.
Lemma 2 FEs gilt
Sl2 — SQl = 20'é + 2 " Zr:d . az(-?sofaéggr% (4)
i+2j+3s=

i<l
fir allel > 1,1 € 7Z.

Beweis: Wir haben

S — Sop = (2t +yt + 212 — (2% + y? + 22) = 2((zy)! + (z2)' + (y2)!).
Aus Lemma 1 ergibt sich

(@) + @) + ()t = > al ey + ez y2) (@Pyz + ayPe + aye?) (ay2)®
i+25+3s=l
l 1) § i _j+2
= o+ Y allojoielt, (5)

i4+2j+3s=1
i<l

woraus (4) unmittelbar folgt.
O

Lemma 3 FEs seien k > 1> 0. Dann gilt

k=l 1 (kD) 4 _j s
SkSt— Sk =07 o3+ > b 010503 (6)
i+2j+3s=k-+1
i<k
oy (ksl)
mit bi,jﬁ S/

Beweis: Das Lemma wird durch Induktion nach k£ bewiesen. Seine Richtigkeit
kann fiir £ < 3 mit einfacher Rechnung nachvollziehen. Diesen Schritt iiberlassen



wir dem Leser. Es sei K > 3 und wir nehmen an, daf§ (6) fiir alle K > k > 1> 0
erfillt ist. Aus (2) erhalten wir die Identitét

Sk+151—Sk 1141 = 01(SkS1—Sk+1)—02(Sk—151—SKk—141)+03(SKx—251—SK—241).
(7)

Nun unterscheiden wir vier Féllen.

Fall 1, K —2 > . In diesem Fall diirfen wir (6) auf alle drei Summanden,
die auf der rechten Seite von (7) stehen, anwenden. Nach Einsetzung sieht diese
Summe wie folgt aus:

K+1-1 _1 (K, _i+1
01 Cp) + Z bz+1 \J» s91 0203
i4+2j+3s=K+1
i+i<K
oKl l+1 (K=11) i j+1 s
o + > bij1s 0103 03+
i+2j+3s=K+1—1
i+j<K
K—1 1 (K=2,0) 4 s+1 _
oy 0303+ > bi jst1 olodost! =
i+2j4+3s=K+1—2
iti<K
K+1-1 1 (K+1,0)
o] o9 + > b oio} 0.
i+2j+3s=K+1+1
i+j<K+1

In diesem Fall ist (6) also richtig.

Fall 2, K — 2 = . Hier kénnen wir Formel (6) nur auf die ersten beiden Sum-
manden von der rechten Seite von (7) anwenden. Fiir den dritten Summanden
setzen wir (4) ein. Sonst ist die Rechnung éhnlich wie im Fall 1.

Fall 3, K —1 = [. Den ersten Summand kénnen wir wiederum durch (6) ersetzen
und den zweiten durch (4). Wenn wir die Rolle von &k und [ vertauschen, dann
kénnen wir (6) auch auf den dritten Summanden anwenden. Dadurch erhalten
wir die folgende Summe

2 1 (K1) z+1
o105 + Z bz+1 T s0 0203 -
i4+2j+3s=K+1
i+i<K
I+1 @ J+2s
205 —209 > aiJSO'IO'QO' +
i+2j+3s=1l
i<l
l K- s+1
010503 + > bi ;. s+1 010203 .
i+2j4+3s=K+1—2
iti<K

Dal+1 < K+ 1 und in dem vierten Summanden i + 25 + 3s = [, d.h.
JH2(0+1)+3(+2s) =2(i+2j+3s)+2=21+2= K+ +1 gilt, wir haben
(6) auch in diesem Fall bewiesen.

Fall 4, K = [. Wir gehen nun vor wie in Fall 3 mit dem Unterschied, daf§ die
Rolle von k und I sowohl bei dem zweiten als auch bei dem dritten Summanden
vertauscht wird.



O

n—1 )
Lemma 4 Es sei K ein Korper und P(z) = z™ + > p;a* € K[z]. Dann gilt
i=0

n 01 n) i _j
P(z)P(y)P(2) = pooh P(—) + Y cotalok, 8)
02 i+ji<n

mit Cgllz S Z[po, -~-;pn—1]-

Beweis: Fiir n=1 kann man (7) sehr einfach verifizieren. Wir nehmen an,
(8) ist wahr fiir n — 1, mit n > 1. Es sei P(z) = 2™ + Pi(x) mit Pi(x) =

n—1
>° piz' € K[z]. Durch Multiplikation erhélt man

P(x)P(y)P(z) = (xyz)" + A1 + Az + As, (9)

wobei die drei Summanden

A = (2y)"Pi(z) + (22)" Pi(y) + (y2)" Pi(x)
Ay = a2"Pi(2)Pi(y) + 2" Pu(x) Pi(y) + y" Pi(z) Pi(y)
Ay = Pi(z)Pi(y)Pi(z)

getrennt untersucht werden. R
Sei 0 < J <n —1 die grofite ganze Zahl mit p; # 0, dann ist Py (z) = pyPi(x)

- J )
mit Py(z) = > -2’ Aus der Induktionsannahme folgt
i=1
A3 = Z dijkO'iO'%O'g. (10)
i+j<J

Die Summe A; kénnen wir mit der Hilfe von (5) wie folgt umgestalten

n—1
A=) pileyz) (wy)" 7+ (@2)" 7+ (y2)" )
1=0
= Nopok X aly Volokol™
im0 k+2j+3l=n—i

Ist einer der Zahlen i,k oder [ grofler als 0, dann gilt j + £ < n. Wir haben
nach (5) auch a%)o = 1, somit erhalten wir

AL =pooh + Y dijroiodol. (11)
i+j<n



Wir beschéftigen uns schliellich mit As. Es gilt zunéchst

n—1 n—2 n—1
Ay = ZP?U:@Sn—i + Z Z pipjo';i}(sn—isj—i — Sntj—2i)-
i=0 i=0 j=i+1

Wir kénnen hier auf den ersten Summanden Lemma 1 und dan —i > j — i ist,
auf den zweiten Summand Lemma 3 anwenden. Dadurch erhalten wir

n—1
Ay =po Zpia?ﬂoé + > dipoiolob. (12)
=0 i+j<n

Aus (9),(10),(11) und (12) folgt (8) unmittelbar. O

Lemma 5 Es seien P(xz) € K[z] vom Grad n mit P(0) # 0 und R(x,y) €
K[z, y] vom Grad kleiner alsn. Es seiT(x,y) € K[z,y] ein Teiler des Polynoms
Qz,y) = y"P() + R(z,y). Dann gibt es Pi(z) € Klz] vom Grad ni und
Ri(z,y) € K[z,y] vom Grad kleiner als ny so dafi Pi(x)|P(z) und T(z,y) =
y" PL(3) + Ru(a,y) erfiillen sich.

n .
Beweis:  Sei P(x) = > a;z* mit a; € K,i = 0,...,n;a, # 0. Wegen der

i=0
Annahme P(0) # 0 gilt auch ag # 0. Ist T'(z,y) ein konstantes Polynom, dann
ist die Behauptung unmittelbar klar. Nehmen wir an, dal 7= T; ¢ K und es
gibt ein T5 € K[z, y] mit

Q(x7y) = Tl(x,y)Tg(x,y). (13)

Es sei

nq

Ti(z,y) = > ai;(y)a’
j=0
mit a;;(y) € Klyl,aimn,(y) # 0,4 = 1,2. Aus (13) folgt n; +ng =n und
a1 n, (Y)@2,n, (Y) = an. Deswegen ist sowohl a4 5, als auch as ,, eine Konstante.
Betrachtet man T;(z,y) als Polynom in y, dann kann man auf dieselben Art
nachweisen, daf§ in T;(z,y) die hochste Potenz von y separat vorkommt. Beze-
ichne k; die héchste Potenz von y in T;(x,y),i = 1,2 . Es gilt ni+ng = k1 +ke =
n wegen (13). Wiirde eventuell ny < k; gelten, dann wére auch ny > ko. In
diesem Fall kommt das Monom z"2y** auf der rechten Seite von (13) vor, aber
nicht auf der linken Seite. Deswegen gilt ny = k1 und ne = ko und wir kénnen

schreiben, mit P;(z) € K[z, R;(z,y) € K]z, y], wobei der Grad von R;(x,y)
kleiner ist als n;, i = 1,2. Aus (13) folgt nun



P(x) = Py(z)Py(x).

Damit ist das Lemma bewiesen. O

3 Beweis der Satze

Zum Beweis der Satze brauchen wir das folgende Ergebniss von Mignotte [4].

Hilfssatz 2 Es sei Q(x) € Z[x] vom Grad n und T'(x) € Zlx] ein Teiler vom
Q(z). Dann gilt
H(T) <2"Vn+1H(Q).

Beweis vom Satz 1.
Es sei
P(z) = Pi(z) - Py(z)™ (14)

die irreduzible Faktorisierung von P(z) in ZZ[z]. Wir werden im weiteren ¢ = 1
annehmen, da der Fall ¢ > 1 im Beweis vom Satz 2, in scharferen Form, behan-
delt wird.

Es sei 7 € H eine Losung von (1). Dann gehért N(P(n)) zu ZZ und mo mufl
eine e1-ste Potenz einer ganzen Zahl sein. Somit diirfen wir 0.B.d.A. e; = 1 und
P(z) irreduzibel annehmen. Der Fall n = 1 ist sehr einfach nachzuvollziehen.
Den Fall n = 2 habe ich in [6, Corollary 1 und 2] bewiesen. Im weiteren werden
wir also n > 2 annehmen.

Es sei € H eine Losung von (1) und bezeichne E(z) = x®—va?+uz—m, € Z[x]
das Minimalpolynom von 7.

Ist P(n) € ZZ, dann bedeutet N(P(n)) = mg nichts anderes, als P(n) = mao.
Dann ist E(z) einer der endlich vielen Teiler von P(x) — mg. Somit besitzt (1)
endlich viele Losungen in H und diese sind effektiv berechenbar.

Im weiteren nehmen wir P(n) € Z an. Dann ist P(n) eine ganze, kubische al-
gebraische Zahl. Bezeichnen wir ihre Konjugierten mit X, Y, Z. Dann bedeutet
das Gleichungssystem (1)

XYZ=03X,Y,Z) = my (15)
P(X)P(Y)P(Z) = mas.
Mit der Anwendung von Lemma 4 erhalten wir

o n) i g
P(X)P(Y)P(Z) =poo§ P(01) + ¥ cijiofolol. (16)
02 i+j<n
Ersetzen wir in (14) oy durch « und o2 durch v, dann bekommen wir

P(X)P(Y)P(Z) — my = pou" P(%) + R(u,v) = F(u,v),

KA
u



wobel R(u,v) € Z[u,v] vom Totalgrad kleiner als n ist. Das Polynom F'(u,v)
ist nach Lemma 5 irreduzibel. Da das Polynom pou™ P () ebenfalls irreduzibel

ist und sein Grad n grofler als 2 ist hat die Diophantische Gleichung
F(z,y) =0

nach Hilfssatz 1 nur endlich viele Losungen. Dadurch folgt, dal die Menge
H,, m, auch in diesem Fall endlich ist.

Beweis vom Satz 2.

Es sei (14) wieder die irreduzible Faktorisierung von P(x), wobei nun t;1 gilt.
Wir diirfen 0.B.d.A. (Pi(z),z) = (Pz(x),2) = 1 annehmen. Die Lésungen
7 € H von (1) missen, wegen der multiplikativen Eigenschaft der Normfunk-
tion, einer der Gleichungssystemen der Form

N(n) = m (17)
N(Pi(n) = ma
N(P(n)) = ma (18)

geniigen, wobei ma1, mas|ms. Die Anzahl solcher Gleichungssystemen ist kleiner
als 4m3. Nach Hilfssatz 2 gilt auch

H(Pl), H(PQ) S Ca,

wobei ¢o nur von n und H(P) abhingt und effektiv berechenbar ist.

Diejenige n € H mit Pi(n) € Z oder Py(n) € Z sind, wie wir im Beweis vom
Satz 1 gezeigt haben, effektiv berechenbar. Wir miissen also uns nur noch mit
solchen 1 € H beschéftigen, fiir welche Py (n), Pa(n) ¢ Z gilt. Es sei degPj(z) =
nj und P;(0) = pjo # 0,7 = 1,2. Wenden wir die Uberlegung des Beweises vom
Satz 1 auf die ersten und zweiten, sowie auf die ersten und dritten Gleichungen
von (17) an, dann sehen wir, dafl v und v den Gleichungen

)

Fj(u,v) = pjou™ Pj(—=) + Rj(u,v) =0,j =1,2 (19)

v

geniigen miissen, wobel R;(z,y) € Z[z,y] mit degR; < n; j = 1,2 ist. Aus
dem Beweis vom Lemma 4 ist es klar, dafl H(F;) < c¢s gilt mit einer nur von
H(P),mi,me und n abhéngigen, effektiv berechenbaren Konstanten cs. Die
Polynome Fi, F5 sind nach Lemma 5 {iber Q[z,y] irreduzibel und teilerfremd,
da P; und P, dieselbe Eigenschaften iiber Qz] besitzen. Somit gilt

Res, (Fy(u,v), Fo(u,v)) = Fia(u) # 0,

wobei Res, (A, B) die Resultante von A, B € Q[u,v] beziiglich v bezeichnet.
Eine offensichtliche Abschéatzung liefert

H(Fs) < n!nlog"(max{H(Fl), H(F) )",



d.h.

H(Fi2) < ¢4, mit einer effektiv berechenbaren Konstanten cy.

Ist » € H eine Losung von (1), dann ist (u,v) € Z2 eine Losung von (18)
und es gilt Fio(u) = 0. Dann teilt v die konstanten Term von Fio, d.h. |u] <
H(Fi3) < c¢4. Vertauscht man die Rollen von u und v, dann erhélt man dieselbe
Abschétzung auch fiir v. Damit ist Satz 2 auch bewiesen.
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