Egy negyedrendli rekurziv sorozatcsaladrol
Pethd Attila®

Emlékil Kiss Péternek, a rekurziv sorozatok faradhatatlan kutatojanak.

1. Bevezetés

Legyenek a,b € Z és § € {1, —1} olyanok, hogy a? — 4(b—26) # 0, bd # 2 és
ha 6 = 1, akkor b # 2a — 2, . Legyen tovédbbd a G,, = G, (a,b,d), n > 0 sorozat
aGo=0,G =1, Gy =a, G3 = a® — b — § kezddéértékkel és a

Gn+4 = aGn+3 — bGn+2 + 5aGn+1 — Gn, n>0 (1)

rekurziéval definidlva. R R R R
Hasonléképpen legyen a G, = G, (a,b,0), n > 0 sorozat a Gy = 4, G; = a,
@2 = a®—2b, 63 = a® —3ab+3ad kezdbtagokkal és ugyancsak az (1) rekurziéval
definialva.
Dolgozatunkban megmutatjuk, hogy a {G,, }5, sorozat bizonyos szempontbél
hasonléképpen viselkedik, mint a Fibonacci, mig a @n, mint a Lucas sorozat.
Pontosabban igaz

1. Tétel. A {G,}52 oszthatdsdgi sorozat, azaz ha d|n, akkor G4|G,,.

2. Tétel. Ha n pdratlan és dn, akkor @d|én.

Az 1. Tételt a b = 1,3, 6 = 1 specidlis esetekben [2] dolgozatban bi-
zonyitottam.

A fenti negyedfoku sorozatok szoros kapcsolatban allnak a g = 0, g1 = 1,
illetve a go = 2, g1 = a kezddértékekkel és

In+2 = QGn+1 — (b - 26)97“ n >0 (2)

rekurzidval definidlt masodrendii rekurziv sorozatokkal. A pontos Gsszefiiggéseket
a 4. Tételben fogalmazzuk meg. R

Végezetiil megmutatjuk, hogy a {G,} és {g,} illetve a {G,,} és {g,,} soroza-
tok p primszam szerinti redukéltjai is Osszefliggnek.

3. Tétel. Legyen p primszam. Akkor
Gp(a,b,0) = gp(a,b,0) (modp) és (3)

*A dolgozat az OTKA T42985 s T38225 pélydzatok tdmogatasaval készilt.
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Gp(a,b,0) =gp(a,b,6) (mod p). (4)

Az 5. tételben megfogalmazott kongurencidk primszamok tesztelésére is al-
kalmasak, erre a kérdésre azonban most nem tériink ki.

2. Kapcsolat a {G,} és {g,} sorozatok
karakterisztikus polinomjai k6zo6tt

A {G,} és persze a {CA?”} karakterisztikus polinomja
Pg(z) = z* — az® + ba® — Sazx + 1.

Koénnyen belathaté, hogy

2
12Pg(x)<x+5> a<x+5)+b25,
x x x

azaz az m—lng(:E) raciondlis tortfiiggvényben az y = = + % helyettesitést végre-
hajtva a
P,(y)=vy*—ay+b—25

polinomot kapjuk, amelyik a {g,} és {g,} sorozatok karakterisztikus polinomja.
Az a?—4(b—26) # 0 feltétel miatt P,(y)-nak két kiilénbozé gydke van, melyeket
€ és €’-vel fogunk jelolni. A bd # 2 feltétel miatt b — 20 # 0, {gy e’ # 0.

A kezddértékek megvalasztasa miatt

en —¢e™m / ~ n m
=" & Gn=c +e (5)

teljesiil minden n > O-ra.

Legyen n a Pg(x) egy gyoke, akkor n # 0 és % is gyoke Pg(z)-nek. A
b # 2a—2, ha§ = 1 feltétel miatt 7 # 2. A Pg(x) é Py(y) polinomok
kozotti Osszefiiggés miatt n + % gyoke P,(y)-nak. Feltehetd, hogy n + % = e.
Mivel € # &', {gy Pg(x)-nek van olyan ¢-val jelolt gyoke, amelyre ¢ + % =
Eredményeinket az alabbi allitdsokban foglaljuk Gssze.

1. Lemma. Legyen a,b,€ Z és § € {1,—1} olyanok, hogy a®> — 4(b — 26) # 0,
bd #2 ésb+#2a—2, had=1. Akkor

(1) Py(x)-nek két nulldtdl kilonbézé gydke van € és €.

s

(ii) Pg(x)-nek négy kilonbozd gydke van: 1, %, 9 és %.
(iii) Teljesiil, hogy
/

o, ]
5:774»5 €s 62’194’5.



Az 1. Lemméban megfogalmazott tulajdonsigokat valamint a {G,} és a
{G,,} sorozatok kezdéértékeit felhasznalva konyen beldthatd, hogy

o +n(i);_—:’:— (5)"
n

5 és (6)
9

Gu=r+ (2) o (B g

teljesiil minden n > O-ra.

3. Az 1. és 2. Tétel bizonyitasa
Az 1. Tétel bizonyitisa. Vegylk észre el6szor az
5 n 5 n 6 n
n e _ ,lgn =2 _ no__ ,Lgn 1— [ —
() = (5) o (-(3))
reldciét, amelyik minden n > O-ra teljesiil. Ebbél és (6)-bdl kovetkezik, hogy

n
[
. 3 .

Az 1 és ¥ a Pg(x) gydkei, igy egységek valamely algebrai szdmtestben. Ebbol
kovetkezik, hogy 7%9 is egység.

A definiciébdl nyilvanvald, hogy G, € Z minden n > 0-ra. Legyen d € N
olyan, hogy d | n. Akkor G,,/G4 € Q.

Misrészt (8)-bdl kovetkezik, hogy

Gy nd—0d 1_(

n

n_ qgn 1— o

Gn n ) nvY
N .

nv

Ellemi algebrai azonossig szerint
nn — g

W = nn*d 4 ,,,In72d19d NI ndﬂn72d + ,ﬂnfd.

A jobb oldali 6sszeadanddk mindegyike algebrai egész, igy az Osszegik is az.
Ugyanigy lathaté be, hogy a mésodik faktor is algebra egész, igy G,/Gq egy
olyan algebrai egész szam, amelyik Q-ban van. Ez pedig csak akkor lehetséges,
ha Gn/Gd € 7. U

Az 2. Tétel bizonyitdisa. Ez hasonld, mint az 1. Tétel bizonyitasa. Azt kell csak
észrevenniink, hogy

P e (e ). o



valamint ha n pératlan és d | n, akkor

)

n o4 gn 1+ (79
% illetve 7nd
neY 1+ (%)

nv

algebrai egészek. O

1. Megjegyzés. Az oszthaté rekurziv sorozatokat Beziven, Pethd és van der
Poorten [1] karakterizaltdk. Az altalunk definidlt {G,,} és {G,} sorozatoknak
az az érdekessége, hogy bér (8) illetve (9) szerint felbomlanak két masodrendii
linedris rekurziv sorozat szorzatara, a faktorok azonban altaldban nem racionélis
egészek. Ez torténik példaul, ha b = —1 vagy —3 és § = —1.

Az Fy =0, Fy =1, Fyy0 = F1 + F,, kezd6értékekkel, illetve rekurzidval
definialt Fibonacci sorozat jelenti az iskolapéldat oszthaté rekurziv sorozatokra.
Erre kony(i olyan bizonyitast adni (1d. pl. [3]), amelyik csak az egész szdmok
aritmetikdjat hasznalja. Hasonld bizonyitast a {G,} és a {G,,} sorozatokra nem
sikeriilt taldlnom.

a—p"
a—p
sorozatokra, ahol « és B az a z° — r1x — 19, 71,70 € Z polinom gyokei, az
1. Tételnél erésebb (R, Rq) = Ry q) relacié is teljesiil.

Ez altaldban nem igaz az éltalunk definidlt {G, } sorozatokra. Tekintsiik
példaul az

2. Megjegyzés. A Fibonacci sorozatokra, s6t az altalanosabb R, =
2

[ 5|6 ] 7] 8 |9 |10]
20 [ 35 | 83 | 161 | 355 | 720 |

2 4
1 7
sorozatot, amelyik a

Gn+4 = Gn+3 + 3Gn+2 - Gn+1 - Gn

rekurziénak tesz eleget. Akkor példdul (Gs,Gs) =5 # Gy és (G4, Gg) = 7 # Ga.
Konnyen lehet persze tovdbbi példdkat is taldlni, ezért érdekes kérdés a {G,}
és {G,,} sorozatokra a tagok legnagyobb kozos osztéjdnak jellemzése.

4. A 3. Tétel bizonyitasa

Az 8. Tétel bizonyitdsa. A (8), (9) valamint a 1. Lemma (iii) reldcidkat hasznaljuk
a bizonyitdsban. Legyen p egy primszam. Ha p = 2, akkor (3) és (4) a soroza-
tok kezdGértékei megvilasztdsa miatt teljestil. A tovabbiakban tehat feltehetd,



hogy p paratlan. Akkor
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Mivel (’Z’) minden 1 <17 < p — i-re oszthatd p-vel , igy az el6z6 azonossagbol

gp = Gp (mod p),

azaz (3) kovetkezik.
A (4) kongruencia hasonléképpen ellenérizhetd. O

3. Megjegyzés. A (3) és (4) kongruencidk nem primkritériumok, azaz vannak
olyan Gsszetet szamok, amelyekre (3) illetve (4) teljestil. A Fibonacci sorozat
és a 2. Megjegyzésben megadott sorozat példdul az (a,b,d) = (1,—3,—1) pa-
raméterekkel vannak definidlva. A 0 < n < 10000 intervallumban az n =
15,25, 45,121,125, 375, 525, 625, 1125, 1605, 2205, 2375, 3125, 4375, 5425, 8925 és
9375 Osszetett szamokra is teljesiil (3).

5. Tovabbi Osszefiiggések a {G,,}
és {gn} illetve a {G,} és {g,} sorozatok kozott

Az elébbickben lathattuk, hogy a {Gp} és {g,} illetve {G,,} és {Gn} soroza-
tok kozott szoros kapcsolat van. A 4. részben példdul belattuk, hogy paratlan p
egészre g, kifejezheté G, Gp_2, ..., G1 egész egylitthatos linearis kombindcidja-
ként. Most az ellenkez6 irdnyd kapcsolatot vizsgaljuk, azaz Gp-t (ép) szeretnénk
kifejezni a {gn} ({gn}) sorozat elemei linearis kombindcidjaként. A kovetkezd

4llit4s biztosan ismert, de nem sikeriilt referenciat taldlnom.

2. Lemma. Definidljuk a {)\Ej)}izo sorozatot a kovetkezb6képpen:
j=2

A =2 A= AP =1, AV =0 ¢

AZFFD = PR NPER = \PRED D \RRED) _\CRED _\BR <<k és



/\(()21c+3) =0, )\](chfIJFB) _ /\Eik;rz)’ )\§2k+3) _ /\E2k+2) - )\E2k+1)7 1<i<k

Ha 0 <n=2k+e, ahol e € {0,1}, akkor

X"y = f: A (X 4 V)2 (XY
i=0
Bizonyitds. Egyszert teljes indukcid, felhasznélva az
Xyt = (X" Y (X 4Y) - XY(Xm Tyl
azonossagot. O
3. Lemma. Bdrmelyn >0 és 0 <i < [F]-re )\gn)(—l)[%]_i > 0.
Bizonyitds. A 2. Lemméban leirtak miatt
_ {2(—1)["/2], ha n pédros

0, ha n paratlan

2 =1 6 Ao

Igy az llitds igaz minden n-re és i = 0, [5]-re. Tegyiik fel, hogy igaz minden
m < n-re és legyen 0 < i < [§].
Ha n paros, mondjuk n =2k +2 és 0 < i < k+ 1, akkor

A7(;2k:+2)(_1)k+17i — A7(;27k71+1)(_1)k+17i _ A1(;2k)(_1)k+lfi

2k+1
2

= AP ()R g AEE (g,

A jobb oldalon 4ll6 kifejezésben az indukcids hipotézis szerint mindkét 6sszeadandd
nem negativ, igy az Osszegiik is az.
Ha pedig n paratlan, példaul n = 2k + 3 és 0 < ¢ < k+ 1, akkor
/\(2k+3)(71)k+1—i _ /\(2k+2)(71)k+17i . )\(.276+1)(71)k+17i

2k+2 2k+1

:/\Z(2k+2)(_1)[ - ]7i+)\1(l2k+1)(_1)[ ] —i+2

és az elObbi esethez hasonléan kovetkeztethetiink arra, hogy a kifejezés nem
negativ. O

4. Tétel. Legyenek a, b, § a Bevezetésben megfogalmazott feltételeknek eleget
tevd egész szamok és 0 < n =2k + e, ahol e € {0,1}. Akkor

k
> A gaive(a,b,8),  had=1
Gn(a? b7 6) = iio
> |)\§n) | g2i4e(a,b,8), had=—1,
i=0
és
k (n) ~
. S A Goive(a,b,8),  had=1
Gn(a,b,0) = iio
> |/\Z(-n) | Goive(a,b,d), had=—1.
i=0



Bizonyitds. Csak az els6 allitdast bizonyitjuk, mert a mésodik bizonyitasa telje-
sen hasonlé. Az a, b és § argumentumokat elhagyjuk a tovdbbiakban. A (6)
azonossagot és a 2. Lemma allitdsat felhasznédlva

o) ()

Gn

e—e¢
k 2ite k—i K 2ite k—i
1 (n) 0 ) (n) 0 6
= A - - — A9+ = 9=
(S () () e (oe5) (]
L
n) ck—i (_2i 2ite
e SEI C Y
i=0
k .
= Z Af-")ék"gzi+e.
i=0
Felhasznalva végiil a 3. Lemmat, kapjuk az &llitast. U
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