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Fokozatos kozelités mdodszere

(1) X(t) =f(t,x(1)), xel,
() x(&) = n.
Az (1)-(2) kezdeti érték probléma ekvivalens a kdvetkez6

integralegyenlettel:

t

() = n+ / £(s,x(s)) ds.
3
(Tx)(¢)
Bebizonyithatd, hogy az igy definidlt T operator teljesiti a Banach-féle
fixponttétel feltételeit, ha teljesiilnek az egzisztencia és unicitdsi tétel
feltételei. A T operdtor fixpontja, ami jelen esetben egy fliggvény,
megolddsa lesz az (1)-(2) kezdeti érték problémdnak. A nemlinedris

egyenleteknél alkalmazott mdédszerhez hasonléan, a Banach iterdcid itt is
egy kozelitdé megoldasa lesz a kezdeti érték problémanak.

xo(t) =1, Xne1(t) = T(xa(t))
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Fokozatos kozelités modszere

Példa

Tekintstik az
x'=x, x(0)=1

kezdeti érték problémat. Ennek x(t) = e' lesz a kezdeti feltételt
kielégitd, egyértelmii megolddsa. Ekkor € =0, n =1, xo(t) = 1.

t t

0 0
beldthatd, hogy

t
x,,(t):1+/1+s+~-+
0

n—1 n

t
2 ds=14t4 -+ —
(n—1)! > LA

ami pontosan az ef fiiggvény sorfejtésének n. részletdsszege.

)

t
xl(t):1+/1ds:1+t, X2(t):1+/1+sds:1+t+

2

2
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Fokozatos kozelités modszere

Feladatok

Hatdrozzuk meg az aldbbi kezdeti érték problémak megoldasat fokozatos
kozelités modszerével!

e x=2x—1t, x(0)=1,

oy =y(3—-y), x(0)=1,

o y'(t) = —y(t) +cos(t), y(0)=0,
e x=2x—1t, x(1)=1.
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Emlékezteto

Taylor tétel: Legyen f: [a, b] — R (n + 1)-szer folytonosan
differencidlhatd ]a, b[-n és az n. derivélt folytonos [a, b]-n, ekkor
tetszbleges X, x € [a, b] esetén létezik olyan 8 az x és X kdzdtt, hogy

(% £ (5 F(n+1)
00 = £+ 0=+ R ey -y
n. Taylor polinom hibatag

Ha a kezdeti érték problémaban f n-szer differencidlhaté (€, 1) egy
kornyezetében, akkor x (n + 1)-szer differencidlhaté £ egy kdrnyezetében,
igy a Taylor tételbdl kovetkezden létezik olyan 3 t és € kozott, hogy

_ x'(€) x("(¢) . X(B) 1
x(t) = x(§) + 1 (t=&+ -+ ol (t—¢) +m(t—§)
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Az el6bbieket figyelembe véve

x'(€)

2(0) = x(©)+ (g oo+ )

n!

(t=¢)"

a probléma egy kozelité megolddsa, amelynek hibdjara

oz _ 1 (n+1) _ n+1 _ n+l| _ . _ n+1
() = 20| = gy KO- O < K (- e =0 (e -9
teljesiil, ha az (n+ 1) derivélt korldtos.
Definicié
Azt mondjuk, hogy a g: I — R "nagy ordé” f: | — R, ha létezik K < 0

konstans, hogy
lg(t)] < KIf(t), tel

Jele: g = O(f).
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Taylor sor médszer, Euler médszer

A kezdeti érték probléma egyenletét derivalva kilonbozé rendi
kozelitéseket kaphatunk a megoldasra, amelyet n = 1 esetén Euler
madszernek neveziink.

n = 2 esetén

_ Of(t,x) n of (t, x)
- ot Ox

wie) = Xe) e e )

X(&) =1, X/(g) = f(§777)7 Xl/(t)

f(t,x) =

Az eljarast folytatva magasabb rendii Taylor kozelitéseket kaphatunk,
melyek képlete bonyolultabb lesz.
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Az elébbieket figyelembe véve, ha n =1, akkor

x(t) = x(€) + X' (€) (t = &) +0((t = €)°) = n+ hf(&,m) +0(h?).

=:h Euler kozelités

Euler mdédszer

Tegyiik fel, hogy a kezdeti érték probléma megoldasat a [¢, |
intervallumon akarjuk kozeliteni. Legyen h := % valamely adott
n € N-re. Ekkor az iterdcié a kovetkezd:

tO:gv Xo =1,
t,'+1:t,'+h, X,'+1:X,'+hf(t;,X;), i=0,...,n—1.
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Feladat

Hatdrozzuk meg az aldbbi kezdeti érték problémak kozelité megoldasat
Euler médszerrel az | intervallumon, a megadott h lépéskozzel!

o x(t) =tx(t), x(0)=1, I=][0,1], h=0.25,
e x'=3x(1-x), x(0)=0.1, /=][0,2.5], h=0.5.
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Példa

Az x' = x, x(0) =1 kezdeti érték probléma kozelitése Euler médszerrel a
[0, 1] intervallumon h = 0.1 és h = 0.05 lépéskdzzel:

28 T 28
26 26
24 24
22 22
2 2
18 18
16 16
14 14
12 12
1 1
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Ha n = 2, akkor a korabban definialt h-val kapjuk, hogy

2
x(t) =+ b + g (20 (e ) vo((e - o)

masodrend(i Taylor kozelités

Taylor médszer n = 2 esetén

Tegylik fel, hogy a kezdeti érték probléma megoldésa’t algt]
intervallumon akarjuk kozeliteni. Legyen h := valamely adott
n € N-re. Ekkor az iterdcié a kovetkezo:

tozgv Xo =1,

tipn=ti+h X1 =X+ hf(t;, x) + '2’2. (af(t' ) | f(t,,X,)iafgix’xi)) ;
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Definicid
A

g = M —f(t, x(8))

—_——
~x'(t;)
mennyiséget az Euler mddszer lokalis hibajanak vagy képlethibajinak
nevezziik. A (1)-(2) kezdeti érték probléma megolddsira szolgald
numerikus médszer egy F fliggvényosztalyban ped rendben konzisztens
(p > 0), ha minden f € F esetén a mddszer képlethibajdra teljesiil, hogy

|gi| = O(hP).
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Az Euler médszer képlethibdja
Bebizonyithatd, hogy ha f folytonosan differencialhatd, akkor

h
| < = "I = O(h).
IgI_QtQ[g?;_IIXI (h)

Az el6bbiek szerint az Euler-mddszer a folytonosan differencidlhaté F
fuggvényosztalyban els6 rendben konzisztens.

Definicié
A pontos és a szamitott érték kozotti kulonbséget

G; = X(t,') — Xi

az Euler médszer globalis hibajanak nevezziik.
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Az x' = sin(3t) + cos(3t), x(0) = 0 kezdeti érték probléma megoldasa
Euler- illetve Taylor médszerrel (n = 2) 40 illetve 100 osztépont esetén.
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Taylor sor médszer, Euler médszer

Definicié

A (1)-(2) kezdeti érték probléma megoldédsara szolgalé numerikus
médszer egy F fiiggvényosztalyban ped rendben konvergens (p > 0),
ha minden f € F esetén a médszer globalis hibdjdra teljesiil, hogy

|Gi| = O(hP).

Az Euler médszer globalis hibaja
Bebizonyithatd, hogy ha f Lipschitz folytonos L konstanssal, akkor

i—1
|Gi| < et <|Go| +> |gk|h>

k=0
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Runge-Kutta mddszerek

Az elobbi mddszereket gyakorlatban csak nagyméretii, nem linedris
rendszerek esetében alkalmazzak a lassui konvergencia miatt. Az Euler
mddszert a kovetkezOképpen javithatjuk egy egyszerti médositdssal:

Explicit Runge-Kutta képlet |

Tegyiik fel, hogy a kezdeti érték probléma megoldasat a [¢, |
intervallumon akarjuk kozeliteni. Legyen h := % valamely adott
n € N-re. Ekkor az iterdcié a kovetkezo:

to =¢, Xo =1, tiyn1 =t + h,
ki = f(l',',X,'), ky = f(t;—Fg,X;—ngl), Xit+1 = x; + hky,
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Runge-Kutta mddszerek

Az

x' = x, x(0)=1
kezdeti érték probléma megolddsanak kozelitése Euler illetve Runge-Kutta
mddszerrel a [0, 3] intervallumon 10 osztépont esetén.

25

—%— Runge-Kutta |
—S— Euler
Megoldas
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Runge-Kutta mddszerek

Explicit Runge-Kutta képlet |1
A Runge-Kutta képlet | feltételei mellett:

to=¢§  x=mn, tiwi=t+h, ke = f(ti, xi),

kQZf(ti—Fg,Xi—Fﬁlq), k3=f(t‘,'+h,xi—hk1+2hk2),

2
h .
X,'+1:X,'—‘y-6([(14-4-/(24-/(3)7 i=0,...,n—1.
Az X' = % — (14 t)x*, x(0) = —1 Bernoulli egyenletre vonatkozé

kezdeti érték probléma kozelité megoldasa 3, illetve 10 osztépont esetén.

14
05 04 03 02 01 0 01 02
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Runge-Kutta mddszerek

Explicit Runge-Kutta képlet Il
A Runge-Kutta képlet | feltételei mellett:

th=¢& xo=mn, timi=ti+h k=F(ti,x), k=f <ti+ﬁ,xi+ﬁkl) ,

2 2
h h
ks =f t,-+§,x,-+§k2 , ks = f(ti + h,x; + hks),
1 .
X,'+1:Xi+g(k1+2k2+2k3+k4), i=0,...,n—1.

Altalanos, explicit Runge-Kutta képlet

j-1
ki =f <t+haj,x+h2bj,,k,> . j=1,...,s,

I=1
ahol a konstansok az adott mddszert jellemzik, fiiggetlenek f-tdl, x-t6l és h-tdl.
Megfelels feltételek mellett mind a lokdlis, mind a globalis hibara O(h*)
becslést kapunk.
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Magasabb rendii egyenletek numerikus megolddsa

Az n-ed rendli egyenletet a kordbbiaknak megfeleléen atirjuk n darab
elsérendli egyenletet tartalmazé differencidlegyenlet rendszerré. Ekkor az

Y'=f(t,Y)

szeparabilis egyenletet kapjuk (itt Y™ = (y1,...,y,)), amelyre formalisan
alkalmazhatjuk az elsérendili egyenletekre kapott numerikus mddszereket.
Példa: Tekintsiik az x”” — 8x" + 16x =0, x(0) = 1, x’(0) =5, ekkor a
megoldds x = e*(1 + t). Vezessiik be az y; = x, y» = x’ jeloléseket.
Ekkor fennall az

)/{ = Y2, }/1(0) =1
vs =8y> —16y1, y»(0) =5

differencidlegyenlet rendszerre vonatkozé kezdeti érték probléma. Ebbdl
i ’ Y2 1
=Y =f(t,Y) = , Y(0) =
M (Y) [8yz - 16y1] © M
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Magasabb rendii egyenletek numerikus megolddsa

Megoldas fokozatos kozelitéssel

Yo:m, Y1=Yo+0/tf(5»yo)d5=HWL/{o_m] {51:2542]

t

t
B 1 5+ 24s
Y, = Yo+/f(5, Y1)ds = [5] +/ {4o+1925—16—805} ds

0

0

5 + 24t + 56¢2
x =y ~ 1+ 5t + 12t2

2
Y, — [1+5t+12t ]
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Magasabb rendii egyenletek numerikus megoldasa

e4t(1+t)

1+5t+12t2
100 - 145t 1

80 r b

40 | ]

20 - b
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Magasabb rendii egyenletek numerikus megolddsa

Az el6z6 egyenlet numerikus megoldasa Euler médszerrel h = 0.25
|épéskdzzel a [0, 1] intervallumon:

120 T T T T T T T T T

e4t(1+t)
—%— Euler
100 1

60 [ q

a0t ]

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Projektmunkak

A kiadott feladatokat legfeljebb harom fés csoportok végezhetik el.

o Egy nemlinedris egyenletre vonatkozd kezdeti érték probléma
megoldasa adott intervallumon Euler médszerrel és valamelyik
Runge-Kutta médszerrel, kiilonbozé beosztdsokkal. A megolddsok
leprogramozasa Matlabban. Abrak készitése, az egész munka irasban
valé dokumentdldsa.

@ Egy magasabb rend(i egyenletre vonatkozé kezdeti érték probléma
atirasa differencialegyenlet rendszerre, megoldasa adott valamilyen
numerikus maédszerrel kiilonboz6 beosztasokkal. A megoldasok
leprogramozasa Matlabban. Abrak készitése, az egész munka irdsban
valé dokumentalasa.
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