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Diff-szamitas

Desc Summa
Fa 1
Fa 2

[smétlés




Dese Summa

A pillanatnyi valtozasi gyorsasag, az érinté x tengellyel bezéart szogének

tangense, meredekség.

£(2) = lim f(zo+h) — f(z0)

h—0 h

Derivélas és miiveletek (legyen C' € R):

(Cf) =cf
(f+g) =f+4d
(f9) = f'g+ fd

(5) :fg—2fg g0




Elemi fiiggvények:

C'=0

(ZUC)/ _ CIC’—l

sin’ = cos

/ o
cOS = —sIn

, 1
tan = —

COS

, 1
cot = )
sin

x # 0

(C?) =log(C)C®  C >0
1
1 A
og(|z|) -

Diff-szamitas




Fa 1

Hatarozza meg az alabbi fiiggvény derivaltjat:

exesin(:c)

Mo 1

Diff-szamitas




ea:esm(x) (esin(:c) 4+ xesin(w) COS(CU))

Fa 1

Diff-szamitas




Fa 2

Hatarozza meg az alabbi fiiggvény derivaltjat:

log(x log(z))

Mo 2

Diff-szamitas




log(z) +1  2log(xlog(z))

x3 log(x) x3

Fa 2

Diff-szamitas




Hatarozatlan integral

Desc Summa,
Fa 1
Fa 2
Fa 3
Fa e* sin(x)

Fa e cos(x)

[smétlés

10



Dese Summa

Hatarozatlan integrél, anti-derivalt.

/
(/1) -
Tulajdonsagok C, D € R:

fora-cfr ]

/Cda::C’aH—D

Od 20+1
= D —1
/:Jc x C—|—1+ C #

/sin = —cos+C
/cos = sin +C'

1
/—dleog\x\+0 x # 0
T

/C’xdx: ¢ +D C>0,C#1
log C

/fg+fg) fg+C

fron- ([ )oe

Hatarozatlan integrél
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Fa 1

Szamoljuk ki a kovetkezG integralt:

/xerda:

Mo 1

Hatarozatlan integrél
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Fa

Hatarozatlan integrél
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Fa 2

Szamoljuk ki a kovetkezG integralt:

/ sin(z)e®d

Mo 2

Hatarozatlan integrél
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Mo 2

Parcialis:
/sin(x)exdx = —cos(x)e’ — / — cos(z)e’dx =
— cos(x)e” + /cos(a:)exda:
/sin(as)exdas = sin(x)e” — /COS(:U)edeE
Osszeadva:
/Sin(az)emdx = sin(z) ; COS(Z)ex +C
Fa 2 Hatarozatlan integrél
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Fa 3

Szamoljuk ki a kovetkezG integralt:

/ cos’(z)dx

Mo 3

Hatarozatlan integrél
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Mo 3

Helyettesités: u = sin(x)

3

3

/1—u2du:u—u—+(]=sin

/ cos® (z)da = / (1 — sin(z)) cos(z)dz =

(x) =

sin’(x)

C
5 +

Fa 3

Hatarozatlan integrél
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Fa e sin(x)

Legyen 0 # a € R:

/ e™ sin(u)du =7

Mo e* sin(x)

Hatéarozatlan integral
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Mo e%sin(x)

parcialis integralas:

f=e™ ¢ =sin(u):

/ £ sin(u)du = —e™ cos(u) — / a6 (= cos(w))du

= —e™cos(u) + a / e™ cos(u)du

fl=e™ g=sin(u):

/e“u sin(u)du = c sin(u) — /6— cos(u)du =
a a
e 1

" din(u) — / e cos(u)du =

a a

szorozzuk meg a’-el a mésodikat és adjuk dssze az elsével:

(1+a? / e sin(u)du = ae™ sin(u) — e cos(u) =

e (asin(u) — cos(u))
1+ a?

/ e sin(u)du =

Fa e* sin(x) Hatarozatlan integral
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Fa e cos(x)

Legyen 0 # a € R:

/ e™ cos(u)du =7

Mo e** cos(x)

Hatéarozatlan integral
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Mo e** cos(x)

Az el6z6 feladatban 0sszadas helyett vonjunk ki.

e™(sin(u) 4+ a cos(u))

/ e cos(u)du =

1 + a?

Fa e* cos(x)

Hatéarozatlan integral
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Numerikus differencialas

Fa sin(2)

), szimder

8l 8|2

Fa sin(

[ Matematika mérnokoknek 2 ]
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Fa sin(2)

Tegyiik fel, hogy az f(z) = sin(!¥) fiiggvény értékei h = 0.001

z
lépéskozzel adottak a [0.5, 27 intervallumon. Derivaljuk numerikusan a

fiiggvényt! Abrazoljuk az eredményt a fiiggvény tényleges derivaltjaval

kozos abran. Magyarazzuk meg az eltérést a w fv-nél latottakhoz
képest.
Mo sin(2) Numerikus differencialas
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Mo sin(Z)

Egy lehetséges megoldas:

function numdiff(f, df, a, b, h)
x=a:h:b;
y=F(x);
dl=diff(y)./diff(x);
figure; plot(x(l:end—1),d1)
fdl=df(x);
delta=sum(abs(fdl(l:end—1)—dl));
title(sprintf('az eltérés—osszeqg: %f\n',delta))
hold on; plot(x,fdl); hold off

end

Fa sin(%) Numerikus differencialés
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Fa sin(2), szimder

Tegyiik fel ismét, hogy az f(x) = sin(1¥) fiiggvény értékei h = 0.001

z
lépéskozzel adottak a [0.5, 27| intervallumon. Derivaljuk numerikusan
a fliggvényt, &m most a derivalt kozelitését az aldbbi formulaval sza-

moljuk:

r+h)— flr —h
) = i LR =S =)

Mo sin(2), szimder Numerikus differencialés
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Mo sin(%), szimder

Egy lehetséges megoldas:

function numdiffSym(f, df, a, b, h)
x=a:h:b;
y=F(x);
dl=(y(3:end)—y(l:end—-2))/(2xh);
figure; plot(x(2:end—1),dl)
fdl=df(x);
delta=sum(abs(fdl(2:end—1)—d1));
title(sprintf('az eltérés—osszeq:
hold on; plot(x,fdl); hold off

end

%f\n', delta));

['a sin(2), szimder

Numerikus differencialas
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Diffegyenletek

Osztalyozas

Szétvalaszthato

Els6rendt, homogén linearis
Els6rendt, inhomogén linearis
Szoveges feladatok
Kezdetiértéek feladatok

y' = f(2)

Bernoulli

y' = a1y + apy

Matematika mérnokoknek 2
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Osztalyozas

Desc Summa,
Fa 1
Fa
Fa
Fa

=~ W o

Diffegyenletek
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Summa

Egy differencidlegyenlet

o kizinséges: ha csak egyetlen valtozora vonatkozd derivaltakat

tartalmaz. Egyébként parcidlis.

e rendje: a benne szerepld ismeretlen fiiggvény legmagasabb rendt

derivaltja.

e [inedris: ha benne szerepld ismeretlen fiiggvény illetve derivaltjai

csak els6 hatvanyon szerepelnek, azaz ha

Zpk da:"€ Q(z)

alaka (vagy ilyenre hozhato), ahol Py(z) csak z-tdl fiigg.

Egyébként nemlinedris-nak nevezziik.

29




Kozonséges, elsérendt, nemlinearis differencialegyenlet:

Y = sin(x/y) + 123+ y

egy kozonséges, méasodrend, linearis differencialegyenlet.

' + sin(z) = 123 + y

Parcialis, elsérendt, nemlineéris differencidlegyenlet:

() = (f) ==y

Parcialis, masodrendd, linearis differencialegyenlet:

/! /!

Osztalyozas
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Fa 1

Allapitsa meg az alabbi differencialegyenlet tipusat:

dy
A |
. T +

Mo 1

Osztalyozas
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Fa 1 Osztalyozas
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Fa 2

Allapitsa meg az alabbi differencialegyenlet tipusat:

d*y

@:a GER

Mo 2

Osztalyozas
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Mo 2

Fa 2 Osztalyozas
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Fa 3

Allapitsa meg az alabbi differencialegyenlet tipusat:

y" =1/ sin(x) — cos(x)

Mo 3

Osztalyozas
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Mo 3

Fa 3 Osztalyozas
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Fa 4

Allapitsa meg az alabbi differencialegyenlet tipusat:

2" + 3y +4,/y =0

Mo 4

Osztalyozas
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Mo 4

Fa 4 Osztalyozas
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Szétvalaszthato

Desc Summa,
Fa 1.feladat
Fa 2.feladat
Fa 3.feladat
Fa 4.feladat
Fa 5.feladat
Fa 6.feladat

Diffegyenletek

39



Dese Summa

Egy differencidlegyenletet szétvalaszthatoé valtozojinak neveziink, ha

alakt, vagy ilyenre hozhato. Vagyis az x és y valtozok elkiilonithet&ek
(szétvalaszthato, szeparalhato)

A fenti alak 'megoldasa’:

/g(y)dy= /f(ft)daf

A kovetkez6 specialis esetekkel gyakran taladlkozunk:

i = f() y=/#@Mx

Yy =9(y) w=/$dy
1

v =1 [ fladdo= [~y

9(y)

Szétvalaszthatod
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Fa 1.feladat

Oldja meg a
du
d_y = u(y)y
differencialegyenletet!
Mo 1.feladat Szétvalaszthato
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Mo 1.feladat

Fa 1.feladat

Szétvalaszthato
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Fa 2.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

Mo 2.feladat Szétvalaszthato
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Mo 2.feladat

Wu+1) = -2

/(u+ 1)%du = /—z3dz

(w+1)° —2*

= + C  u-t kifejezve:

3 4

—3z4 3
= c|] —1
o= (Fr+0)

Fa 2.feladat

Szétvalaszthatod
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Fa 3.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

y' = 2cos(x) + 3sin(z)

Mo 3.feladat Szétvalaszthato
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Mo 3.feladat

y = 2sin(x) — 3 cos(x)

Fa 3.feladat

Szétvalaszthato
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Fa 4.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

y/:yz

Mo 4.feladat Szétvalaszthato

47




Mo 4.feladat

1
r= [ —=dy
13/2
p===9C
Yy
B 1
y= z—C
Fa 4.feladat Szétvalaszthato
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Fa b.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

/

Yy =ay a€R

Mo b.feladat Szétvalaszthato
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Mo b.feladat

1
= /—dy
ay

~ log(|yl) e

at

e = e“ly]

y=0Ce" CcR

Fa b5.feladat

Szétvalaszthato
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Fa 6.feladat.

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

(1+2)yy =1

Mo 6.feladat Szétvalaszthato
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Mo 6.feladat.

szétvalaszthato
) 1
99 = 1+
1
dy = d
/y J / 1+ .
"
o= log(|[1 +z|) + C
y = ++/2log(|1 + z|) + C
Fa 6.feladat Szétvalaszthato
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Els6rendti, homogén linearis

Desc Summa
Fa 1
Fa 2

Diffegyenletek
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Dese Summa

Yy + A(t)y =0

megoldasa (lasd: ?7):

y=Ce JAO¥ O cR

Speciélisan, ha A(t) = A konstans:

y=Ce ™ CeR

Els6rendti, homogén lineéris
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Fa 1

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

y + 10y =0

Mo 1 Els6rendii, homogén lineéris
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Yy = Ce—l()t

CeR

Fa 1

Els6rendt, homogén lineéris
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Fa 2

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

y = log(t)y

Mo 2 Els6rendii, homogén lineéris
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/10g(t)dt = log(t)t — / 1dt =

=log(t)t—t+C CeR

1
/ ~dy ~log(l)  C €

vagyis:

y=Cele)=)  CecR (rv)

Fa 2 Els6rendti, homogén linearis
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Els6rendfti, inhomogén linearis

Fa 1. feladat
Fa 2. feladat

Diffegyenletek
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Fa 1. feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

YV =y+z+2

Mo 1. feladat Els6rend, inhomogén linearis
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Mo 1. feladat

elsérendt, lineéris, inhomogén

“ a homogén megoldésa

y=Ce
C' = C(x) valtozo varidlasa
C'(z)e" + C(x)e" = C(x)e” + x + 2
C'(z) = (r +2)e”" parcialisan integraljuk

Clx)=—(x+2)e "+ /e‘xdx =—(z+3)e "+ K

y=(—(z+3)e "+ K)e"

Ellenérizziik géppel is a megoldéast! kod

Fa 1. feladat Els6rendt, inhomogén linearis
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DB/M/einhol1.m

Fa 2. feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

zy — 2y = 2x?

Mo 2. feladat Els6rend, inhomogén linearis
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Mo 2. feladat

elsérendt, lineéris, inhomogén

/

y:

C'(x)z* + C(x)2x

C'lz)=2r =

Yy = (x2+K)a:2

2 3

—y + 2z

x

y = Cz® a homogén megoldésa
C' = C(x) valtozo varidlasa

2

~C(z)z?* + 27°

T

Cx)=2"+K
K eR (mod)

Ellenérizziik géppel is a megoldast!

Fa 2. feladat

Els6rendd, inhomogén linearis
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Szoveges feladatok

Fa keverés
Fa gorbe
Fa levegé
Fa 4

Fa radium

Fa hiilés

Diffegyenletek
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Fa keverés

Egy 10 liter vizet tartalmazd edénybe [literenként 0.3 kg sot tar-
talmazo oldat folyik be folyamatosan 2 liter/perc sebességgel. Az
edénybe belépd folyadék osszekeveredik a vizzel és a keverék 2 liter /perc
sebességgel kifolyik az edénybdél. Mennyi s6 lesz az edényben 5 perc

mulva?

Mo keverés Szoveges feladatok
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Mo keverés

Jelolje s(t) a tartalybeli s6 mennyiségét t-edik idépillanatban. Nézziik

mi torténik a [t, ¢ + At] intervallumban:

i
S(t—I—At):S(t)—kAt-Z-O.S—At-Z%

A At — 0 hataratmenetet véve kapjuk:

s'=0.6—0.2s
s(t) = Ce "*" homogén
C'(t)e " —0.20(t)e " = 0.6 — 0.2C(t)e”** varialas
C'(t) = 0.6e"* = C(t)=3e""+K

s(t) = (3% + K)e 0% = 3 4 Ke 0%

3
s(0)=0=3+K, K=-3 = s(5)=3—-=1.8964
e
Fa keverés Szoveges feladatok
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Fa gorbe

Keressiik meg azokat a gorbéket, melyek esetében barmely érintének
az r-tengellyel vett metszéspontjanak z-koordinataja fele akkora, mint

az érintési ponteé.

Mo gérbe Szoveges feladatok
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Mo gorbe

y(x)  a keresett fliggvény
xo  egy tetszbleges pont
o =y(@o), Yo=Y (o)

Yo + yo(x — mg)  az érints egyenlete

Yo

Ty = To— =  a metszéspont
Yo
x
L Ty — y—? a feltétel miatt
Yo
x
T2 4 diffegyenlet
2 Y’
1 1 .y ,
—dy =2 | —dx  szétvalaszthato
Y x

log(|y|) = 2log(|z|) + C

y = Dz®> adodik D #0

Fa gorbe

Szoveges feladatok
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Fa leveg6

Egy 200 m? térfogatt szobaban 0.15% szén-dioxid van. A ventillator
percenként 20 m? 0.04% C'O, tartalmu leveg6t fij a helyiségbe. Mennyi

id6 mulva csokken a szoba leveg6jében a C'O, mennyiség a harmadara?

Mo levegd Szoveges feladatok

69




Mo leveg6

Legyen y(t) a CO, mennyisége (m?) a t-edik id6pillanatban. Mi
torténik a [t,t + At]-ben?

t
y(t + At) = y(t) + At 20 0.04 — At 20 %

y' =0.8—0.1y
y = Ce "' homogén, varialas
C't)e " —0.1C(1)e " = 0.8 — 0.1C(t)e "
C(t) =08e"" = C)=8""+K
y(t) = 8 + Ke 01
y(0)=30=8+ K, K =22

y(t) =10 => t=23.979

Fa leveg6 Szoveges feladatok
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Fa 4

Egy 100 liter vizet tartalmazé edényben 0.5 kg s6 van oldott allapot-

ban. Az edénybe 5 Y gebességgel tiszta viz folyik be, és az oldat

perc

ugyanilyen sebességgel a tulfolyon tavozik. Mennyi lesz az oldatban

levé s6 mennyisége 1 6ra mulva?

Mo 4 Szoveges feladatok

71




Mo 4

Jelolje s(t) a tartalybeli s6 mennyiségét t-edik idépillanatban. Legyen
At egy "elegendGen" kicsiny idétartam. Ekkor

s(t)bAt
100

s(t+ At) = s(t) —

A At — 0 hataratmenetet véve kapjuk a

) 5
= ——35
100

differencialegyenletet, melynek altalanos megoldasa

s(t) = Cle~ 100

melybdl,

5(0)=05=Ce’=C

adodik, ahonnan

s(60) = — ~ 0.025kg.

Fa 4 Szoveges feladatok
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Fa radium

A radium bomlasi sebessége aranyos a pillanatnyi radium mennyiséggel.

Tudjuk, hogy a bomléas kovetkeztében a radium mennyisége 1000 év

alatt felére csokken. Hany szazaléka bomlik el az anyagnak 100 év

alatt?

Mo radium Szoveges feladatok
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radium

Jelolje m(t) a radium atomok szamat ¢ iddpillanatban. Ha At egy

pozitiv szam, akkor a

m(t) — m(t + At)
At

mennyiség az (atlagos) bomlasi sebesség a [t,t + At] intervallumon.
At — 0-t véve, megkapjuk a pillanatnyi bomléasi sebességet, ami a

feltevés szerint aranyos a pillanatnyi anyagmennyiséggel:

m' = Bm
m(t)=Ce” CeR
m(0) =C
m(1000) = Ce1%% = 0.5C

log(0.5)

1000

5 —
100)  tos0
m{100) _ le0s) o g
m(0)

Azaz kb. 6.67%-a bomlik el 100 év alatt a radiumnak.

radium Szoveges feladatok
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Fa hilés

Egy test 10 perc alatt 100 C fokrol 60 C fokra hilt le. A
kornyezé levegé hémérsékletét konstans 20 C foknak tekinthetjiik.
Mikor hiil le a test 25 C fokra, ha a test htilésének sebessége egyenesen
aranyos a test és az 6t koriilvevs levegs hémérsékletének kiilonbségével?

(b&vebben: Newton law of cooling)

Mo hiilés Szoveges feladatok
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https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_law_of_cooling

Mo hiilés

Legyen a test hdmérséklete h(t) a t-edik idgpillanatban:

w(t)

(h(t) — 20)" = K(h(t) — 20) homogén, megoldasa:

= K(h(t) — 20) a feltételek és hiilés-torvény miatt

h(t) = Ce™' + 20

h(0) =100 = C =20

log(0.5)
10

h(10) = 60, 80e"'° 420 =60, K =

log(0.5)

W(T) = 80eTH5> 120 = 80 - 2710 4+ 20 = 25

i

2710 =274 T =40

Fa hiilés

Szoveges feladatok
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Kezdetiérték feladatok

Fa 1
Fa
Fa
Fa
Fa

(O N P \V)

[ Diffegyenletek ]

7



Fa 1

Oldja meg a kovetkez6 kezdeti érték feladatot:

t=2x—t, x(0)=1

Mo 1

Kezdetiérték feladatok
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Mo 1

elsérend, lineéris, inhomogén,

(homogén mo. -> altalanos mo. -> konstans meghatéarozasa)

* = 2 homogén:
r = Ce? varialas:
C'e?t + 02 = 20e* — ¢

C'(t) = —te™* parcialis int:

/ —te 2dt =

1 1 1
— — / t(—2e 2)dt = —te ™ — = / e 2dt =
2 2 2

1 1
= §t€_2t + 16_% + K

1 1
7= <§t62t + Ze_% —+ K) et

3
2(0)=1=(0+025+K) 1 = K=7

Fa 1 Kezdetiérték feladatok
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Fa 2

Oldja meg a kovetkez6 kezdeti érték feladatot:

Mo 2

Kezdetiérték feladatok
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Mo 2

A homogén elsérendi linedrisak szétvalaszthatoak, ezért a megoldas:

y=Ce
ezért
y0)=C-1=C=
a:2
y=e?
Fa 2 Kezdetiérték feladatok
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Fa 3

Oldja meg a kovetkez6 kezdeti érték feladatot:

y'(t) = —y(t) + cos(t),  y(0)=0

Mo 3

Kezdetiérték feladatok
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Mo 3

elsérend, lineéris, inhomogén,

(homogén mo. -> altalanos mo. -> konstans meghatéarozasa)

y(t) = Ce”" a homogén megoldésa, viltozo varialasa:
C't)e "+ C(t)(=1)e " = =C(t)e " + cos(t)

C'(t) = e’ cos(t) parcialis int, kétféleképpen:

<+

e cos(t)dt = e’ sin(t) — / e sin(t)dt

e'(sin(t) + cos(t))

/
/et cos(t)dt = e’ cos(t) + /et sin(t)dt
/<

K
e cos 5 +
y(t) = sin(t) —12—005(75) LK
0+1
y(O):O:%JrK | — K=—-05
sin(t) + cos(t) — e
ity - S+ s
Fa 3 Kezdetiérték feladatok
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Fa 4

Oldja meg a kovetkez6 kezdeti érték feladatot:

T +tr=¢t>, =z(0)=2

Mo 4

Kezdetiérték feladatok
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Mo 4

x = —t"r a homogén rész, melynek megoldasa:

3
C'(t)e™ 5 + O@t)(—t2)e™3 = —2C(He 7 + £

2

3
x(t) = Ce™3  varidlas:

/3 3

C'(t)=te? =(e’ | =
3
C’(t):e%—FK

y(0)=2=1+K -1 = K=1

Fa 4

Kezdetiérték feladatok |
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Fa b

Adjuk meg a

— ! r—
e/t etV =

egyenlettel megadott gorbesereg origon atmend példanyat.

Mo 5

Kezdetiérték feladatok
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Mo 5

Fa 5 Kezdetiérték feladatok
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y = f(£)
Desc Summa

Fa 1.feladat
Fa 2.feladat

Diffegyenletek
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Dese Summa

f(tz,ty) = f(x,y) valtozoéiban homogén

— f(x,y):h(%> mert:

Az ilyenek szeparabilisra vezetnek:

/=42

U= £l helyettesités
x

'z +u = h(u) szeparabilis...

89



Fa 1.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

Ty
y =S
LY

Mo 1.feladat
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Mo 1.feladat

oy

u__

i
; 1
ur+u=u-+—
u

1

uy = —

xT

2
- = log(Jaf) + C

y =tz (log(:cQ) + C')%

Fa 1.feladat
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Fa 2.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

zy' + ylog(x) = ylog(y)

Mo 2.feladat
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Mo 2.feladat

/ /
y =e'ur+e" =e'u

Wr+1=u szétvalaszthato:

= — integralva:
u—1 «x

log(|u — 1) = log(|z[) + C
lu—1]=Dl|z| D >0

u=Dx+1 DeR

y = xeD:v—}—l

Fa 2.feladat
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Bernoulh

Desc Summa,
Fa 1.feladat
Fa 2.feladat
Fa 3.feladat
Fa 4.feladat

Diffegyenletek
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Dese Summa

y = fiy + foy® alaka, a#0,1

Keressiik a megoldast u’ alakban:

bl/ fu+fa

1

b—1=ab — b=
1l—a

bu’ = flu + fa

u'=(1-a)fiut(1-a)f,

Osszefoglalva:
u'=(1—a)fiu+(1—a)f, (ber)
1
y=ul-—
Bernoulli
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Fa 1.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

:L’yQy’ _ x2 4+ y3

Mo 1.feladat Bernoulli
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Mo 1.feladat

Bernoulli, a = —2-vel

1
y =ay 4~y
X

v =3~u+ 3z
7
v =3~u homogén:
%
uw = Cx® valtozo varialas:
C'(z)z° + C(z)3z* = 3z + 3C(z)z*
C'(z)=3z"% Cz)= 327"+ K
u=2*(Kx —3)

y = (°(Kx — 3))%

Fa 1.feladat Bernoulli |
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Fa 2.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

t +du =t t>0

Mo 2.feladat Bernoulli

98




Mo 2.feladat

Az eredeti egy Bernoulli a = 2-vel:

4
u = —ut t3u?

tehét yil_a — ¢y~ = u -val, a kivetkez6t kell megoldani:

4
/ 3
= = = t
Y ty
/ 4 4 z 7 2z z
y = ?y — y = Kt valtozd varidlas:
4
K'th+ K483 = ;K# — 3

1

K' = - = K(t) = —log(|t]) + C

K(t)=C —log(t) t pozitiv

y = t(C — log(t))

1
t4(C — log(t))

u =

Fa 2.feladat Bernoulli
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Fa 3.feladat

Oldja meg a kovetkezd differencidlegyenletet :

/
U:U4

cos(x) + u tan(x)

Mo 3.feladat Bernoulli
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Mo 3.feladat

Bernoulli a = 4-el:

y' = —3tan(z)y — 3cos(z)
y = —3tan(zr)y homogén:

y = C€—3ftan(x)dx
/tan(x)dx = — log(| cos(z)])
y = C|cos(x)/’

y=C 0083(:1:) konstans varialas:

C'(z) cos®(x) — ?’(x)S cos?(z) sin(xz =

= -3 tan(x)C(z) cos®(x) —3 cos(x)

7

C'(x) cos®(x) = —3 cos(z)
C'(x) = —SCOS;(SU)C’(:U) = —3tan(x) + K

y(x) = (=3tan(z) + K) cos®(x)

_1

u(z) = ((—3tan(z) + K) cos’(x)) °

Fa 3.feladat

Bernoulli
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Fa 4.feladat

Oldja meg kovetkezd differencidlegyenletet:

3z’ 4+ = (1 — 2t)z*

Mo 4.feladat Bernoulli
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Mo 4.feladat

1 1—2t
¥ =—=z+ 2! Bernoulli, a =4

3 3

y=y+(@2t-1) yi=gz
y = C(t)e’ :hom.mo.; C-varidlas:

C'(t) =e'(2t — 1) parcialis int.:
/e—t(2t— 1dt = —e (2t — 1) —/—e—fzdt =
=—e (2t —1)— 2" =
= K — e (2t + 1) inhom-ba vissza:

y=(K—e'(2t+1))€

1
T = y_% = T =
(K —e t(2t+1))et)3
— 1 —
(Ket — (2t +1))3
Fa 4.feladat Bernoulli |
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y" = a1y + apy

Desc Képlet

Diffegyenletek
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Desc Képlet

masodrendi, linearis, homogén, konstans egyiitthatos:

y' = a1y + apy =0
A =@\ +ag =0 karakterisztikus egyenlet
A1 # Ao valdsak:
CreM + Che? az alt. mo.
A1 = Ay valods:
CreM + Cote™ az alt. mo.
A1 # Ao komplexek:
A2 =axb

Cre™ cos(bt) + Cote™ sin(bt) az alt. mo.

y' = ay + apy
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Fourier

Sorok

Transzform

Matematika mérnokoknek 2
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Sorok

Desc Egyben

Fourier
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Desc Egyben

pdf

Sorok
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Transzform

Desc Egyben

Fourier
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Desc Egyben

pdf

Transzform
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Matlab

Desc diff
Fa maésik diff

Desc fiiggvények megadésa

Matematika mérnokoknek 2
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Desc diff

4
dv=diff(v)
dv =
3 5
diff(diff(v))
ans =

2 2

diff(v,2)

ans =

Matlab

112


https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/diff.html

Fa masik diff

Hogyan valositand meg a diff fiiggvényt? (elegendd ha vektorok

esetén miikodik, de ciklust ne tartalmazzon!)

Mo maésik diff Matlab
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Mo masik diff

function dv=mdiff(v)

dv=v(2, end)—v(1l, end—-1);

end

Fa maésik diff Matlab
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Desc fuggvények megadasa

Rovid fiiggvények megadasanak legegyszertibb modja:

fun = @(x) x.72
fun =

@(x) x .~ 2
fun(1:7)

Tovabbi lehetGségek: create functions.

Matlab

115



https://www.mathworks.com/help/matlab/matlab_prog/creating-a-function-handle.html

Projekt

Desc Hataridék
Desc Nappali
Desc Levelez6
Els6 projekt
Masodik projekt
Harmadik projekt

Matematika mérnokoknek 2
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Desc Hatariddk

1. projekt hatarid6: marcius 15.
A bekiildés: csapattagoknevei.zip allomanyban

Ha gond van a feladattal: noszaly.csaba kukac inf.unideb.hu

Projekt
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Nappali

Virag,Sike,Hornyak,Paladi 1P1
Koczka,Boiko,Makar,Polgar 1P2
Polyak,Balyi,Pakozdi,Szilagyi D. 1P3
Radéaz 1P4
Katai 1P5
[gnéczi,Kovacs M. ,Szilagyi J.,Szabo P. | 1P6
Zolnai,Patkos, Kadar,Stivolt6s 1P7
Csatari,Jécsak,Varga 1P8
Paksi,Molnar,Sari,Gyimesi 1P9
Szab6 S., Kovacs B.,Szanyi 1P10
(Tisza Z.) (Nagy Kristof) 1P11
Kriczky G. 1P12

Projekt
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Desc Levelezo




Els6 projekt

—_

Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
Desc

Desc

© oo N O Ot = W

Desc

—_
=

Desc

[ —
—_

Desc

Desc

—_
DO

Projekt
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Desc 1

Vezesse le a

Yy —y =z + sin(z)

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [—3,3] x [—2,5]-en és rajzoltassa ra az
y(—=3) =15, y(-3)=25, y(-3)=35

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 2

Vezesse le a

y’—l—y:x2+x

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [—3,1] x [—2,6]-en és rajzoltassa ra az
y(=3)=-1, y(=3)=1 y(=3)=3

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 3

Vezesse le a

y’+%:\/5

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [0.5,4] x [—4,6]-en és rajzoltassa ra az
y(0.5) =—4, y(0.5)=0, y(0.5)=4

kezdeti értékekhez tartozd megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 4

Vezesse le a

y —y = wsin(r)

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [—1,2] x [=5,7]-en és rajzoltassa ra az
y(—1)=-0.5, y(—-1)=-0.3, y(—-1)=-0.1

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt

124



Desc 5

Vezesse le a

y =y — xcos(x)

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [—1,2] x [—7,4]-en és rajzoltassa ra az
y(—1)=-0.1, y(-1)=-03, y(-1)=-0.5

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 6

Vezesse le a

T

y =y + e

differencidlegyenlet megoldésat kézzel. Oldja meg a Matlab/Oc-

tave dsolve fiiggvénye segitségével is. Abrazolja az egyen-

let vektormezejét a [—1,2] x [—13,3]-en és rajzoltassa rd az
y(—1) =08, y(-1)=0.5, y(-1)=0.1

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 7

Vezesse le a

y = xy + x°sin(x)

differencidlegyenlet megoldésat kézzel. Oldja meg a Matlab/Oc-

tave dsolve fiiggvénye segitségével is. Abrazolja az egyen-

let vektormezejét a [—1,2] x [—13,3]-en és rajzoltassa rd az
y(=1)=—-4, y(-1)=-2, y(-1)=-1

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 8

Vezesse le a

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [0.5,5] x [—8,8]-en és rajzoltassa ra az
y(1)==3, y(1)=0, y(1)=3

kezdeti értékekhez tartozd megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 9

Vezesse le a

, ) |
x X

differencidlegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Matlab/Oc-

tave dsolve fiiggvénye segitségével is. Abrazolja az egyen-

let vektormezejét a [—2,—0.5] x [—15,0]-en és rajzoltassa rd az

y(—2)=-2, y(-2)=-4, y(-2)=-6

kezdeti értékekhez tartozd megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 10

Vezesse le a

, 1
Yy = t—|—z y+i

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [—2,0] x [—3,3]-en és rajzoltassa ra az

y(=2)=-1, y(=2)=0, y(=2)=1

kezdeti értékekhez tartozd megoldasokat is.

Els6 projekt
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Desc 11

Vezesse le a

y+y=e

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [—3,1] x [—3,3]-en és rajzoltassa ra az
y(=2)=-2, y(=2)=0, y(-2)=2

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt

131



Desc 12

Vezesse le a

y —y=ze’

differencialegyenlet megoldasat kézzel. Oldja meg a Mat-

lab/Octave  dsolve fiiggvénye segitségével is.  Abrazolja az

egyenlet vektormezejét a [—3,1] x [—3,3]-en és rajzoltassa ra az
y(=3)=-3, y(=3)=05 y(=3)=3

kezdeti értékekhez tartozé megoldasokat is.

Els6 projekt
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Masodik projekt

Desc

—_

Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
Desc

Desc

© oo N O Ot = W

Desc

—_
=

Desc
Desc
Desc

—_ =
O =

Projekt
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1

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

y' = sin(0.5y) + ] cos(t)
y(—10) =2

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y//+y/+3y:t_1

y(0) =2
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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2

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

/ = ysin(y) + ——
A A

y(—10) =0

+ cos(t)

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y(0) =1
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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3

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

6_92

241
y(—10) =1

y' = sin(2y) +

+ cos(?)

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0Oldja meg Runge-Kutta modszerrel az alabbi kezde-
tiérték problémat:

y(0) =1
y'(0) =1
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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4

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

/ = ysin(y) — ——
vy T e

y(=10) =1

+ cos(t?)

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y' +2 +3y=¢t—1

y(0) =0
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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5!

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

2
~y
o = sin(y?) + ts ] + cos(t)
y(-10) =2

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y" — 3y +3y =2t —3

y(0) =1
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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6

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

.2
y = 2sin(y?) — —
t2+1

y(=10) = =2

+ cos(t)

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y' =2y +3y=t

y(0) =1
y'(0) = —1
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt

139




7

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-nal kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az oded5 illetve ode23 éaltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az alabbi kezde-

tiérték problémat:

y" +3y +3y =3t —1

y(0) =3
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa 0Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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8

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

2
~y
y' = sin(—y) + ts 1 + cos(t + 10)
y(—10) =1

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y' — 2 +3y=2t+1

y(0) =3
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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9

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

e_y
t2+1
y(—10) =0

y' =sin(y) +

+ cos(t)

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0Oldja meg Runge-Kutta modszerrel az alabbi kezde-
tiérték problémat:

y(0) =1
y'(0) =1
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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10

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

6_y
2+1
y(—10) = 1

y' = sin(2y) — + cos(t)

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész : Oldja meg Runge-Kutta modszerrel az alabbi kezde-

tiérték problémat:

y' -2/ +3y=2t—1

y(0) =1
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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11

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

e_y
tt+1
y(—10) =0

y = —sin(y + 3) + + cos(t)

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y" — 2y + 3y =3t+1

y(0) = —1
y'(0) =0
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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12

Els6 rész : Oldja meg Euler modszerrel és 4-ed rendd Runge-Kutta

modszerrel a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

—2y
y =sin(2y + 1) + 3 + cos(t)
y(~10) = —1

Hany lépést kell tenni a [—10, 10] intervallumon, ha 10~3-n4l kevesebb
eltérést akarunk y(10)-re az ode4b illetve ode23 é&ltal szamolthoz
képest?

Masodik rész :0ldja meg Runge-Kutta modszerrel az aldbbi kezde-

tiérték problémat:

y" — 2y + 3y = 12t + 11

y(0) =1
y'(0) = —1
y(1) =7

A lépésszam legyen 222. Hasonlitsa Ossze a kapott eredményt az

ode4d5 -altal szamoltakkal.

Masodik projekt
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Harmadik projekt

Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
Desc
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Desc 1

Hatarozza meg a

i

10 z €[0,1)

fl@)=1<920 z=1

30 z € (1,2]
\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc 2

Hatarozza meg a

2

—10 z € [-1,0)
fl@) =14 -20 =0

—30 z € (0,1]

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc 3

Hatarozza meg a

)
1 z€[4,6)

flx)=92 =6

3 x € (5,7

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc 4

Hatarozza meg a

2

—21 z € [-4,-3)
flx)=< 20 v =—3

—19 z € (-3,-2|

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc 5

Hatarozza meg a

i

10 z €[0,1)

fl@)=1<920 z=1

30 z € (1,2]
\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc 6

Hatarozza meg a

(

—1 z € [3,5)
flx)=9-2 z=5

—3 x € (5,7]

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt

152



Desc 7

Hatarozza meg a

(
0 z€[4,5)

fl)=492 z=5

4 x € (5,06

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt

153



Desc 8

Hatarozza meg a

)
1 z€[4,6)

flx)=92 =6

3 x € (5,7

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt

154



Desc 9

Hatarozza meg a

2

—21 z € [-4,-3)
flx)=< 20 v =—3

—19 z € (-3,-2|

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc 10

Hatarozza meg a

4 x € (5,06

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt

156



Desc 11

Hatarozza meg a

(

—1 z € [3,5)
flx)=9-2 z=5

—3 x € (5,7]

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc 12

Hatarozza meg a

(
0 z€[4,5)

fl)=492 z=5

4 x € (5,06

\

fiiggvény periodikus kiterjesztésének Fourier egyiitthatoit "kézzel". A
kapott eredmény segitségével abrazolja az eredeti fliggvényt és 5, 10, 15

tagot felhasznéalo kozelitését.

Harmadik projekt
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Desc Linkek

Matematika mérnokoknek 2
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https://www.khanacademy.org/math/differential-equations
https://github.com/czylabsonasa/orak/blob/master/MatMer2/main.pdf

