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Laplace transzformacié

A Laplace transzformacid, tobbek kozott, linearis, allandd egyiitthatds,
kozonséges differencidlegyenletek megolddsara szolgald eszkoz. Az eljards
|épései a kovetkezok:

@ A "nehéz" problémét (KDE) "koénnyii" problémava (algebrai
egyenlet) transzformaljuk.
© Az egyenletet algebrai eszkozokkel megoldjuk.
© Az igy kapott megoldast visszatranszformaljuk.
Az eljaras segitségével
Laplace transzformacié — Algebrai egyenlet megolddsa — Inverz Laplace transzformacié

differencidlegyenletek bizonyos tipusainak megoldasa algebrai egyenletek
megolddsava egyszeriisodik.
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Laplace transzformacio

Definicié

Tegyiik fel, hogy f(t) a nemnegativ valds szdmok halmazan t > 0
definialt fliggvény (f(t) lehet valés és komplex is). Ekkor a kdvetkezd
egyenloséggel definialt fliggvényt

(o}

LIF(t)](s) = /f(t)e*“dt.
0
f Laplace transzformaltjanak nevezziik, amennyiben az integrdl

konvergens. Ha F f Laplace transzformaltja, akkor f-et F inverz
Laplace transzformaltjinak nevezziik. Jeldlésben: £L~1[F(s)].

A gyakorlatban Laplace transzformacids tablazatokat hasznalunk a
transzformaltak meghatdrozasihoz.
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Laplace transzformacié, Példa, Feladatok

Legyen f(t) = 1. Ekkor

oo

S t—oo S

1 o -1 1 1
L[f] = /1 ce tdt = {e“} = lim —e '+ =

t=0

Szamitsuk ki a kovetkezd fliggvények Laplace transzformiltjst!

Q f(t)=

Q f(t)=t.

@ f(t) = cos(at).
Q f(t)=e".

S'

Szamitsuk ki a kovetkez6 fliggvények inverz Laplace transzformiltjat

felhaszndlva az el6z6 feladat eredményeit, illetve transzformacids
tablazatokat!

Q F(s) =21
Q F(s)=3S.
Q F(s) = 5
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Laplace transzformacié, Tulajdonsagok

Tétel

A Laplace transzformacié és az inverz Laplace transzformacié lineéris
leképezés.

Példak
Szamitsuk ki az aldbbi fliggvények Laplace transzformaltjat!
Q f(t)=3t+e"
@ f(t) = —2+ cost.
Szdmitsuk ki az alabbi fliggvények inverz Laplace transzformiltjat!
Q F(t)=2325+ 3.
Q F(s)=-%4.
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Laplace transzformacid, Tulajdonsagok

Eltolas
L[t F(1)](s) = L[F(D](s — ), s>ata

Derivalt Laplace transzformaltja

LIF(0)I(s) = sLIF(1))(s) — £(0).
LIF"(D](s) = s*LIF()](s) — s (0) — £(0).

LIF()](s) = s"L[F(2)](s) —s"£(0) -
sn—2f/(0) e — sf(n_2)(0) — f(n—l)(o).
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Laplace transzformacié, Parcialis tortekre bontas

Legyen N(s) és D(s) polinom. A parciélis tortekre bontds médszerével az
R(s) = ggg kifejezést olyan egyszeriibb tagok Osszegeként szeretnénk
felirni, amelyek Laplace transzformiltja konnyen kiszamithatd, illetve
transzformdacids tablazatbdl kikereshetd. Az altaldnossdg megszoritdsa

nélkiil feltehetjiik, hogy D(s) és N(s) fegyiitthatéja 1.

A moddszer |épései

1. Iépés Keressiink olyan r(s) és g(s) polinomokat, amelyekre

R(s) = ) = 9+

ahol r(s) foka szigortian kisebb, mint D(s) foka.
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Laplace transzformacié, Parcialis tortekre bontas

A modszer |épései

2. lépés irjuk fel D(s)-t (s — b)" és/vagy (s2 + as + ) alaki tényezék
szorzataként, ahol o, 3 és b valds szamok, tovabb3,
(s? + as + B)-nak nincs valés gyoke.

3. lépés Bontsuk fel B(Z))—t parcidlis tortek osszegére a kovetkez6 médon:

(i) Az (s — b)" alaki tagokat irjuk 4t az aldbbi médon:

Ar A, An
GG-b)  (-br T (o

(i) Az (s* + as + B) alakd tagokat pedig az aldbbi médon:

Bis+ G B;s + G - B,s + C,
s2+as+ 8 (s2+as+pB)? (s2+as+B)"
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Laplace transzformacié, Parcialis tortekre bontas

Példak
Bontsuk parcidlis tortek osszegére az alabbi kifejezéseket:
o R(S) _ 442,

s2—1

Q@ R(s) = ghgszty.

Példak
Szdmitsuk ki az inverz Laplace transzformidltakat!

[ Yo [ﬁ]

—1 | 3s+6
2 Y [sz+3s] :
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Laplace transzformacié, Differencidlegyenletek megoldasa

Példa
Laplace transzformdcié segitségével oldjuk meg az aldbbi kezdeti érték
problémat!

y'+3y' +2y=e"", y(0)=y'(0)=0.

Megoldas: A Laplace transzformacid linearitdsat felhasznalva kapjuk,

hogy
Lly"]+3L[y'] + 2L[y] = L[e™f].

A derivaltra vonatkozé szabaly és a kezdeti értékek felhasznalasaval
kapjuk, hogy

2Y(s) + 35Y(s) + 2Y(s) = 5%1 where  £[y] = Y(s).

Burai Pal Eléadas kovet félidk



Laplace transzformacié, Differencidlegyenletek megoldasa

Atrendezés utdn a kovetkezdket kapjuk:

1

YO = i35 +2)

1 1
(s+1)(s>+3s5+2)
Bontsuk parcidlis tortek dsszegére a jobboldali kifejezést.

y(t) =

1 1 1 1

(s+1)(s>2+3s+2) s+2_s—|—1+(s+1)2'

Az inverz Laplace transzformdcid linearitdsat felhaszndlva kapjuk a kezdeti
érték probléma megoldasat.

y(t)=£7" { 1 } -t {L] +L71 [;] =e ¥ —e'tte .

s+2 s+1 (s+1)
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