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Példak differencidlegyenletekre

Newton masodik torvénye

Egy tomegpont gyorsuldsa egyenesen ardnyos a rd haté erbvel és
forditottan ardnyos a tomegével.

F = ma,

ahol F jeldli az er6t (vagy a hat6 er8k Osszegét), m a tdmeget a pedig a
gyorsulast.
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Példak differencidlegyenletekre

Newton masodik torvénye

Egy tomegpont gyorsuldsa egyenesen ardnyos a rd haté erbvel és
forditottan ardnyos a tomegével.

F = ma,

ahol F jeldli az er6t (vagy a hat6 er8k Osszegét), m a tdmeget a pedig a
gyorsulast.

A SZABADESES EGYENLETE: Jeldlje x(t) a tdmegpont helyzetét az id8
fliggvényében. Ismert, hogy a sebesség megegyezik x’(t)-vel, a gyorsulds
pedig x"(t)-vel.
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Példak differencialegyenletekre

Newton masodik torvénye

Egy tomegpont gyorsuldsa egyenesen ardnyos a ra hatd erdvel és
forditottan ardnyos a tomegével.

F = ma,

ahol F jeldli az er6t (vagy a hat6 er8k Osszegét), m a tdmeget a pedig a
gyorsulast.

A SZABADESES EGYENLETE: Jeldlje x(t) a tdmegpont helyzetét az id8
fliggvényében. Ismert, hogy a sebesség megegyezik x’(t)-vel, a gyorsulds
pedig x”(t)-vel. Ekkor a szabadon esé tomegpont egyenlete:

mx"(t) = —gm, azaz  Xx"(t) = —g,

ahol g ~ 9.813 a Fold gravitdciéja okozta nehézségi gyorsulds. A minusz
el6jel az iranyra utal.
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Példak differencidlegyenletekre

Ekkor kétszeri integrdlas utan kapjuk, hogy

t2
x(t) = _gT +at+ o,

ahol ¢y, ¢, tetszbleges konstansok.
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Példak differencialegyenletekre

Ekkor kétszeri integralds utdn kapjuk, hogy

£2
x(t) = —% +at+ o,

ahol ¢y, ¢ tetszbleges konstansok.Ha feltételezziik, hogy a t =0

idopillanatban a test sebessége nulla és § magassagbdl "indul” a
szabadesés, akkor az

x(0) = 5, x'(0)=0

kezdeti feltételeket kapjuk,
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Példak differencialegyenletekre

Ekkor kétszeri integralds utdn kapjuk, hogy
+2
x(t) = —% +at+ o,

ahol ¢y, ¢ tetszbleges konstansok.Ha feltételezziik, hogy a t =0
idopillanatban a test sebessége nulla és § magassagbdl "indul” a
szabadesés, akkor az

x(0) = 5, x'(0)=0

kezdeti feltételeket kapjuk, melyeket a fenti megoldasba
visszahelyettesitve kapjuk az

t2
x(t) = —% +5

megoldast, amely leirja az 5 méter magassaghdl szabadon esé tomegpont
helyzetét az id6 fuggvényében.
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Példak differencidlegyenletekre

HARMONIKUS REZGOMOZGAS EGYENLETE: Ha Newton mdsodik
torvényét harmonikus rezgémozgasra alkalmazzuk (inga, rugd, stb.),

akkor az egyenlet
x"(t) = —w?x(t)

alaku lesz, ahol w? a mozgdasra jellemzé allandé lesz.
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Példak differencialegyenletekre

HARMONIKUS REZGOMOZGAS EGYENLETE: Ha Newton mdsodik
torvényét harmonikus rezgémozgasra alkalmazzuk (inga, rugd, stb.),

akkor az egyenlet
x"(t) = —w?x(t)

alaku lesz, ahol w? a mozgasra jellemzé allandé lesz. Ezt mar nem lehet
egyszerlien integrdlni, mint a szabadesés egyenletét. Ekkor a megoldas

x(t) = acos(wt + @),

alaki lesz, ahol a és ¢ értéke a kezdeti feltételekbdl hatdrozhaté meg.
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Példak differencialegyenletekre

HARMONIKUS REZGOMOZGAS EGYENLETE: Ha Newton mdsodik
torvényét harmonikus rezgémozgasra alkalmazzuk (inga, rugd, stb.),

akkor az egyenlet
x"(t) = —w?x(t)

alaku lesz, ahol w? a mozgasra jellemzé allandé lesz. Ezt mar nem lehet
egyszerlien integralni, mint a szabadesés egyenletét. Ekkor a megoldas

x(t) = acos(wt + @),

alaki lesz, ahol a és ¢ értéke a kezdeti feltételekbdl hatdrozhaté meg.

EGY GEOMETRIAI PELDA: Tegyiik fel, hogy egy fliggvény birmely
pontjdban az érinté meredeksége az érintési pont koordinatdinak
osszegével egyenlo.
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Példak differencialegyenletekre

HARMONIKUS REZGOMOZGAS EGYENLETE: Ha Newton mdsodik
torvényét harmonikus rezgémozgasra alkalmazzuk (inga, rugd, stb.),

akkor az egyenlet
x"(t) = —w?x(t)

alaku lesz, ahol w? a mozgasra jellemzé allandé lesz. Ezt mar nem lehet
egyszerlien integralni, mint a szabadesés egyenletét. Ekkor a megoldas

x(t) = acos(wt + @),

alaki lesz, ahol a és ¢ értéke a kezdeti feltételekbdl hatdrozhaté meg.

EGY GEOMETRIAI PELDA: Tegyiik fel, hogy egy fliggvény birmely
pontjdban az érinté meredeksége az érintési pont koordinatdinak
Osszegével egyenl6.Ekkor ezt a fliggvényt az

X'(t) =t + x(t)

differencialegyenlet jellemzi,
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Példak differencidlegyenletekre

HARMONIKUS REZGOMOZGAS EGYENLETE: Ha Newton mdsodik
torvényét harmonikus rezgémozgasra alkalmazzuk (inga, rugd, stb.),

akkor az egyenlet
x"(t) = —w?x(t)

alaku lesz, ahol w? a mozgasra jellemzé allandé lesz. Ezt mar nem lehet
egyszerlien integralni, mint a szabadesés egyenletét. Ekkor a megoldas

x(t) = acos(wt + @),

alaki lesz, ahol a és ¢ értéke a kezdeti feltételekbdl hatdrozhaté meg.

EGY GEOMETRIAI PELDA: Tegyiik fel, hogy egy fliggvény birmely
pontjdban az érinté meredeksége az érintési pont koordinatdinak
Osszegével egyenl6.Ekkor ezt a fliggvényt az

X'(t) =t + x(t)
differencidlegyenlet jellemzi, melynek altalanos megoldasa:
cet —t—1.
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Példak differencialegyenletekre

A RADIOAKTIV BOMLAS EGYENLETE: Jelolje x(t), t >0at
idopillanatban el nem bomlott radidaktiv anyag mennyiségét. Mérési
tapasztalatok alapjan az egységnyi id6 alatt elbomlé anyag mennyisége
ardnyos, az adott pillanatban még el nem bomlott anyag mennyiségével,
azaz

x(t) = x(t + 1) = ax(t),

valamely o paraméterrel.
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Példak differencialegyenletekre

A RADIOAKTIV BOMLAS EGYENLETE: Jelolje x(t), t >0at
idopillanatban el nem bomlott radidaktiv anyag mennyiségét. Mérési
tapasztalatok alapjan az egységnyi id6 alatt elbomlé anyag mennyisége
ardnyos, az adott pillanatban még el nem bomlott anyag mennyiségével,
azaz

x(t) = x(t + 1) = ax(t),

valamely o paraméterrel. Ha az idGegység helyett h idétartamot vesziink,
akkor az

x(t) — x(t + h) = a(h)x(t)
egyenletet kapjuk.
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Példak differencialegyenletekre

A RADIOAKTIV BOMLAS EGYENLETE: Jelolje x(t), t >0at
idopillanatban el nem bomlott radidaktiv anyag mennyiségét. Mérési
tapasztalatok alapjan az egységnyi id6 alatt elbomlé anyag mennyisége
ardnyos, az adott pillanatban még el nem bomlott anyag mennyiségével,
azaz

x(t) = x(t + 1) = ax(t),
valamely o paraméterrel. Ha az idGegység helyett h idétartamot vesziink,

akkor az
x(t) — x(t + h) = a(h)x(t)

egyenletet kapjuk. Beldthatd, hogy o monoton novekvd és létezik (3,
hogy limp_o # = > 0. Az el6bbi egyenletbdl igy az

x'(t) = —Bx(t)

differencialegyenletet kapjuk,
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Példak differencialegyenletekre

A RADIOAKTIV BOMLAS EGYENLETE: Jelolje x(t), t >0at
idopillanatban el nem bomlott radidaktiv anyag mennyiségét. Mérési
tapasztalatok alapjan az egységnyi id6 alatt elbomlé anyag mennyisége
ardnyos, az adott pillanatban még el nem bomlott anyag mennyiségével,
azaz
x(t) = x(t + 1) = ax(t),

valamely o paraméterrel. Ha az idGegység helyett h idétartamot vesziink,
akkor az

x(t) — x(t + h) = a(h)x(t)
egyenletet kapjuk. Beldthatd, hogy o monoton novekvd és létezik (3,
hogy limp_o # = > 0. Az el6bbi egyenletbdl igy az

xX'(t) = —Bx(t)
differencidlegyenletet kapjuk, melynek dltaldnos megoldasa

x(t) = ce 1.
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Példak differencidlegyenletekre

POPULACIO DINAMIKA EGYENLETE: Jeldlje x(t) a t idépillanatban egy
populdcié nagysagat. Legyen tovébba c(t, x(t)) a novekedési rata. Ekkor

X'(t) = c(t, x(t))x(t).

Burai Pal Eléadas kévet félidk



Példak differencialegyenletekre

POPULACIO DINAMIKA EGYENLETE: Jeldlje x(t) a t idépillanatban egy
populdcié nagysagat. Legyen tovébba c(t, x(t)) a novekedési rata. Ekkor

X'(t) = c(t, x(t))x(t).

A gyakorlatban a populdcié méretének van egy, a kornyezettdl fliggd felsé
korlatja N. Feltehet6 tovdbbd, hogy a novekedési rata nem fligg explicit
médon t-tdl, és nulldhoz tart, amint a populacié mérete N-hez tart. llyen
példaul a populacié dinamikdban hasznalt

c(x(8)) = a(N — x(t))",

ahol k € {0,1,2}.
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Példak differencialegyenletekre

POPULACIO DINAMIKA EGYENLETE: Jeldlje x(t) a t idépillanatban egy
populdcié nagysagat. Legyen tovébba c(t, x(t)) a novekedési rata. Ekkor

X'(t) = c(t, x(t))x(t).

A gyakorlatban a populdcié méretének van egy, a kornyezettdl fliggd felsé
korlatja N. Feltehet6 tovdbbd, hogy a novekedési rata nem fligg explicit
médon t-tdl, és nulldhoz tart, amint a populacié mérete N-hez tart. llyen
példaul a populacié dinamikdban hasznalt

c(x(8)) = a(N — x(t))",

ahol k € {0,1,2}. Ezt az egyenletet k = 1 esetén logisztikai
egyenletnek nevezziik.
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Példak differencidlegyenletekre

POPULACIO DINAMIKA EGYENLETE: Jeldlje x(t) a t idépillanatban egy
populdcié nagysagat. Legyen tovébba c(t, x(t)) a novekedési rata. Ekkor

X'(t) = c(t, x(t))x(t).

A gyakorlatban a populdcié méretének van egy, a kornyezettdl fliggd felsé
korlatja N. Feltehet6 tovdbbd, hogy a novekedési rata nem fligg explicit
médon t-tdl, és nulldhoz tart, amint a populacié mérete N-hez tart. llyen
példaul a populacié dinamikdban hasznalt

c(x(8)) = a(N — x(t))",

ahol k € {0,1,2}. Ezt az egyenletet k = 1 esetén logisztikai
egyenletnek nevezziik. Ebb8l a = co(N — xo) ¥, amelyet
visszahelyettesitve az egyenletbe xp = 1 és N = [xq feltételek mellett
kapjuk, hogy

’ B —x g
cho(ﬁ—l) s k€{0,1,2}.

Ezt k =0 és k = 1 esetén konnyl megoldani, de k = 2 mar sokkal
nehezebb.
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Példak differencidlegyenletekre, Feladatok

@ Galileo Galilei a Pisai ferde torony 56 méter magas tornyabdl leejt
egy 100 kg sulyu vasgolyét és egy ugyanolyan méretii 10 kg-os
fagolyét. Mit tapasztal? Melyik golyd, mennyi idé mdlva ér foldet?

Burai Pal Eléadas kovets félidk



Példak differencidlegyenletekre, Feladatok

@ Galileo Galilei a Pisai ferde torony 56 méter magas tornyabdl leejt
egy 100 kg stlyd vasgolydt és egy ugyanolyan méretii 10 kg-os
fagolyét. Mit tapasztal? Melyik golyd, mennyi idé mdlva ér foldet?

o A radidaktiv jod izotép felezési ideje 8 nap. Mennyi marad 30 nap
utdn, ha kezdetben 200g izotépunk volt.
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Példak differencidlegyenletekre, Feladatok

o Galileo Galilei a Pisai ferde torony 56 méter magas tornyabdl leejt
egy 100 kg sulyd vasgolydt és egy ugyanolyan méretii 10 kg-os
fagolyét. Mit tapasztal? Melyik golyd, mennyi idé mdlva ér foldet?

o A radidaktiv jéd izotdp felezési ideje 8 nap. Mennyi marad 30 nap
utdn, ha kezdetben 200g izotépunk volt.

@ A testek hiilési sebessége ardnyos a test és a kornyezete kozotti
hémérsékletkiilonbségéggel. Az eldbbit jelolje T, az utébbit T,. Egy
100 Celsius fokos test 0 fokos helyen 20 perc alatt 50 fokra hiil le.
Hény fokra hiil le 10 perc alatt? Az ide vonatkozé héegyenlet

oT

Sp = KT =T,

ahol k az anyagtdl fuggd allandé.
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Ha egyviltozds fliggvények és derivaltjaik szerepelnek az egyenletben,
akkor az egyenletet kozonséges differencialegyenletnek nevezziik.
Ezekre a tovabbiakban a KDE jelolést hasznaljuk.
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Ha egyviltozds fliggvények és derivaltjaik szerepelnek az egyenletben,
akkor az egyenletet kozonséges differencialegyenletnek nevezziik.
Ezekre a tovabbiakban a KDE jelolést haszndljuk.

Példak KDE-re
o X'(t) = t3x(t)

x'(t) = 4t/x(t), x(1) =

x'(t) = log(x(t))

X'(t) = (14 x2) log t

Burai Pal
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Ha egyviltozds fliggvények és derivaltjaik szerepelnek az egyenletben,
akkor az egyenletet kozonséges differencialegyenletnek nevezziik.
Ezekre a tovabbiakban a KDE jelolést hasznaljuk.

Példak KDE-re
o X'(t) = t3x(t)

o X'(t) =4t\/x(t), x(1) =1
o X/(t) = log(x(t))
o X'(t) = (1+x2)logt

Ha tobbvaltozds fliggvények parcidlis derivaltjat vagy derivaltjait
tartalmazza, akkor parcialis differencidlegyenletnek nevezziik a széban
forgd egyenletet. Ezekre a tovabbiakban a PDE roviditést hasznéljuk.
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Ha egyviltozds fliggvények és derivaltjaik szerepelnek az egyenletben,
akkor az egyenletet kozonséges differencialegyenletnek nevezziik.
Ezekre a tovabbiakban a KDE jelolést hasznaljuk.

Példak KDE-re
o X'(t) = t3x(t)

o X'(t) =4t\/x(t), x(1) =1
o X/(t) = log(x(t))
o X'(t) = (1+x2)logt

Ha tobbvaltozds fliggvények parcidlis derivaltjat vagy derivaltjait
tartalmazza, akkor parcialis differencidlegyenletnek nevezziik a széban
forgd egyenletet. Ezekre a tovabbiakban a PDE roviditést hasznéljuk.

Példdk PDE-re
° %(t, x)=0
o 2u(t,x)+ L4(t,x) =0
62

2
° %(t,xl,...,x,,)—B—X%’(t,xl,...,xn)—~-~—g—é(t,xl,...7x,,):e

t
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Tobb differencidlegyenletet tartalmazé rendszert
differencialegyenlet-rendszernek nevezziik, ami szintén lehet - a szerepl6
derivaltaktdl fliggben- parcidlis- illetve kozonséges
differencidlegyenlet-rendszer.
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Tobb differencidlegyenletet tartalmazd rendszert
differencialegyenlet-rendszernek nevezziik, ami szintén lehet - a szerepl6
derivaltaktdl fliggben- parcidlis- illetve kozonséges
differencidlegyenlet-rendszer. Ha a differencidlegyenletben a derivdlt olyan
az ismeretlen fliggvénytdl nem fiiggd fliggvényszerese, és ilyen tagok
osszege szerepel, akkor az egyenletet linedrisnak nevezziik. Egyébként az
egyenlet nem linearis.

x'(t) + g(t)x(t) = f(t)
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Tobb differencidlegyenletet tartalmazé rendszert
differencialegyenlet-rendszernek nevezziik, ami szintén lehet - a szerepl6
derivaltaktdl fliggben- parcidlis- illetve kozonséges
differencidlegyenlet-rendszer. Ha a differencidlegyenletben a derivdlt olyan
az ismeretlen fliggvénytdl nem fiiggd fliggvényszerese, és ilyen tagok
osszege szerepel, akkor az egyenletet linedrisnak nevezziik. Egyébként az
egyenlet nem linearis.

x'(t) + g(t)x(t) = f(t)

Példak linearis KDE-re
o X'(t) — tx(t) =t3
o X'(t)+x(t)=e"t
o X'(t) + x(t)tant =sin2t t €]0, 5[
o tx'(t) 4+ 2x(t) =3t, x(1) =0
o X'(t)=x(t)+t
o x'(t) = —tx(t) +t
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Példak nem linearis KDE-re
o X' (t)x3(t) =3

o x2(t) +x(t) =0

o X'(t) +x(t) = ——

o x'(t) +tan(x(t))t = sin2t t €]0, 5[
x(t)

Burai Pal
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Példak nem linearis KDE-re
o X' (t)x3(t) =3
o x2(t) +x(t) =0
o x'(t) +tan(x(t))t = sin2t t €]0, 5[
o X'(t)+x(t) = —ﬁ

A differencidlegyenletben szerepld legmagasabb rend(i derivalt rendje n,
akkor n-edrendii egyenletrdl beszéliink.

Példak magasabb rendli KDE-re
o X' —x'—x=0
0 a,(t)xM(t) + - + ar (t)x(t) + ao(t)x(t) = F(t,x(t),...,x("(t))
o y"(x)=y'(x) =0, y(0) =3, y'(0) = -1, y"(0) =1
o 2(s) — 2(s)Z/(s) = 2'(s)

Az n-ed rend, explicit egyenleteket at lehet irni n darab elsérendii
egyenletbdl dll6 differencidlegyenlet-rendszerré, és megforditva.
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Kozonséges differencidlegyenlet fogalma

Legyen / C R nyilt, nem iires intervallum. F: [ x R""! — R adott
fuggvény. Ekkor az

(IKDE) F(t,x,x',...,x") =0

egyenletet n-edrendii, implicit, kozonséges differencialegyenletnek
nevezziik.
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Kozonséges differencialegyenlet fogalma

Legyen / C R nyilt, nem iires intervallum. F: [ x R""! — R adott
fuggvény. Ekkor az

(IKDE) F(t,x,x',...,x") =0

egyenletet n-edrendii, implicit, kozonséges differencidlegyenletnek
nevezziik. Ha létezik olyan f: | x R” — R, hogy F = x(") — f alaka
akkor (IKDE)

(EKDE) XM = f(t,x,x',...,x("71)

alakba irhaté, amelyet n-edrendii, explicit, kozonséges
differenciadlegyenletnek neveziink.
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Kozonséges differencialegyenlet fogalma

Legyen I C R nyilt, nem iires intervallum. F: [ x R"! — R adott
fuggvény. Ekkor az

(IKDE) F(t,x,x',...,x") =0

egyenletet n-edrendii, implicit, kozonséges differencidlegyenletnek
nevezziik. Ha létezik olyan f: | x R” — R, hogy F = x(") — f alaka
akkor (IKDE)

(EKDE) XM = f(t,x,x',...,x("71)

alakba irhaté, amelyet n-edrendii, explicit, kozonséges

differencidlegyenletnek neveziink. Ha léteznek olyan
ai: ! =R, i=0,...,n—1 fiiggvények, hogy f = 272_01 aix), azaz

(LKDE) x(n) — ao(t)x + al(t)x’ S an_l(t)x("fl),

akkor (LKDE)-t n-edrendii, linearis, kbzonséges
differenciadlegyenletnek nevezziik.
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Explicit, elsérendii KDE
Legyen D C R?, f: D — R, ekkor a

(EE-KDE) x" = f(t,x)

egyenletet explicit, elsérendii, k6zonséges differenciadlegyenletnek
nevezzik.
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Explicit, elsérendii KDE
Legyen D C R?, f: D — R, ekkor a

(EE-KDE) x" = f(t,x)

egyenletet explicit, elsérendii, k6zonséges differenciadlegyenletnek
nevezzik.

Az (EE-KDE) egyenlet megoldésa

Legyen /| egy intervallum, x: [ — R. Azt mondjuk, hogy x megoldasa
az (EE-KDE) egyenletnek, ha

@ x grafja D-ben van, azaz

(t,x(t)) € D, tel,
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Explicit, elsérendii KDE
Legyen D C R?, f: D — R, ekkor a

(EE-KDE) x" = f(t,x)

egyenletet explicit, elsorendii, kozonséges differencidlegyenletnek
nevezzik.

Az (EE-KDE) egyenlet megoldésa

Legyen /| egy intervallum, x: [ — R. Azt mondjuk, hogy x megoldasa
az (EE-KDE) egyenletnek, ha

@ x grafja D-ben van, azaz

(t,x(t)) € D, tel,

o x differencidlhatd,
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Explicit, elsérendii KDE
Legyen D C R?, f: D — R, ekkor a

(EE-KDE) x" = f(t,x)

egyenletet explicit, elsorendii, kozonséges differencidlegyenletnek
nevezzik.

Az (EE-KDE) egyenlet megoldésa

Legyen /| egy intervallum, x: [ — R. Azt mondjuk, hogy x megoldasa
az (EE-KDE) egyenletnek, ha

@ x grafja D-ben van, azaz

(t,x(t)) € D, tel,

o x differencidlhatd,

o kielégiti az egyenletet, azaz

x'(t) = (¢, x(t)), tel
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Irdanymezd

A kordbbi jeldlések mellett ¢t € | esetén a (t,x(t), f(t,x(t)) harmast
vonalelemnek nevezziik. A vonalelemek Osszességét

IM = { (t,x(t),f(t,x(t)) | tel}

pedig irdnymez6nek (pontosabban az (EE-KDE) egyenlethez tartozé
irdnymezének) nevezziik.

Burai Pal Eléadas kovets félidk



Irdanymezd

A kordbbi jeldlések mellett ¢t € | esetén a (t,x(t), f(t,x(t)) harmast
vonalelemnek nevezziik. A vonalelemek Osszességét

IM = { (t,x(t), f(t,x(t)) | tel}

pedig iranymezdének (pontosabban az (EE-KDE) egyenlethez tartozd
irdnymezének) nevezziik.

Az irdnymez6
irdnytangensii
irdnymezeje:

minden (t, x(t)) grafpont esetén egy f(t,x(t))
vektort tartalmaz. Példdul az x’ = e*sin(t) egyenlet
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Az irdnymez8t szemléltethetjiik gy, hogy a sikon egy (&,n) koordinatdjd
pontot kivélasztva egy f(&,n) iranytangensii egyenesdarabot rajzolunk a
pontra. Ez az eljaras azt sugallja, hogy a sik minden pontjan pontosan
egy megoldds halad at. Ez altaldban nem igaz.
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Az iranymez6t szemléltethetjiik dgy, hogy a sikon egy (&, 7n) koordingtajud
pontot kivélasztva egy f(&,n) iranytangensii egyenesdarabot rajzolunk a
pontra. Ez az eljaras azt sugallja, hogy a sik minden pontjan pontosan
egy megoldds halad at. Ez altaldban nem igaz. Tekintsiik az alabbi
egyenletet az a < 0 paraméteres megolddscsaldddal egyiitt:

2

hax >0
haa<x <0

o T

x' = \/mv Xa(t) =

7(%"")2 ha x < a.

Ekkor ennek x(0) = 0 feltétel mellett végtelen sok megoldasa van.
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Az irdnymez8t szemléltethetjiik gy, hogy a sikon egy (&,n) koordinatdjd
pontot kivélasztva egy f(&,n) iranytangensii egyenesdarabot rajzolunk a
pontra. Ez az eljaras azt sugallja, hogy a sik minden pontjan pontosan
egy megoldas halad at. Ez altaldban nem igaz. Tekintsiik az aldbbi
egyenletet az a < 0 paraméteres megolddscsaldddal egyiitt:

é hax >0
x'= /x|, x;(t) =<0 haa < x <0
7(%"")2 ha x < a.

Ekkor ennek x(0) = 0 feltétel mellett végtelen sok megoldasa van.
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Kezdeti érték probléma

A korabbi feltételek mellett a

(1) x'(t) = f(t,x(t)), x¢€l,
(2) x(§) =

parost kezdeti érték problémanak nevezziik. A masodik egyenletet
pedig kezdeti feltételnek.
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Kezdeti érték probléma

A korabbi feltételek mellett a

(1) x'(t) = f(t,x(t)), x¢€l,
(2) x(§) =

parost kezdeti érték problémanak nevezziik. A masodik egyenletet
pedig kezdeti feltételnek.

Az el6z6 példabdl l1athatd, hogy a kezdeti érték problémanak sem
feltétlendl egyértelmii a megolddsa.
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Kezdeti érték probléma

A korabbi feltételek mellett a

(1) x'(t) = f(t,x(t)), x¢€l,
(2) x(§) =

parost kezdeti érték problémanak nevezziik. A masodik egyenletet
pedig kezdeti feltételnek.

Az el6z6 példabdl lathatd, hogy a kezdeti érték problémanak sem
feltétlendl egyértelmii a megolddsa.

Kés6bb bebizonyitjuk, hogy az egyenlet jobboldalara kirétt egyszerii
feltétel mellett mar létezik az egyértelmii megoldas a kezdeti feltétel egy
kornyezetében.
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Példa

Tekintstik az

ben lathaté a kezdeti
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Elemi Gton megoldhaté egyenletek

x' = f(t)

Ha az egyenlet jobb oldala nem fligg az ismeretlen fliggvénytdl, akkor
egyszeriien integralva az egyenletet, megkapjuk a megoldast.

t

Aﬂ:/ﬂﬂ&

3

Itt az x(&) = 0 kezdeti feltétel teljesiil.
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Elemi dton megoldhatd egyenletek

x' = f(t)

Ha az egyenlet jobb oldala nem fligg az ismeretlen fliggvénytdl, akkor
egyszeriien integralva az egyenletet, megkapjuk a megoldast.

t

Aﬂ:/ﬂﬂ&

3

Itt az x(&) = 0 kezdeti feltétel teljesiil.

Példa

x' = t3 + cost
megoldasa

1
x(t) = Zt“+sint+ C
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Elemi Gton megoldhaté egyenletek

x' = f(t)

Ha az egyenlet jobb oldala nem fligg az ismeretlen fliggvénytdl, akkor
egyszeriien integralva az egyenletet, megkapjuk a megoldast.

t

Aﬂ:/ﬂﬂ&

3

Itt az x(&) = 0 kezdeti feltétel teljesiil.

Példa
/43
X =t>+cost
megoldasa

1
x(t) = Zt“+sint+ C

Hatdrozzuk meg az x(1) = 1 kezdeti feltételt kielégité megoldast!
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Elemi Gton megoldhaté egyenletek

x' = g(x)
Ekkor heurisztikusan feltételezve, hogy t felirhaté x fiiggvényeként, az
egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy

/%:/w:wc,

ahol C tetszéleges konstans.
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Elemi Gton megoldhaté egyenletek

x' = g(x)
Ekkor heurisztikusan feltételezve, hogy t felirhaté x fiiggvényeként, az
egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy

/%:/m:wc,

ahol C tetszéleges konstans.

Példa

!
x' = x,

ekkor az x(t) # 0 feltételt teljesité megolddsokra
dx ¢
~ = ldt =t+ C= log(|x]) =t+ C = x(t) = Ke',

ahol K tetszéleges konstans.
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Elemi dton megoldhaté egyenletek

(3)

Szétvalaszthaté valtozdji egyenletek

x' = f(t)g(x)

Burai Pél
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Elemi dton megoldhaté egyenletek

Szétvalaszthaté valtozdji egyenletek

®3) X' =f(t)g(x)
Heurisztika: Az egyenletet

dx

= (1)

alakba irva, atrendezéssel szétvalaszthatjuk a valtozodkat.

Burai Pél
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Elemi dton megoldhatd egyenletek

Szétvalaszthaté valtozdji egyenletek

®3) X' =f(t)g(x)
Heurisztika: Az egyenletet

dx

= (1)

alakba irva, atrendezéssel szétvalaszthatjuk a valtozékat. Integrdlds utan

kapjuk, hogy
dx /
— = [ f(t)dt.
/ g(x) )
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(4)

x' = f(t)g(x),

Elemi dton megoldhaté egyenletek
Ha az

Burai Pal
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Elemi Gton megoldhaté egyenletek

Ha az

(4) x'=f(t)g(x), x(§)=
kezdeti érték problémara alkalmazzuk az el6z6 heurisztikat, akkor a
kovetkezd egyenletet kapjuk:

X

© [t o
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Elemi Gton megoldhaté egyenletek

Ha az

(4) X' =f(t)g(x),  x(§)=mn
kezdeti érték problémdra alkalmazzuk az el6z6 heurisztikat, akkor a
kovetkezd egyenletet kapjuk:

X

© [t o

Tétel

Tegytik fel, hogy
e f folytonos egy I intervallumon,
e g folytonos egy I, intervallumon,
e 1) belsé pontja I-nek, és g(n) # 0.

Ekkor létezik &-nek olyan kérnyezete (ez lehet féloldali kbrnyezet is, ha
& Iy hatdrpontja), amelyen a (4) kezdeti érték problémadnak létezik
egyértelmii megolddsa, amely egyben az (5) integrdlegyenlet megolddsa.

4
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Elemi dton megoldhaté egyenletek

Feladatok
o X' = %, aeR
0o Z = T13t2
o u = cos(t)
oy =x, y(0)=1
o X' =—x, x(1)=-1
° y' = xe*
o x' = te¥
o (2—1)x +2tx*> =0.

Burai Pal
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Linearis differencialegyenlet

Legyenek g, h: | — R folytonos fliggvények. Ekkor az
(6) x'"+ g(t)x = h(t), tel

egyenletet linearis differencialegyenletnek nevezziik. Ha h = 0 akkor az
egyenlet homogén, egyébként inhomogén.
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Linearis differencialegyenlet

Legyenek g, h: | — R folytonos fliggvények. Ekkor az
(6) x'"+ g(t)x = h(t), tel

egyenletet linearis differencialegyenletnek nevezziik. Ha h = 0 akkor az
egyenlet homogén, egyébként inhomogén.

A homogén egyenlet megoldasa
Ez egy specidlis szétvdlaszthatd valtozdju egyenlet melynek megoldasa
t
(£ C) = Ce=S, ahol G(t) = /g(a) da,
3

ahol £ € | rogzitett. Az x(&) = n kezdeti feltételt kielégitd megoldas az

elébb definidlt G-vel az
x(t) = ne= ¢

alakot olti.
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Linearis differencidlegyenlet

Az inhomogén egyenlet megoldasa

A megoldast ismét x(t; C) = Ce~¢(*) alakban keressiik de itt feltessziik,
hogy C nem konstans, hanem t fiiggvénye.

Burai Pal
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Linearis differencidlegyenlet

Az inhomogén egyenlet megoldasa

A megoldast ismét x(t; C) = Ce~¢(*) alakban keressiik de itt feltessziik,
hogy C nem konstans, hanem t fiiggvénye.

Példa

Tekintsiik az x’ — x = t inhomogén, linedris differencidlegyenletet.
Homogén rész: x' = x = x = ce’.




Linearis differencialegyenlet

Az inhomogén egyenlet megolddsa

A megoldast ismét x(t; C) = Ce~¢(*) alakban keressiik de itt feltessziik,
hogy C nem konstans, hanem t fiiggvénye.

Példa

Tekintsiik az x’ — x = t inhomogén, linedris differencidlegyenletet.
Homogén rész: x’ = x = x = ce'. Konstans varialasa: ¢ ~ c(t).
Ebbdl x(t) = c(t)et és x'(t) = c'(t)e" + c(t)e’.




Linearis differencialegyenlet

Az inhomogén egyenlet megolddsa

A megoldast ismét x(t; C) = Ce~¢(*) alakban keressiik de itt feltessziik,
hogy C nem konstans, hanem t fiiggvénye.

Példa

Tekintsiik az x’ — x = t inhomogén, linedris differencidlegyenletet.
Homogén rész: x’ = x = x = ce'. Konstans varialasa: ¢ ~ c(t).
Ebbdl x(t) = c(t)et és x'(t) = c’(t)e’ + c(t)e’. Ezt az egyenletbe
visszahelyettesitve:
d(t)e' +c(t)e! —c(t)ef =t = =te "= c(t)=e (1 - t) + K,
—_—— ——~

x! X

ahol K tetszlleges konstans.
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Linearis differencialegyenlet

Az inhomogén egyenlet megolddsa

A megoldast ismét x(t; C) = Ce~¢(*) alakban keressiik de itt feltessziik,
hogy C nem konstans, hanem t fiiggvénye.

Példa

Tekintsiik az x’ — x = t inhomogén, linedris differencidlegyenletet.
Homogén rész: x’ = x = x = ce'. Konstans varialasa: ¢ ~ c(t).
Ebbdl x(t) = c(t)et és x'(t) = c’(t)e’ + c(t)e’. Ezt az egyenletbe
visszahelyettesitve:
d(t)e' +c(t)e! —c(t)ef =t = =te "= c(t)=e (1 - t) + K,
—_—— ——~

x! X

ahol K tetszlleges konstans.
Ebbdl az eredeti egyenlet megoldasa:

x=1—t+ Ke',

ahol K tovébbra is egy tetszbleges konstans.
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Linearis differencidlegyenlet

Feladatok
o X' +2tx=0
o txX' —x=0
ox’—§:t2+3t—2
o (t—2)x' —x=2(t-2)3

=} =
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Bernoulli egyenlet
Jacob Bernoulli (1654-1705) svajci matematikus fedezte fel a kdvetkezd
egyenlettipust, melynek a kordbban emlitett logisztikai egyenlet egy

specidlis esete.

X'+ g(t)x + h(t)x* =0, a#1l
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Bernoulli egyenlet

Jacob Bernoulli (1654-1705) svajci matematikus fedezte fel a kdvetkezd
egyenlettipust, melynek a kordbban emlitett logisztikai egyenlet egy
specidlis esete.

x' + g(t)x + h(t)x* =0, a#1l

Ha az egyenletet megszorozzuk (1 — a)x~“nal, akkor az y = x1=«

fuggvényre teljesul az
Y+ (1—a)g(t)y + (1 —a)h(t) =0

linedris differencidlegyenlet.
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Példa

x'—x—tx° = 0 szorozva —4x°-tel kapjuk, hogy —4x°x'+x"*+4t = 0.

Az y =x"* y' = —4x73x helyettesitések utdn a kovetkezd linearis
KDE-t kell megoldanunk:

y +4y+4t=0,

melynek megoldasa
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Példa

x'—x—tx® = 0 szorozva —4x°-tel kapjuk, hogy —4x°x'+x"*+4t = 0.

Az y =x"* y' = —4x73x helyettesitések utdn a kovetkezd linearis
KDE-t kell megoldanunk:

y +4y+4t=0,

melynek megoldasa

Feladatok
0 3x' +x = (1-2t)x*

o x' +x = x?*(cost —sint)
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Riccati egyenlet

A kovetkezé nemlinedris egyenlet Jacopo Riccati (1676-1754) velencei
matematikusrdl kapta a nevét.

x' = qo(t) + qu(t)x + qa(t)x?

Altaldban nem adhaté meg a megoldas zart alakban, de ha ismert egy
megoldds, akkor ennek segitségével a Riccati egyenlet visszavezethetd
Bernoulli egyenletre.
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Riccati egyenlet
A kovetkezé nemlinedris egyenlet Jacopo Riccati (1676-1754) velencei
matematikusrdl kapta a nevét.

x' = qo(t) + qu(t)x + qa(t)x?

Altaldban nem adhaté meg a megoldas zart alakban, de ha ismert egy
megoldas, akkor ennek segitségével a Riccati egyenlet visszavezethet6
Bernoulli egyenletre.

Tegyiik fel, hogy ¢ egy adott megoldas. Ekkor tetszéleges y ismeretlen
megoldds esetén az u := y — ¢ fliggvény megolddsa a

!

X' = qu(t)u+ q@(t)(y* = ¢%) = qu(t)u+ q(t) (y — ) (v + ¢),
~——— N —

=u =u—2¢p
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Riccati egyenlet

A kovetkezé nemlinedris egyenlet Jacopo Riccati (1676-1754) velencei
matematikusrdl kapta a nevét.

x' = qo(t) + qu(t)x + qa(t)x?

Altaldban nem adhaté meg a megoldas zart alakban, de ha ismert egy
megoldas, akkor ennek segitségével a Riccati egyenlet visszavezethet6
Bernoulli egyenletre.

Tegyiik fel, hogy ¢ egy adott megoldds. Ekkor tetszéleges y ismeretlen
megoldds esetén az u := y — ¢ fliggvény megolddsa a

!

X =aq(t)u+ @)y’ —¢*) =qa)u+q(t) (v —¢) (v + ),
=u =u—2¢

amibé|

X' = (qu(t) = 2q2(t)p) u + qo ()0,

amely mar egy Bernoulli egyenlet az ismeretlen u fiiggvényre.
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Egyszerlibb nemlinedris egyenletek

Feladatok

Oldjuk meg az alabbi Riccati egyenleteket a megadott partikuldris
megolddsok segitségével:

° y’(X)+ )Y (X)) =% wx) =
'(X)-I— (X)+3X2 =0, yp(x):%,
Y (x) +2y(x)e" — y3(x) = e + &, yp(x) = €,
Y() = =2 + kv =&
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Egyenletrendszerek és magasabb rendii egyenletek

Definicid
A

X{ = fl(taxla"'axn)

Xr/1 = fn(tvxla"‘axn)

rendszert elsérendii, explicit, differencialegyenlet rendszernek
nevezziik, ahol f;: D C R™! = R, i =1,..., n adott fiiggvények.

Az xT = (xq,...,x,) vektorfiiggvény megoldésa a differencidlegyenlet
rendszernek, ha (t,x) € D és x komponensei kielégitik az
egyenletrendszert.
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Egyenletrendszerek és magasabb rendii egyenletek

Definicid
A

x; = fA(t,x1,... %)

X, = ﬁ1(t7X17"‘7Xn)

rendszert els6rendii, explicit, differencialegyenlet rendszernek
nevezziik, ahol f;: D C R™! = R, i =1,..., n adott fiiggvények.

Az xT = (x1,...,x,) vektorfiiggvény megoldasa a differencidlegyenlet
rendszernek, ha (t,x) € D és x komponensei kielégitik az
egyenletrendszert.

A tovabbiakban alkalmazzuk az el6bbi vektorjelolést, igy az
egyenletrendszert az

x" = f(t,x)
formaba irhatjuk fel, ahol f7 = (f1,..., f,).

Burai Pal Eléadas kovet félidk



Egyenletrendszerek és magasabb rendii egyenletek

A vektorfliggvények derivalasa illetve integraldsa koordinatanként értendo.
Az el6bbi vektoros jelolésekkel az

X'=f(t,x), x(€)=n (R neR"

feladatot az x’ = f(x, t) elsérendii, explicit differencialegyenlet
rendszerre vonatkozé kezdeti érték problémanak nevezziik.

Burai Pal Eléadas kovet félidk



Egyenletrendszerek és magasabb rendii egyenletek

A vektorfliggvények derivalasa illetve integraldsa koordinatanként értendo.
Az el6bbi vektoros jelolésekkel az

xX'=f(t,x), x(§)=n  £€R, neR"

feladatot az x’ = f(x, t) elsérendii, explicit differencialegyenlet
rendszerre vonatkozé kezdeti érték problémanak nevezziik. Erre is
megfogalmazhatd, teljesen analég mddon, az explicit, elsérendii
differencidlegyenletekre vonatkozd kezdeti érték problémara vonatkozé
egzisztencia és unicitasi tétel.
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Egyenletrendszerek és magasabb rendii egyenletek

A vektorfliggvények derivalasa illetve integraldsa koordinatanként értendo.
Az el6bbi vektoros jelolésekkel az

X'=f(t,x), x(€)=n (R neR"

feladatot az x’ = f(x, t) elsérendii, explicit differencialegyenlet
rendszerre vonatkozé kezdeti érték problémanak nevezziik. Erre is
megfogalmazhatd, teljesen analég mddon, az explicit, elsérendii
differencidlegyenletekre vonatkozd kezdeti érték problémara vonatkozé
egzisztencia és unicitasi tétel.

Definicid
Az

X = f(t,x,x',...,x("71)

egyenletet n-edrendii, explicit, kozonséges differencialegyenletnek
nevezziik.
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Egyenletrendszerek és magasabb rendii egyenletek

Az el6bbi n-edrendii egyenlet attranszformalhaté elsérendi, explicit
differencidlegyenlet rendszerré a kovetkezéképpen:

/ / / /
X| = Xpy Xp = X3ye.ey Xp_q = Xny Xpp = F(t,X1, .0y Xn_1)-

Az emlitett rendszerek ekvivalensek a kovetkez6 értelemben: ha az

x = (xq,...,x,) vektorfiiggvény megoldasa a fenti rendszernek, akkor
x = x1 n-szer differencidlhatd, és megoldasa az h-edrendi, explicit,
kozonséges differencidlegyenletnek. Megforditva, ha x megoldasa az
n-edrendii egyenletnek, akkor az x := (xq,...,X,) = (x,x',...,x("~1)
vektorfliggvény megoldasa a fenti differencidlegyenlet rendszernek.

Burai Pal Eléadas kovet félidk



Egyenletrendszerek és magasabb rendii egyenletek

Az el6bbi n-edrendii egyenlet attranszformalhaté elsérendi, explicit
differencidlegyenlet rendszerré a kovetkezéképpen:

/ / / /
X| = Xpy Xp = X3ye.ey Xp_q = Xny Xpp = F(t,X1, .0y Xn_1)-

Az emlitett rendszerek ekvivalensek a kovetkez6 értelemben: ha az

x = (xq,...,x,) vektorfiiggvény megoldasa a fenti rendszernek, akkor
x = x1 n-szer differencidlhatd, és megoldasa az h-edrendi, explicit,
kozonséges differencidlegyenletnek. Megforditva, ha x megoldasa az
n-edrendii egyenletnek, akkor az x := (xq,...,X,) = (x,x',...,x("~1)
vektorfliggvény megoldasa a fenti differencidlegyenlet rendszernek.

Ez az ekvivalencia késobb fontos lesz a magasabb rend{i egyenletek
numerikus megoldasanal!

Burai Pal Eléadds kovet félidk



Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Allandé egyutthatds, masodrendii, homogén, linedris
differencidlegyenlet

ax" + bx' + cx =0,
ahol a, b, c € R adott konstansok. Az

a4+ brA+c=0

masodfokl egyenletet az allandé egylitthatds, masodrendli, homogén,
linearis differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének nevezziik.

Burai Pal Eléadas kévet félidk



Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Allandé egyutthatds, masodrendii, homogén, linedris
differencidlegyenlet

ax" 4+ bx' + cx =0,
ahol a, b, c € R adott konstansok. Az

a4+ brA+c=0

masodfokl egyenletet az allandé egylitthatds, masodrendli, homogén,
linearis differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének nevezziik.

Definicié

Két fiiggvényt (az értelmezési tartomdnyaik metszetén) linedrisan
fiiggetlennek neveziink, ha az (értelmezési tartomanyaik metszetén)
azonosan nulla fliggvény csak trividlisan kombindlhat ki beldlik, azaz,
©, 1 linedrisan fiiggetlenek, ha Ap + p = 0 pontosan akkor, ha
A=pu=0.

Burai Pal Eléadas kévet félidk



Madsodrendii, linedris differencidlegyenletek

Példa

A p(t) = et és a Y(t) = et o # 3 esetén linedrisan fiiggetlenek.

Burai Pal
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Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Példa
A p(t) = et és a Y(t) = et o # 3 esetén linedrisan fiiggetlenek.

A konstans egyutthatds, masodrendii, homogén, linearis
differencidlegyenlet megoldésa
Az Osszes megoldas elGall két linedrisan fiiggetlen megoldas linedris
kombinacidjaként, azaz, ha ¢; és ¢, kielégitik az egyenletet, akkor az
osszes megoldas

11 + Q2

alakd, ahol ¢, ¢, tetszbleges konstansok.

Burai Pal Eléadas kovet félidk



Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Jelolje a karakterisztikus egyenlet gyokeit A1, A. A kovetkezd esetek
lehetségesek:
o Mindkét gyok valds és kiilonbdzd, ekkor 1 (t) = eMf és
©o(t) = et linedrisan fiiggetlen megolddsok.

Burai Pél Eléadas kovets félidk



Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Jelolje a karakterisztikus egyenlet gyokeit A1, A. A kovetkezd esetek
lehetségesek:
o Mindkét gyok valds és kiilonbdzd, ekkor 1 (t) = eMf és
©o(t) = et linedrisan fiiggetlen megolddsok.
o Egy kétszeres valds gyoke van a karakterisztikus egyenletnek
A1 = X2 = \. Ekkor ¢;(t) = e és p,(t) = tet linedrisan
fuggetlen megoldasok.

Burai Pal Eléadas kovets félidk



Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Jelolje a karakterisztikus egyenlet gyokeit A1, A. A kovetkezd esetek
lehetségesek:
o Mindkét gyok valds és kiilonbdzd, ekkor 1 (t) = eMf és
©2(t) = et linedrisan fiiggetlen megolddsok.
o Egy kétszeres valés gyoke van a karakterisztikus egyenletnek
A1 = A2 = . Ekkor ¢1(t) = e és po(t) = te?t linedrisan
fuggetlen megoldasok.
o Két komplex gyok van, ekkor ezek egymas konjugaltjai, azaz
A =a+ifés X\ =a—iB. Ekkor ¢1(t) = ' cos(3t) és
pa(t) = e sin(Bt) linedrisan fiiggetlen megoldasok.
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Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Jelolje a karakterisztikus egyenlet gyokeit A1, A. A kovetkezd esetek
lehetségesek:
o Mindkét gyok valds és kiilonbdzd, ekkor 1 (t) = eMf és
©2(t) = et linedrisan fiiggetlen megolddsok.
o Egy kétszeres valés gyoke van a karakterisztikus egyenletnek
A1 = A2 = . Ekkor ¢1(t) = e és po(t) = te?t linedrisan
fuggetlen megoldasok.
o Két komplex gyok van, ekkor ezek egymas konjugaltjai, azaz
A =a+ifés X\ =a—iB. Ekkor ¢1(t) = ' cos(3t) és
pa(t) = e sin(Bt) linedrisan fiiggetlen megoldasok.

Példa
Tekintsiik az
x"—x"—6x=0

egyenletet. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei A\; = 3 és Ay = —
igy a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa:

x(t) = aed + e

urai P4l Elcadas kovetd félidk




Madsodrendii, linedris differencidlegyenletek

Feladatok
Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket!
o x"—8x'+16=0

NG




Madsodrendii, linedris differencidlegyenletek

Feladatok

Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket!
o x"—8x'+16=0
0 4x" +4x" +37x=0

NG
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Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Feladatok
Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket!
o x"—8x'+16=0
0 4x" +4x' +37x =0
e Egy pont akkor végez csillapitatlan harmonikus rezgémozgast, ha a
gyorsuldsa ardnyos az elmozduldsaval, de azzal ellentétes irdnyi.
Hatdrozzuk meg az elmozdulést, ha a t = 0 iddpillanatban a pont
kitérése 0 és a sebessége vy = cw.
A csillapitatlan harmonikus rezgémozgas differencidlegyenlete:

y = wy,

ahol w a szogsebesség.

Burai P4l Fl3adds kovets f3lidk




Masodrendi, linearis differencidlegyenletek

Feladatok

Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket!
o x"—8x'+16=0
0 4x" +4x" +37x=0

@ Egy pont akkor végez csillapitatlan harmonikus rezgdmozgést, ha a
gyorsuldsa ardnyos az elmozduldsaval, de azzal ellentétes irdnyi.
Hatdrozzuk meg az elmozdulést, ha a t = 0 iddpillanatban a pont
kitérése 0 és a sebessége vy = cow.

A csillapitatlan harmonikus rezgémozgds differencidlegyenlete:

v =uwly,
ahol w a szogsebesség.

@ Oldjuk meg a csillapitott rezgédmozgas egyenletét az elébbihez
hasonlé kezdeti feltételekkel

my = —w?my — 2sy,

ahol m a test tomege s pedig a csillapitdsi tényezd.
Burai P3al Els
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Egzisztencia és unicitasi tételek

Tétel (Egzisztencia és unicitdsi tétel)

Tegytik fel, hogy létezik L > 0, amellyel
|f(t,x) — f(t,%)] < L|x — x|, (Lipschitz feltétel)

minden régzitett t € [£,€ + a] esetén. f folytonos [€, € + a] x R-en.
Ekkor az (1)-(2) kezdeti érték problémdnak létezik pontosan egy

x:[66+a =R

megolddsa a [€,& + a] intervallumon.

Burai Pal Eléadas kovet félidk



Egzisztencia és unicitasi tételek

Tétel (Egzisztencia és unicitdsi tétel)

Tegytik fel, hogy létezik L > 0, amellyel
|f(t,x) — f(t,%)] < L|x — x|, (Lipschitz feltétel)

minden régzitett t € [£,€ + a] esetén. f folytonos [€, € + a] x R-en.
Ekkor az (1)-(2) kezdeti érték problémdnak létezik pontosan egy

x:[§,€+a — R

megolddsa a [€,& + a] intervallumon.

Tétel (Peano egzisztencia tétele)

Ha f folytonos egy (&, n)-t tartalmazd nyilt halmazan a siknak, akkor a
Ekkor az (1)-(2) kezdeti érték problémanak létezik legaldbb egy
megolddsa, és minden megoldas kiterjeszthetS a nyilt halmaz hatardig.

v
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Egzisztencia és unicitasi tételek

Feladatok

o Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd egyenletekre teljesiilnek-e az
elobbi két tétel feltételei:
o x' =4/|x|, x(0) =0,

o y' =ylog(y), y(1) =1.

Burai Pal
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Egzisztencia és unicitasi tételek

Feladatok

o Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd egyenletekre teljesiilnek-e az
elobbi két tétel feltételei:
o X' = /x|, x(0) =0,
o y' =ylog(y), y(1) = 1.
o irjuk 4t a kovetkezd kezdeti érték problémakat veliik ekvivalens
integralegyenletre:
o X' =t—x* x(0)=0,
oy =y?—3x* -1, y(0)=1,
oy =y+e, y(0)=1
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