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Fourier transzformacid, heurisztika

Tekintsiik egy 2L szerint periodikus fliggvény Fourier sorat:

f(x) = % + i (a,, cos (%X) + b, sin (HTWX))
n=1

Ha itt L — oo akkor az w, = % harmonikusok (kérfrekvencidk) egyre
slirlisodnek, azaz Aw = wpy1 —wp = T — 0 ha n — oo.

Az egyiitthatékra korabban kapott formulakat és a

cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) = cos(x — y) azonosségot felhasznalva
kapjuk, hogy

L - L
f(x):z—lL/f dt—{—%z%/f cos t—x))dt
L ~L

n=1

Az elsé tag nulldhoz tart L — oo esetén, a szumma pedig az

o0 L

w3 [ f(t) cos (w(t — x)) dt fiiggvény integrélkozelitd Ssszege w,
n=1_—[

osztépontokkal és Aw lépéskozzel.
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Fourier transzformacid, heurisztika

Az integralkozelitd osszeg helyére az integrélt irva kapjuk, hogy

o0 oo

“”:"ﬂ/ /f&k%@h—xnm de.

o
0 — 00

Alkalmazzuk djra az elébbi trigonometrikus azonossigot a kovetkezéhoz
jutunk:

f(x) = / (aw cos(wx) + b, sin(wx))dw, (Fourier integral)
0

ahol

o0

%:%/ﬂmﬂmm, mzl/ammmm.

™

A korabbiakhoz hasonléan péros fliggvény esetén b,, = 0 paratlan
fuggvény esetén pedig a,, = 0.
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Fourier transzformacid

Mivel cos(w(t — x)) péros fliggvény a [0, oo] intervallum helyett [—oco, o0]
intervallumon integralva, az eredményt 2-vel osztva kapjuk

oo [e.9]

/ /f(t)cos(w(t—x))dt dos.

— 00 \— OO

1

~ o

f(x)

Tovédbbid, a sin(w(t — x)) fiiggvény pératlan

o0 oo

/ F(£)sin (w(t — x)) dt | do.

— 00 \— OO

1

T o

Az els6bol kivonva a masodik iszeresét, felhasznalva Euler tételét kapjuk
a Fourier integralformula komplex alakjat:

o0

f(x):%/e"‘“ /e*"“’tf(t)dt dw.

— 00 — O
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Fourier transzformacié

Definicié
Az f fuggvény abszolat integralhatd, ha

/ [f(t)|dt < oo.

Ha f abszolit integralhatd, akkor az

oo

F(w) = Flw) = / F(t)e— =t dt

fuggvényt f Fourier transzformaltjanak nevezziik.

Tovabb3, az
o0

F1F(1) ::% / F(w)e™t de

— 00

fuggvényt az F fuggvény inverz Fourier transzformaltjanak nevezziik.

v
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Fourier transzformacid, Példak

Legyen

1 halx|<i 2w
f(x) = =3 Kk FI(w) = = sin 2.
(x) {o egyébként, O [lw) = Zsin 3
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Fourier transzformacid, Példak

Legyen f(x) = e~ "I, ahol v > 0 adott. Ekkor

2y

ThNw) = F(@) = 575

A v =1 esetben a fiiggvény illetve Fourier transzformaltjdnak grafikonja.
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Fourier transzformacid, Példak

Hatdrozzuk meg az g,(x) = e—2" Gauss-fiiggvény Fourier

transzformiltjat.
T _Ww?
i) = Gle) = [Te

g — =&
g 35 .
9 3 Cu
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Fourier transzformacié tulajdonsagai

Tétel

Legyen f és g abszoliit integrdlhatd. Jeldlje Fourier transzformaltjukat F
és G. Ekkor

o tetszlleges a, b konstansok esetén
Flaf (x) + bg(x)](w) = aF (w) + bG(w);
o tetszOleges a # 0 konstans esetén
X
F [f (Sﬂ (w) = |a|F(aw);
o tetszlleges rogzitett xp esetén
FF(x — x0)](w) = e F(w);
o tetszOleges n természetes szam esetén

FIx"f(x)|(w) = i"F(”)(w), és S"[f(")(x)](w) = (iw)"F(w).
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Fourier transzformacié tulajdonsagai

Definicié
Legyen f,g: R — R adottak, ekkor az

(F + g)(x /f Jg(x — t)d

fliggvényt f és g konvolidcidjanak nevezziik. (Feltessziik, hogy a fenti
integral létezik.)

Tétel

Feltéve, hogy a megfelelé integralok léteznek, két fliggvény
konvolicidjanak a Fourier transzformdltja a Fourier transzformdltak
szorzata, azaz,

F(F + g)()](w) = FIF(X)](w) - Flg(x))(w)-
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Fourier transzformacid, Feladatok

@ Definidljuk a kovetkezé transzformdcidkat, eltolds, modulacid,
dilatacio:

(Taf)(x) = f(x+h), (vaf)(x) = "™ f(x), (0a1F)(x) = f(ax).

irjuk fel az elébbi transzformacidk Fourier transzformaltjat csak
F[f]-et felhasznalva!

(2] irjuk fel az elébbi transzformacidk inverz Fourier transzformaltjat
csak F1[F]-et felhasznélva!

@ Az JF[f] = F fiiggvény segitségével fejezziik ki a kdvetkezd
fuggvények Fourier transzformaltjat!

f(2t — 3), f(2(x — 3)), (x*f(3x))",  X3f"(x —3).
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Diszkrét Fourier transzformacid

Definicié
Legyen T >0 és N € N adott, f, = f(t,), t,:=nT, n=0,...,N—1
egy vektor, ekkor az

= i 21k
Fk:F(wk):ane_’wkt"a wk:W, k=0,1,...,N—1
n=0

vektort az f, vektor diszkrét Fourier transzformaltjanak nevezziik.
Roviden: DFT.
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Diszkrét Fourier transzformacid

A numerikus szamitasok érdekében elényosebb matrixos alakba irni az
elébbi egyenleteket.

Fo 11 1 1 e 1 fo
F 1w W2 w3 ... WN-1 f
F _ 1 w2 w4 A L W2(N71) f2
FN.—l 1 WI-\I—l W2(N—1) W3(-I\I—1) . W(N—l)(N—l) fN-—l
ahol W = e=7".
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Diszkrét Fourier transzformacid

Példa

Tekintsiik a kovetkez6 folytonos jelet:
f(t) =5+ 2cos(2mt — 90°) + 3 cos(4t).

Vegylink minden mdasodpercenként négy mintat t = 0-tdl t = %—ig. Ekkor

T=1és
fk =54 2cos(k% —90°) + 3 cos(km),
igy
fo=8 hHh=4 £H=8 HK=0
Ekkor W = e=%" = —i, ezért
Fo 1 1 1 1778 20
Al |1 =i =1 i |4 |4
|l (1 -1 1 =1 |8 |12
F 1 i =1 —i 0 4
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Inverz diszkrét Fourier transzformacid

Definicié
A kordbbi jelolések felhasznaldsaval az

=
-

1

il F, (5 k)
N '€

fi =

Il
o

vektort az F, vektor inverz Fourier transzformaltjanak nevezziik.

Matrixos jeloléssel az eredeti matrix ﬁszeresének komplex konjugidltjat
kell venni.
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Gyors Fourier transzformacio

Motivacids példa

Ha f hossza N, akkor F kiszadmitdsdhoz N? szorzdsra van sziikségiink.
Tegytik fel, hogy a jel egy egyvonalas A hang, melynek frekvencidja 440
Hz. Gyakorlati tapasztalat azt mutatja, hogy a mintavételezés
frekvencidjat legaldbb kétszer akkorara kell vdlasztani, mint a
feldolgozandé jel maximalis frekvencidja. Tehdat N = 880 lesz ebben az
esetben. A DFT kiszamitasdhoz 4.4 - 10* db szorzasra van sziikségiink.
Ha egyszerre tobb hangszer szélal meg hosszabb ideig, akkor ez a
szamitdsi mennyiség valds idében még nagyon gyors szamitégéppel sem
kezelheté. Hasonld példdkat lehet hozni a képfeldolgozds, adattomorités,
stb. terliletekrdl. Ez teszi sziikségessé a szamitdsi mennyiség lényeges
csokkentését.

A mult szdzad 60-as éveitdl kezdve tobb algoritmust fejlesztettek ki a
gyors Fourier transzformaciéra. Ezek mindegyike arra tdmaszkodik, hogy
a DFT kiszamitdsa kozben a szorzasok egy része folosleges, mert mar
korabban elvégeztiik az eljaras soran.
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Gyors Fourier transzformacio

Legyen Wy = e#, ekkor

N—-1 —lzw
Fo=> fae Z fW,
n=0

Az eljéras sordn Wk tobbszér ugyanazt az értéket veszi fel. El8szor is
Wpn N kuilonbozé értéket vehet fel, hiszen periodikus, masrészt, az nk
szorzat n és k fuggvényében kétféleképpen fordulhat elé.

A tovdbbiakban feltessziik, hogy N paros. A szummat két részre bontjuk,
az els6ben szerepelnek a paros, a masodikban a paratlan index(i tagok,

_nz _ n—1
m—2esm— > -
Ny Ny - 41
2 k 2m+1 k k k
Fe=3 bmWim™ 4y fma W™ §jf2m TEHWE D fme W,
m=0 m=0

m=0

: 2mk 22 2mk i3 mk ko P
mivel W™ =e """ =e 2 = W’” . lgy az N hosszlsagt vektor

transzformiltja el8allithaté & 5> hossziisagli transzformaltak segitségével.
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Gyors Fourier transzformacio

Tehat
Fr = G, + W/CHk

alakba irhatd, ahol G a paros indexti, H a paratlan index{i adatoknak
felel meg, mindkettd % dimenzids vektorok transzformacidibdl allithaté
el6, és k-ban periodikusak.

Az elézbeket figyelembe véve érdemes N = 2/ szamossagli mintat venni,
igy tobbszor végre lehet hajtani a redukciét.

Bebizonyithatd, hogy a gyors Fourier transzformdcié szamitdsigénye

% log, N.

N | N? (DFT) % log, N (GyFT) | Megtakaritds
32 1024 80 92%
256 65536 1024 98%
1024 | 1048576 5120 99.5%
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Gyors Fourier transzformacid, Példa

N = 8 esetén

wo—1, wi="'_. wi-2-_i
V2

Wy =a* = -1, Wg =a°=—a, We =a® =i,

lgy

Fo = Go + Ws Ho

Fi =G+ WiH,

F= Gy, + WZH,

F3=Gs+ W3Hs
Fi0 = Go+ WgHy = Gy — WPH,
Fs =G+ WgH, =G — WiH,
Fo =G+ WeH, = Gy — W2H,
Fr=G3+ WgHs = G3— W3Hs;
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