3. beadandé program

Ko6bos spline-interpolacio

Legyenek adottak az xop < z; < --- < x,, alappontok és az fy, f1,..., fn, illetve yo és
Yn értékek. Olyan S(z) kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvényt keresiink, melyre

S(I'Z):fz, ZZO,,’R, (1)
és
S,(‘TO) = Yo, S,(I'n) = Yn, (2)
teljesiil, tovabba
S(x) = si(), ha z € [z;, ¥i11],

ahol s;(x) legfeljebb harmadfoki polinom.
Adottak tehat az

o | L1 | T2 | ... Tp—2 | Tp—1 | Ty

S fO fl f2 fn—? fn—l fn

SN Yo . Yn
adatok. Egészitsiik ki a tablazatot az v, ..., y,_1 ismeretlen mennyiségekkel:

To | L1 | T2 | ... Tp—2 | Tp—-1 | Tp

S fO fl f2 fn72 fnfl fn

SN vo |y | vel| - | Yn2| Yn-1| Yn

Tekintsiik valamelyik z; belsé pontot (tehat ¢ =1,...,n — 1) és irjuk fel az

Ti—1 | T4 Ti | Tig1
S| fiei | fi illetve S\ fi] fin
S"N Y1 | v S"\ vi Yi+1

tablazatokhoz tartozé Hermite-polinomokat (ezek lesznek a keresett s;—i(x), ill. s;(z)
polinomok). Az igy meghatdrozott szakaszonként harmadfoku S(x) polinom teljesiti az
(1) és (2) feltételeket és az els6é derivaltja folytonos lesz.

Legyen h; = z;41 —x;, 1 = 0,...,n — 1. Osztott differencidk moddszerével a masodik
tablazatbdl kapjuk, hogy

si(r) = fi‘f‘yi(x_xi)"‘%([xi, xi+1]f—yz')($—$1)2+%(yi+1—2[%7 $i+1]f+yi)(55—37i)2($_37i+1)

ezt kétszer derivdlva és az x; pontot behelyettesitve:

() = (B mnll — 20— vinr) (3



Az elso tablazatbdl hasonléan kapjuk, hogy

si1 (i) = (=3[zi—1, wl f + yi1 + 29i). (4)

h@—l

Az ismeretlen yq,...,y,_1 mennyiségeket abbdl a feltételbdl fogjuk meghatarozni, hogy
megkoveteljiik, hogy S” folytonos legyen:

si(x;) = s (xy), i=1,...,n—1

Ekkor a (3) és (4) egyenleteket felhaszndlva azt kapjuk, hogy i = 1,...,n — 1 esetén
hiyyi1 4 2yi(hi 4 hi—1) + hi—1yigr = 3(hia[ws, wiga ] f + halziy, 23l f).
Ha i = 1, akkor mivel y, ismert a hyyg tag atviheto a jobb oldalra. Hasonléan, hai = n—1,
akkor y,, ismert, igy a h, 2y, tag szintén atvihetd.
Osszességében tehat az ismeretlen yy, ..., y,_1 paraméterekre egy
Ay=c

linearis egyenletrendszert kaptunk, melynek A matrixa tridiagonalis:

2(hy + ho) ho 0 0 0 0
ha 2(hg + hy) hq 0 0 0
0 hs 2(hs + ha) ha 0 0
0 0 0 0 -+ 2(hy_o+ hp_3) 3
0 0 0 0 . hn_1 2(hp_1+ hn2)

az egyenletrendszer jobb oldala:

3(holz1, za] f + ha[zo, 21]f) — hayo
3(h1PE2,$3Lf'+’hQPE1,$2Lf)
g(hgkt3,$4]f'+’hgktg,%gkf)

B(hn73krn72>xn41]f‘+'hn72Ltn73>xn72Lf)
B(hanLInfl>anf'+'hn71Ltn72axn4l]f)‘_'hn72yn

(tehat az els6 és utolsé komponens a tobbitél eltérd alaku), az y vektort pedig a kiszamitandé
Y1y -, Yn—1 €rtékek alkotjék:

Y1

Yn—1



Az algoritmus:

Adottak az xg,...,Tn, fo,..., fn €S Yo, yn értékek, ezenkiviil m darab szam: z,..., z,.
A feladat: az xg,...,x,, fo,.-.-, fn és Yo, yn adatokat felhasznédlva szamitsuk ki az
S(z) harmadfoku spline értékét a z,...,z, pontokban. (Tehat nem a szakaszonként
harmadfoki S(x) polinomot kell visszaadnia a programnak, hanem az S(z1),...,S(zm)
értékeket).

1. Szamitsuk ki a h; = 2,41 — z; mennyiségeket (i = 0,...,n — 1). Ha h; < 0 valamely
i-re, akkor a feladat megoldasa befejezodik alappontok hibaiizenettel.

Ha a z; pontok valamelyike (j = 1,...,m) kivill van az [zg,z,] intervallumon (azaz
z; < To, vagy zj > T,), akkor a feladat megolddsa befejezédik z-ertek iizenettel.

2. Széamitsuk ki az [x;, x;41]f osztott differencidkat (i =0,...,n —1).

3. A tridiagonalis algoritmussal oldjuk meg az Ay = c linearis egyenletrendszert, ahol az
(n—1) X (n — 1)-es A métrix és az (n — 1) komponensbél &ll6 ¢ vektor az el6z6 oldalon
lathaté.

4. Minden egyes j-re (j = 1,...,m) hatdrozzuk meg, hogy a z; érték melyik [z;, z;1]
intervallumba esik. Ha meghatdroztuk ¢ értékét, akkor tudjuk, hogy S(z;) = si(z;).
Szamitsuk ki az s;(z;) értéket:

si(zj) = fi“‘yi(zj_xi)_‘_%([xi;-TiJrl]f_yi)(Zj_xi)2+%(yi+l_2[xia xz’+1]f+yi)(Zj_xi)Q(Zj_xiH)

5. Irjuk ki az S(zj) értékeket (7 =1,...,m).
Az input:

Az els6 sorban a megoldandé feladatok szama: N (és N < 20). Ezt koveti N -5 sor, azaz
minden megoldandé feladathoz 5 sor tartozik, a kov. mddon:

nm

g ... Ip
fo i fa
Yo Yn
AR Zm

ahol a hasznalt jelolések megegyeznek az algoritmus leirasanal hasznalt jelolésekkel.

Az output: Annyi sorbdl &ll, ahany feladatot oldottunk meg (N). Minden feladathoz 1
sor tartozik, amely vagy az

alappontok

vagy a

z-ertek

hibatizenetet, vagy az

S(z1) ... S(zm)

értékeket tartalmazza.



1. Példa: Hatérozzuk meg az alabbi adatokhoz tartozé harmadfoki spline értékét a
—1.6,—0.5,0.75, —0.25, 2.4, 1.8

pontokban!

—_

i | =21 -1]0 213

S 4 1171411219
S| 15 8
Ebben az esetben az input adatok:
56
—-2-10123
4174129
158

—1.6 —0.50.75 —-0.25 2.4 1.8

1. A hg,..., hy értékek mindegyikére azt kapjuk, hogy 1-gyel egyenld, és az Osszes zj,
j=1,...,5 érték benne van a [—2, 3] intervallumban.

2. Az osztott differencidk: [xg,xz1|f = =3, [z1,22)f =6, [vo,x3]f = =3, [x3,z4]f =38,
(x4, 5] f = —3.

3. Az A métrix és a ¢ vektor:

410 0 —6
1410 9
A=l 141 = 5|
001 4 7

ahol az A matrixnak csak harom atlgjat taroljuk 3 vektorban. Az egyenletrendszer
megoldasa utén azt kapjuk, hogy 11 = =2, 2 =2, y3 = 3, ya = 1.

4. Ezek alapjan az egyes részintervallumokon adott s;(x) harmadfoku polinomok:

[ ] (x)=4 + 15(z + 2) — 18(z + 2)* + 19(z + 2)*(z + 1)
[ ] ()=1—2(x +1)+8(x+1)* = 12(x + 1)z
ha © € [zg, 73] so(2)=T 4 22 — 5z* + 112%(z — 1)
[ ] (2)=4+3(x — 1)+ 5(z — 1)* = 12(z — 1)*(z — 2)
[ ] s4(2)=12 + (v — 2) — 4(x — 2)* + 15(z — 2)*(z — 3)

2 az [zg, x1] intervallumban van, azaz ¢ = 0, igy S(21) = so(21) = so(—1.6) = 5.296
29 az [T1, o] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(22) = s1(22) = s1(—0.5) = 3.5

23 az [xq, x3] intervallumban van, azaz ¢ = 2, igy S(z3) = sa(z3) = $2(0.75) = 4.140625
24 az [xq, o) intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z4) = s1(2z4) = 51(—0.25) = 5.6875
25 az [r4, x5] intervallumban van, azaz i = 4, igy S(z5) = s4(25) = s4(2.4) = 10.32
26 az [r3, x4] intervallumban van, azaz i = 3, igy S(z6) = s3(26) = s3(1.8) = 11.136



14 —

10+ i

Ha kirajzoltatjuk az s; polinomokat a megfelel6 intervallumok folott (a beadandd
programnak nem kell rajzolnia!), akkor a fenti 4brat kapjuk, ahol a megadott (z;, f;)
pontokat (i =0,...,5) az dbran x-gal jeloltiik.

2. Példa: Hatérozzuk meg az aldbbi adatokhoz tartozé harmadfoki spline értékét a

-1.6, —1.1, —-0.75, —=0.5, —0.25, 0.1, 0.3, 0,75, 1.2, 1.5, 1.8 pontokban!
x| =2 =3[0 1 2
S 1 51811 7
S 20 —4

Ebben az esetben az input adatok:

411

—2-3012

158117

20 -4

-1.6 -1.1 -0.75 —-0.5 —-0.25 0.1 0.3 0,75 1.2 1.5 1.8

1. hg = —1, azaz hg < 0, igy az algoritmus befejezodik alappontok hibaiizenettel.

3. Példa: Hatérozzuk meg az alabbi adatokhoz tartozé harmadfoku spline értékét a
1.6, —1.1, —0.75, —0.5, —0.25, 0.1, 0.3, 0,75, 1.2, 1.5, 1.8 pontokban!



x| =2 —-1]0] 1 2
S 1 51811 7
S| 20 —4
Ebben az esetben az input adatok:
411
—2-1012
158117
20 -4
-16 —-1.1 -0.75 —-0.5 —-0.25 0.1 03 0,75 1.2 1.5 1.8
1. A hyg, ..., hy értékek mindegyikére azt kapjuk, hogy 1-gyel egyenlo.
2. Az osztott differencidk: [z, x1|f =4, [z1,2]f =3, [xe,23]f =3, [x3,24]f = —4.
3. Az A matrix és a c vektor:
4 1 0 1
A=11 4 1 |, c=| 18 |,
01 4 1

ahol az A matrixnak csak harom atlgjat taroljuk 3 vektorban. Az egyenletrendszer

megoldasa utan azt kapjuk, hogy y1 = —1, yo =5, y3 = —1.

4. Ezek alapjan az egyes részintervallumokon adott s;(x) harmadfoku polinomok:

ha = € [zg, 21] so()=1+20(z +2) — 16(x +2)* + 11(z + 2)*(z + 1)
ha z € [z, 22] si(x)=5—(z+1)+4(x+1)* -2z +1)*
ha x € [xq, 23] so(2)=8 + 5x — 2% — 22*(x — 1)
ha x € [x3, 24 s3(x)=11— (x —1) = 3(z — 1)* + 3(z — 1)*(z — 2)
és
2 az [Tg, x1] intervallumban van, azaz ¢ = 0, igy S(z1) = 5.384,
29 az [Tg, x1] intervallumban van, azaz ¢ = 0, igy S(z9) = 5.149,
23 az [xq, To] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z3) = 5.09375,
24 az [xq, To] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z4) = 5.75,
25 az [xq, To] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z5) = 6.78125,
26 az [Ta, x3] intervallumban van, azaz ¢ = 2, igy S(z) = 8.498,
27 az [Ta, x3] intervallumban van, azaz ¢ = 2, igy S(z7) = 9.446,
23 az [Ta, x3] intervallumban van, azaz ¢ = 2, igy S(zs) = 10.90625,
29 az [x3, 4] intervallumban van, azaz ¢ = 3, igy S(z9) = 10.584,

210 az [x3, T4] intervallumban van, azaz i = 3, igy S(z19) = 9.375,
(

211 az [x3, x4] intervallumban van, azaz i = 3, igy S

211) = 7.896.

4. Példa: Hatdrozzuk meg az aldbbi adatokhoz tartozé harmadfoki spline értékét a

~1.8,

1.6, —1.2, —0.75,

3.75 pontokban!

—0.5, 0, 0.2, 0.8,

1.1,

1.3, 2, 2.5, 275, 3.2, 3.5,



| =2 =1]1|3] 4
ST 1] 397 &5

7 75 11
S 2 )

Ebben az esetben az input adatok:

416

—2-1134

13975

12.5 =5.5

—-1.8 -16 —-1.2 —-0.75 —-0.5 0 0.2 08 1.1 1.3 2 25 275 3.2 35 3.75

1. ho=1, hi=2, hg=2, hy=1.

2. Az osztott differencidk: [zo, x1]f =2, [r1,20)f =3, [z, x3]f = —1, [zr3,z4]f = —2.

3. Az A métrix és a ¢ vektor:

6 10 —4
A=[238 2], c=| 12
016 —4

Az egyenletrendszer megoldasa utan azt kapjuk, hogy y1 = —1, 5o = 2, y3 = —1.

4. Ezek alapjan az egyes részintervallumokon adott s;(x) harmadfoku polinomok:

ha x € [z, z4] so(x)=1+ %(% +2)— 22—1(1’ +2)% + %(w +2)*(x + 1)
ha z € [z, 9] si(z)=3 — (z+ 1)+ 2(x +1)* - %(a: +1)*(x —1)
ha o € [1a,05]  sa(2)=9+ 2(x — 1) — g(a: 124 Z(x 12z —3)

ha z € [x3, 4] s3(2)=7—(z —3) — (v — 3)* - g(x —3)*(x —4)

és

2 az [zg, x1] intervallumban van, azaz ¢ = 0, igy S(z1) = 2.84,

29 az [xg, 1] intervallumban van, azaz ¢ = 0, igy S(z2) = 3.6,

23 az [xg, 1] intervallumban van, azaz ¢ = 0, igy S(z3) = 3.32,

24 az [x1, o] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z4) = 3.01171875,
25 az [r1, xs] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z5) = 3.46875,

26 az [r1, o] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z) = 5.25,

27 az [xq, To] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(z7) = 6.12,

23 az [xq, xo] intervallumban van, azaz ¢ = 1, igy S(zs) = 8.49,

29 az [xq, x3] intervallumban van, azaz ¢ = 2, igy S(z9) = 9.17075,
210 8z X9, x3] intervallumban van, azaz i = 2, igy S(z19) = 9.35025,
211 az X9, x3] intervallumban van, azaz i = 2, igy S(z11) = 8.75,

219 az X9, x3] intervallumban van, azaz i = 2, igy S(z12) = 7.78125,
213 az [T2, 3] intervallumban van, azaz i = 2, igy S(z13) = 7.33203125,

7



214 az [x3, x4] intervallumban van, azaz i = 3, igy S(z14) = 6.84,
215 az |x3, x4] intervallumban van, azaz i = 3, igy S(z15) = 6.5625,
216 az |x3, x4] intervallumban van, azaz i = 3, igy S(z16) = 6.0390625.

5. Példa: Hatérozzuk meg az aldbbi adatokhoz tartozé harmadfoku spline értékét a
-1.8, =3.5, —1, —=0.5, 0.25, 0.75, 1, 1.2, 1.5, 2.2, 2.5, 2.8 pontokban!

a | —2]0]3] 2] 3
S 2[4[3]27]25
ST =27 20

Ebben az esetben az input adatok:

412

—200523

2432725

—27 20

—-1.8 =35 -1 =05 025 0.75 1 1.2 15 2.2 25 28

1. Mivel zy & [xg, 4], az algoritmus befejezddik z-ertek hibaiizenettel.

6. Példa: Hatarozzuk meg az aldbbi adatokhoz tartozé harmadfoku spline értékét a,

-1.8, —1.5, —1, —0.5, 0.25, 0.75, 1, 1.2, 1.5, 2.2, 2.5, 2.8 pontokban!
| -2]0|3] 2] 3
S 2141327125
S| —27 20

Ebben az esetben az input adatok:
412

—200523

2432725

—27 20

-1.8 —-15 -1 =05 025 0.7 1 1.2 15 22 25 2.8
]_. h0:2, h1: hgzg, h3:1

2. Az osztott differencidk: [xg,x1]f =1, [21,22]f = =2, [xe,x3]f = 16, [v3,24]f = —2.

1
27

3. Az A métrix és a ¢ vektor:

5 2 0 3
01 5 9

Az egyenletrendszer megoldasa utan azt kapjuk, hogy y1 = —1, yo =4, y3 = 1.



4. Ezek alapjan az egyes részintervallumokon adott s;(x) harmadfoku polinomok:

ha = € [zg, 24]
ha z € [z1, 2]

ha = € [z, 23]

ha = € [z3, 24

Az output:

so(2)=2 — 27(z + 2) + 14(x + 2)* — g(:,; +2)%x

2
s1(7)=4 — 1 — 22* + 282% (v — 1)
2
1 1, 1,
So(x)=3 4 4(x — 5) + 8(z — 5) —12(z — 5) (x —2)

s3(2)=27 + (v — 2) — 3(x — 2)* + 25(x — 2)*(z — 3)

—2.3 —5.1875 —3.5 1.4375 3.1875 5.4375 10 14.424 21 26.28 23.625 22.68



