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1 BEVEZETES

Ezt a feladatgytjteményt a Debreceni Egyetem harom Gazdasaginformatikus szakos
hallgatoja (Potyok Nikolett, Lehoczky Bence, Jobbagy Déavid) allitotta ssze, Dr. Baran
Agnes témavezets, és Kézi Csaba Gabor konzulens segitségével. Célunk az volt, hogy a
jelenleg foly6 eladas anyagahoz bdséges, és lehetGségeinkhez képest megfelel§ szakmai
szinvonalu feladatgytijteményt adjunk hallgatotarsaink kezébe.

Ez a példatar f6ként azoknak a gazdasaginformatikus hallgatoknak késziilt, akiknek
sziiksége van tovabbi gyakorlasra a gyakorlati 6rdkon kiviil, hogy elsajatitsak a numerikus
matematika tantargy feladatainak megoldasat, illetve nagy segitséget nyujthat a vizs-
gakra valo felkésziilésben. Kiilon témakorbe szedtiik a hasonlé feladattipusokat, amikhez
nem csak a végeredményt, hanem utmutatést is kozoltiink a Megoldasok cimt részben a
kénnyebb megértés érdekében.

Reméljiik, hogy ez a példatar és feladatgydjtemény hasznosan fogja szolgalni a Deb-
receni Egyetem gazdasaginformatikus-képzés célkitiizéseit, valamint a hallgatok orékra
valo felkésziilését.



2 FELADATOK

2.1 Lebeg6pontos szamok

. Adott a,t, ky, k_ szdmabrazolasi jellemzdk esetén irjuk fel a legnagyobb abrazolhaté
lebegGpontos szamot (M), a legkisebb pozitiv abrazolhaté szamot (o), illetve az 1
jobb- és baloldali szomszédjat!

. Adott a,t, k_ és k. szamébrazolasi jellemzsk mellett hany darab pozitiv lebeg&pontos
szam frhato fel?

. a = 2,t =4 esetén irjuk fel az alabbi szamok lebegépontos alakjat!

3 11 5 15
-, ——, 3,25, =, —.
16’ 47 7777 8 128
a=2, t=4, k. = -3, k, = 3 esetén irjuk fel az alabbi szamokhoz rendelt
lebeg&pontos szamot szabélyos kerekités, ill. levagas esetén!
1 1
= —=, e
3727
ca =2, t=4, k. = =3, ki = 2 esetén abrazoljuk szamegyenesen az Osszes

pozitiv lebeg&pontos szamot!

. Legyen k, > t. Melyik a legkisebb természetes szam, amely nem lebegépontos?

. Legyena =2, t=4, k.= -4, k; = 4. Keressiink olyan x,y > 0 lebegépontos
szamokat, melyekre:

(a) z#yés fllzx —y) =0

(b) fllz+y) ==

(¢) z+y € [—My, M), de £ + y nem lebeg&pontos szam!



8. Legyen t < ky,s € (0,1) lebegSpontos szam és

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

A:G;).

Lehet-e tulcsordulas, ha —— értékét szamitdogéppel szamitjuk ki?

1
det A

Hatarozza meg szamitogépén e, értékét!

Az alabbi algoritmus elméletileg minden = > 0 esetén az x eredeti értékét adja vissza.
Vizsgalja meg mi torténik a gyakorlatban, ha az algoritmust z = 1000,z = 100
kezddértékkel futtatja! Mi az oka a tapasztalt jelenségnek?

fori = 1:60
r = Va
end

fori = 1:60
r = a°
end

Tekintsiik az alabbi azonossagot(ahol z # 0)!

1
(%+1>-x2—x2:0,1

Azx = 1,...,100 értékekre szamitogépén tesztelje a fenti egyenlGség teljesiilését!

e’—1
T

Ismert, hogy lim,, .. ezx—’l = 1. Szamitsa ki az hanyados értékét egyre csokkend

z értékek esetén!

Legyen x = % Ciklusban futtassuk le néhanyszor az x = 4xr — 1 utasitést, ami
elméletileg az = = % értéket adja vissza. Mit tapasztalunk a gyakorlatban?



2.2 Normak, kondiciészamok

. Mutassa meg, hogy a linearis normélt tér barmely x, y elemére

[zl =Tyl | < [l = yll

teljestil!
Al =7 1Al =7, [[All, =7

-1 2
(5 3)

. Az alabbi A matrix esetén || A]|, =7, || Al =? Adjon meg egy-egy olyan = # 0 vektort,
mellyel [|Az]|, = [[A[l, - [l[]y, illetve [[Az]|, = [|A]l - [l teljesiil!

(a)

1 0 2
A=| 2 -5 9
-1 2 8

(b)
-2 1 4
A= 0 -5 2
-3 3 —4

. Bizonyitsa be, hogy az egységmatrix norméaja 1 minden indukalt métrixnormaban!

. Bizonyitsa be, hogy vektornorma altal indukalt métrixnorméban

IAB| < [[A]l - |B]

teljesiil minden A, B € R™" esetén.

. Legyen n > 1 és tekintsiik R"*"-en az t.n. Frobenius normét:

0 n 1/2
|Allp = (ZZG?J) , AeR™™

i=1 j=1

Szarmaztathato-e ez a matrixnorma valamilyen vektornormébol?



10.

11.

12.

Legyen A = (a;;) € R™*". Mutassa meg, hogy
14]| = max|as|

normét definidl R™"*"-en! Lehet-e ez a norma vektornorma altal indukalt?

Legyen X az A € R™"™ maétrix egy tetszéleges sajatértéke. Bizonyitsa be, hogy
Al < [|A]

teljesiil minden indukalt métrixnorma esetén!

Szamitsa ki cond,(A)-t az alabbi méatrixok esetén!

3 -1 2
A:(i_é) A:(f _1>,(aeR) A=|1 -3 4
“ 2 2 5

Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket, hasonlitsa 6ssze a megoldasokat!

1 1 2\ (2 1 1 z ) 2
11,0001 e )\ 2 ) 11,0001 zo )~ \ 2,0001

Jelolje Aoz, il A\pin az A abszolut értékben legnagyobb, ill. legkisebb sajatértékét.
Bizonyitsa be, hogy

)\max

< cond(A).

Oldja meg az Ax = b linearis egyenletrendszert, ha
1 0,99 (1,99
A_<0,99 0,98)’ b_(1,97)'
Tegyiik fel, hogy b helyett b + db ismert,
1,98
o= (1),

Oldja meg az A(x + 0x) = b+ db lineéris egyenletrendszert! Szamitsa ki a
relativ hibékat!

[[6||

llz]

[ee]

I oo



13. Legyen

1/ 1+s 1—52
A:A(S>:g(1_s2 1+S2>7 5€<071)'

Hatarozza meg az||A|| és cond(A) értékeket!

14. Legyen A = A(s) az el6z6 feladatban definialt matrix. Oldja meg az Ax = b linearis
egyenletrendszert, ahol b = (1,1)7, majd oldja meg az egyenletrendszert akkor is, ha
a b vektor b = (g, —¢)T (ahol € > 0) hibéval terhelten adott. Szamitsa ki a megoldas
relativ hibajat (maximum-norméaban)!

15. Legyen A € R™ " reguléaris matrix, 0#c € R. cond(cA) ="



2.3 Linearis egyenletredszerek megoldasa, matrixok felbontasa

1. Hatarozza meg az alabbi matrixok inverzét Gauss-Jordan eliminécioval!

2 2 3 3 —1 2
A= 1 -10|; B=[1 -3 -4|;
—1 2 1 2 2 )
-2 1 4 -1 2 1
C= 10 31; D= 2 -3 1
-1 2 -3 1 1 2
2. Oldja meg LU-felbontéssal az Ax = b egyenletrendszert! Hatérozza meg az A matrix
determinénsat!
-2 -1 4 3
A= 2 3 -1, b= 1
-4 —10 -5 —12
-4 —4 2 -2
B=| -2 -7 3|, b= 6 |;
2 12 -5 13
-3 -2 2 1 —13
9 5 —4 1 42
¢ -6 -9 16 17 |’ b= -25 |’
3 4 -8 =5 19
2 2 0 4
D=1 -4 -5 -3 |, b= -3 |; (aeR)
-2 =5 a—6 5 —2a
-2 2 1 0
E = 6 -3 -4 |, b=| -8 |;
-4 1 1 4
2 -4 2 —2
F=| -4 6 —-1], b= 5 |;
1 0 -2 0
—2 1 4 =2 5)
2 —4 —1 1 1
G -4 8 6 =3 |’ b= 31
-6 3 8 -3 16



-1 2 4 =3 21

5 6 -5 3 4
H=1 4, 18 3 o "= s |
3 8 7 -9 52
9 9 4 9 14
1 -5 6 -3 15
I=1 4 5 s 5| = s
5 6 -22 15 8

. Hatéarozza meg az alabbi matrixok PLU felbontasat! Szamitsa ki a métrixok deter-
minénsat!

0 1 -2 4 1 2 -2 1
1 -3 0 2 2 4 11
Gl 4 2 —28 1 | B= 3 6 35 |’
1 0 11 1 -1 41
0 0 -1 2 2 -2 10
1 -1 31 1 -1 3 2
¢= 0 3 —24 1 | D=1 _o 351 |
2 1 2 2 4 -3 3 2
-1 -2 0 1 2 4 6 2
2 40 1 2 41 3
b= 1 31 4| b= 1 -2 35
3 8 2 -2 1 -2 5 4

. Vizsgalja meg mi torténik, ha egy A = (ay;)7,—, matrixot balrol, ill. jobbrdl megszorzunk
cgy

d 0 ... 0
0 do ... O
0 0 ... d,

diagonéalis matrixszal!

. Hatérozza meg az alabbi matrixok LD LT-felbontasat!

4 -8 2 -1 3 =2
A=| -8 12 0 |; B = 3 =7 4 1;
2 0 =5 -2 4 -4



-1 1 -2 -1

1 -3 2
cC=[ -3 11 -2 |; D= Lob=27
5 o 9 -2 -2 1 -8
-1 7 -8 6

6. Hatarozza meg az alabbi méatrixok Cholesky-felbontasat! Szamitsa ki a matrixok de-
terminanséat!

9 -3 —6 3 -9 9
A= -3 5 4|; B=|-9 20 -31);

6 4 6 9 —31 37

2 -4 6 9 -3 9
c=-4 9 -13)|, D= -3 17 -7},

6 —13 21 9 -7 10

[ C o
E=| T 5 . li F=|-4 5 5] (acR).
2 5 @®+10

-4 2 =11 21

P1. Féelem vélasztas nélkiili Gauss-eliminacioval oldja meg az alabbi egyenletrendsze-
reket! Hatarozza meg az egzakt megoldast is és magyarazza meg a tapasztalt jelenséget!

() )= ()= G ) ()= 6)

10



2.4 Legkisebb négyzetek modszere

1. Hatarozzuk meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelit6 egyenes egyenletét!

ti | —1| 1]2 t; %\1\%\2\3\3
a C
R Ay A IR IR AR AR
| -1]-1]1] 2 |3 ti]0]1]2]3]4
b d
O T T ro=50 D A0

2. Hatarozzuk meg az aldbbi pontokat négyzetesen legjobban koézelité mésodfoku poli-
nomot!
ti|—=1]0] Ll -1]0 |1
b
@ T AN

| 2
1

N =

3. Az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd
i=0

alaku fliggvényt keresiink. Milyen n értéket érdemes vélasztani? Hatarozzuk meg az
ehhez tartozé polinomot!

4. Kozelitsiik az alabbi adatokat
F(t) = ¢o + ¢y cos(mt) + co sin(mt)

alakd modellel!

t; o\
fi‘l‘

1
2




5. Hatarozzuk meg a

ti| 0|0,
fz‘175‘17

5005 1 [12]15]1,8] 2 |23]25
711821212325 /[24]27]27

adatokat négyzetesen legjobban kozelits egyenes egyenletét!

6. Hatarozzuk meg a

t;105]06[07][09[1] 12|14 |16][18] 2
81| 7 |63[53|5|452[414[39|3,7]3,51

%

adatokat négyzetesen legjobban kozelits

F(t)=a+ b
t
alaku fiiggvényt!
7. Hatarozzuk meg a
t:] 0 ]03/05[06[08] 1 [1,1]13][15]|16]18[19] 2
fil19]24]22]19[12][05]02] 0 [02[05|1,2]16]19

adatokat négyzetesen legjobban kozelits

F(t)=a+Db- cos(mt)+c- sin(7t)

alaku fliggvényt!

12



2.5 Sajatérték feladatok

. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!

(a)
=(23)
()
(1)

. Mutassuk meg, hogy ha A az A métrix sajatértéke, akkor |A| < [|A||, ahol a norma
tetszbleges vektornorma altal indukalt métrixnorma.

(b)

()

. Bizonyitsuk be, hogy A méatrix pontosan akkor szingularis, ha a 0 sajatértéke!

. Mutassuk meg, hogy ha a regularis A matrixnak A sajatértéke, akkor 1/\ sajatértéke
A~lnek. Mi lesz az A~! matrix 1/ sajatértékéhez tartozo sajatvektor?

. Bizonyitsuk be, hogy ha az A matrixnak \ sajatértéke, akkor \? sajatértéke A2-nek!

. Bizonyitsuk be, hogy ha az A méatrixnak \ sajatértéke, akkor az A—cFE (¢ € R) méatrix-
nak A—csajatértéke! Mi lesz az A—cF matrix A—c sajatértékéhez tartozo sajatvektor?

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy A € R™ " métrix szigortan dominéns féatloja, akkor
reguléris!

. Mit tudunk mondani az alabbi matrixokrol a Gersgorin-tétel alapjan?

4 -1 3 4 -1 2 4 -2 =3
A=11 -3 1 B=| -1 31 C=1| -1 -5 1
1 0 =7 2 17 -1 1 -11

13



9.

10.

11.

Mit tudunk mondani az alabbi métrix sajatértékeinek elhelyezkedésérsl?

g 1 -3 2 0
2 5 -10 0
A=10 1 -3 1 0
0 -2 -1 7 1
0O 0 -1 2 —4

Mit mondhatunk az A regularitasarol? Legyen v = (—3,7,2,5, 1)T. Melyik A esetén
lesz minimalis az Av — A\v euklideszi normaja?

Legyen
3 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 3

Legyen v = (=5,0, 4)T az A egyik sajatvektordnak kozelitése. Melyik A esetén lesz
minimalis az Av — A\v euklideszi norméaja? Ez a A\ sajatértéke-e A-nak?

Alkalmazzuk a hatvanymoédszert az alabbi matrixokral!
Az iteraciot addig folytassuk, amig a

AN <1+ [AF))
leallasi feltétel nem teljesiil.

(a)

(b)

31 —1
A=| -1 3 2
-1 2 3

()
2 -1 0
A= -1 2 41
0 -1 2

(d)
2 -2 3
A=[1 1 1
1 3 -1

14



—1
2
-1

3
-1
0

(

A
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2.6 Lagrange interpolaci6

1. Hatarozzuk meg az alabbi pontokra illeszkedé minimalis fokszamu polinomot!
(a) (=3,-6),(—-2,—-17),(-1,-8),(1,-2),(2,19)
(b) (=3,-31),(-2,-8),(1,1),(2,22)
(¢) (—=2,—13),(-1,-4),(1,2)
(d) (-2,-5),(-1,3),(0,1),(2,15)
(e) (—1,4),(1,2),(2,10), (3,40)

(f) (-2,38),(-1,5),(1,-1),(2,-10),(3,-7)

2. Hatéarozzuk meg a (—2,—6), (0,4), (1, —3), (2, —10) pontokra illeszked6 minimalis fok-
szami polinomot! Hatarozzuk meg azt a minimalis fokszamu polinomot, amely az
el6z6 pontokon kiviil athalad a (—1,2) ponton is!

3. Kozelitsiik az f(z) = cos(§x) fiiggvényt a [—1, 1] intervallumon masodfokt polinom-
mal a x1 = —1, x5 = 0,73 = 1 pontokra tdmaszkodva!

4. Az alabbi tablazatban egy mésodfoku p polinom helyettesitési értékei lathatoak, melyek
koziil pontosan egy hibas. Hatarozza meg a hibéas értéket, helyettesitse a helyes
értékkel és adja meg a p polinomot!

x| -2 -1 1
pi [15]9]5]3]2]5

5. Becsiiljiik meg az interpolaci6 maximalis hibajat az alappontok altal kifeszitett in-
tervallumon, ha az f(x) = e™* fiiggvényt kozelitjik az zo = —1,21 = —%,:cz =0
alappontokra tamaszkodva!

16



6. Igazoljuk, hogy ha f kétszer folytonosan differencidlhato, akkor lineralis interpolacio
esetén az interpolacio hibajara

teljesiil, ahol a és b a két alappont, h = b — a és My = max |f" ()| .

7. Milyen stirtin kell megadni az f(z) = cos(z) fiiggvény értékeit az [0, 7] intervallumon,
hogy szakaszontkén linearisan interpolalva a hiba kisebb legyen, mint 0,5 - 1074?

17



2.7 Hermite interpolacid, spline-interpolacié

1. Hatarozzuk meg az alabbi adatokra illeszkedd minimalis fokszamu polinomot!

(a)
T -1 1 2
fle) || 9 [17]213
(b)
7 2] =111
Fa) |13 3 [ 7
Pl | =31 14 |18
(i) —40
(c)
Z; -1/ 1] 2
fla) |4 27 a1
(@) | 5 | 9 | 269
f(w:) 42
(d)
X -1]1| 2
Fz) | 2 [2]59
(e)
7 2] =111
flz) [ =10 =27 ] 2
Flz) | =20 10 |10
f" (i) —16

2. Legyen az f valos fiiggvény differencialhato az xy pontban. Hermite interpolécio segit-
ségével irjuk fel az f fliggvény z¢-beli érint§jének egyenletét!

3. Irjuk fel az x, f(x0), f'(x0), f"(0), ..., f™(20) adatokra illeszkeds Hermite - poli-

nomot!

4. Irjuk fel az f(x) = cosx — x> — 3z fiiggvény = = 0 pontbeli érint6jének egyenletét!

18



5. Hatarozzuk meg azt a folytonosan differencidlhato, szakaszonként harmadfoku

) Hy(z), haze[-1,1]
H(z) = {Hg(x), ha z € (1,3]

polinomot, melyre H(—1) =4, H(1) =6, H(3) =12, H'(—-1) = =3, H'(1) =13, H'(3) =
9 teljesiil!

6. Hatarozzuk meg azt a folytonosan differencidlhato, szakaszonként harmadfoku

Hiz) = Hi(x), haze[-1,1]
7 Hox), hawe (1,3

polinomot, melyre H(—1) =4,H(1) =6, H(3) =12, H'(-1) = =3, H'(1) = o, H'(3) =
9 teljesiil, ahol a € R!

7. Az el6z6 feladatban hatarozzuk meg o értékét gy, hogy H(x) kétszer folytonosan
differencialhato legyen!

19



2.8 Nemlinearis egyenletek és egyenletrendszerek

. Kozelitse a 3z = cos(z) egyenlet [-7/2, /2] intervallumbeli gyokét fixpont-iteraciovall
Mit mondhatunk a modszer konvergenciajarol?

. Kozelitse a 3x* — 12z + 4 = 0 egyenlet [0,1] intervallumbeli gyokét fixpont-iteraciovall
Vizsgélja meg az iteracié konvergenciajat!

. Kozelitse az In(z) = 2 — x egyenlet gyokét!

. Mutassa meg, hogy f(z) = e®—4z? fliggvénynek van zérushelye a |0,1] intervallumban!
Igazolja, hogy az

1 ap
Tptl = 567 , n=0, 1, 2....

iteracio tetszéleges xo € [0,1] kezdSpont esetén tart ehhez a gyokhoz!
. Kozelitse v/5 értékét Newton-modszerrel!
. Kozelitse Newton-modszerrel az e = sin(x) egyenlet valamely gyokét!

. Vizsgalja meg a Newton-modszer viselkedését, ha azt valamilyen xg # 0 kezdpontbol
inditva az f(z)=0 egyenlet megoldasara alkalmazzuk, ahol

_ Ve, ha z > 0,
f@) = {—\/—_x, ha z < 0.

. Kozelitse az 2® — 3z — 2 = 0 egyenlet gyokét Newton-modszerrel az xy = 1,5 pontbol
indulval!

. Kozelitse 2° — 3x + 2 = 0 egyenlet gyokét Newton-modszerrel az xo = 1,5 pontbol
indulva! Ugyanilyen x, esetén alkalmazza az

f(zr)
f(we)

Tpy1 = T — 2

iteraciot! Mit tapasztal?

20



10. Vizsgalja meg a 23 — x = 0 egyenlet megoldasara az

11.

12.

(a) Tr41 = x%
(b) @1 = (zp)"/?

iteraciokat a |—1,1] intervallumon!
Tekintsiik a

—4xq + cos(2x; — x9) = 3

—3x9 +sinz; =2 x1, %o € [—m, 7]

egyenletrendszert. Mit mondhatunk az egyenletrendszer megoldhatosagarol, illetve az

3 1
xikﬂ) =1 + 1 cos(2x§k) - xgk))

2 1
mékﬂ) = —3 + 3 sin a:gk)

s s

Kozelitse az

1 0,122 + 0,123 + 0, 1x§
Ty = 0,17 + 0,12y + 0, 123
Z3 0, 1551.1'21'3 —+ 0, 3

egynletrendszer [0, 1] x [0, 1] x [0, 2]-beli gyokét fixpont-iteracioval! Vizsgalja meg az
eljaras konvergenciajat!

21



2.9 Kozelit6 integralas

1. Kozelitsiik az alabbi integralokat Osszetett trapéz-, ill. Simpson-formulaval tgy, hogy
a megadott intervallumot m részintervallumra osztjuk! Becsiiljiik meg a kozelités
hibajat!

(a) f36 Vo —2dr, m=5
(b) ff In(z*)dz, m=75

(c) fol e’ ~ldx, m=75

(d) [72®Inzde, m=4

(e) fog In(cosx)dx, m =3

() f?lex2da7, m =3

2. Kozelitsiik a fenti integralokat Osszetett trapéz-, ill. Simpson-formuléval tgy, hogy
m-et abbol a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy a hiba kisebb legyen, mint 0,5 - 107!

3. Kozelitsiik In(2) értékét Osszetett trapéz-formulaval gy, hogy a hiba kisebb legyen,
mint 0,5 - 1073!

4. fol f(x)y/zdz tipust integralokat szeretnénk kozelitenid > a,f(x;) alaka kvadratira-
val, ahol 1 = 0,25 = 0,5,23 = 1. Hatérozza meg a kvadratura sulyait tgy, hogy a
kvadratira pontos legyen minden legfeljebb mésodfoki polinom esetén!

5. Az fjl f(z)dz integral kozelitésére az

- f (—\@) fay f(0)+as (@)

kvadratirat szeretnénk hasznélni. Hatarozza meg az ag, a1, as egyiitthatokat gy, hogy
a kvadratura pontos legyen minden legfeljebb masodfokt polinom esetén! Vizsgilja
meg, hogy magasabb fokt polinomok esetén hogy viselkedik a kvadratira!
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3 MEGOLDASOK

3.1 Lebeg6pontos szamok

—_
[ ]

Legnagyobb abrazolhato lebegGpontos szam:

t

a—1 a—1 a-—1 a—1

Moo:: ket : == ke =
=a" . (1—-a™).

Legkisebb abréazolhato pozitiv szam:

1
o I:Gk_' (5+0++0) :Clk_il.

Az 1 jobboldali szomszédja:

11
[+]1]1,0,...,0,1] = a* - (—+—> =1+a" ' =1+¢.

a at

e Az 1 baloldali szomszédja:
—1 —1
[+/0] a—1, a—1, ..., a—l]:a0‘<a +...+at ):
a a
=1-—a"
2. A pozitiv lebegSpontos szamok alakja:
[+ ’kl ml,mg,...,mt].

Itt k helyére (ky+|k_|4+1)-féle szamot irhatunk, m, helyére (a—1)-féle, mig mo, ..., my

helyére a-féle értéket.

Tehat a pozitiv lebeg&pontos szamok szama:

(ky +|k_|+1)-(a—1)-a""
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3. Lebegdpontos alak:

e 3,25 lebegSpontos alakja:
13 1 1 1
3,25=2". — =2 [ -+~ +— .
! 16 (2 Tt 24)
+ 2 1 1 0 1]

. 3 lebegépontos alakja:

| ot
Il
[\
(e
| ot
Il
[\
(e
VR
| —

L1
2 23)"

[+ 0] 1 0 1 0]

° 53 lebeg6pontos alakja:

15 15 1 1 1 1
93, X _o3 24 4 — 4 )
128 16 (2 + 22 + 23 + 24>

+ =3 1 1 1 1].
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LWl —

Megkeressiik az %—hoz legkozelebbi lebegépontos szamot. Azaz megkeressiik a
néala kisebb lebeg&pontos szamok koziil a legnagyobbat, és a nala nagyobbak koziil
a legkisebbet. Az igy megtalalt két lebeg6pontos szam koziil a keresett szamhoz
kozelebb esé lesz a szabalyos kerekitéssel megadott szam. Levagas esetén pedig az
el6bb megtalalt ketts lebegépontos szam koziil a nulldhoz kézelebbi lebeg&pontos
szamot abrazoljuk.

s=271.2

T+i<ici+it+

azaz: % < % < %.

Lebegdpontos alak szabélyos kerekités esetén: [+| —1] 1 0 1 1J.
Lebegdpontos alak levagés esetén: [+ —1 1 0 1 0.

1
27
Az adott szamabrazolasi jellemzdk mellett a legkisebb pozitiv dbrazolhato szam:

gy = %. Mivel 2% < 1—16, igy a gép - fiiggetleniil attol, hogy szabélyos kerekitéssel

vagy levagéssal kerekit - az 2i7—hez a 0-t rendeli. Alulcsordulas l1ép fel.

® C

e~ 2,718.

2, 718-hoz legkdzelebbi lebegépontos szdmok a 2,5 < e < 2,75.
Szabalyos kerekitésnél a 2, 75-t kell felirni lebeg&pontosan :
2,75=240,75=2+3+1=2. (143141 =22. (L +1+1)
Lebegdpontos alak szabélyos kerekités esetén: [+]2] 1 0 1 1].

Levagas esetén a 2, 5-t kell felirni lebeg&pontosan:
2,6=24+05=24+5=2"-(1+3) =2 (3 + %)
Lebegdpontos alak levagas esetén: [+]2| 1 0 1 0].

5. A 2. feladat alapjan 6sszesen 48 db szam lesz: ((2+ (—3) +1)-1-23) = 48.
k = 0 esetén az alabbi szamok abrézolhatoak: %, 1%, }—g, e 1—2.

Ezekbdl a tobbi karakterisztikdhoz tartozo szamokat tigy kapjuk, hogy a ketts alkalmas
hatvanyéval szorozzuk az el6z6 szamokat.

6. Két szomszédos, k karakterisztikdju szam tavolsaga:



7.

8.

Ha k=t, akkor ez a tévolsag 1.

k = t karakterisztika mellett a legnagyobb lebegépontos szam: a' - (1 —a™") = a' — 1.
Ennek jobboldali szomszédja(a legkisebb ¢ + 1 karakterisztikdju szam): o™ - 1 = a’.
t+1 karakterisztika esetén két szomszédos lebegSpontos szam tavolsaga a, igy az a’ +1

nem lebegépontos.

(a) v #yés fl(x—y) =0
A legkisebb abrazolhat6 szam: gy := a1
A fenti adatoknak megfelelGen a legkisebb abrazolhaté szam: g := 275 = 3—12
Olyan lebeg6pontos szamokat kell keresniink, melyek tavolsdga kisebb, mint 3%
Lehetséges értékek: x = %8; Yy = 1_52;8‘
Vagyis: fl(z —y) = 13,
1 _ 1
128 32
Mivel a fl(x — y) kisebb, mint &g, ezért fl(z —y) = 0.
(b) fllz+y) ==
Lehetséges szamok: x = 2;y = 3%, ugyanis az adott jellemzsk mellett a 2 jobbol-
dali szomszédja 2 + i, igy a 2 + %—et a gép 2-re kerekiti,
vagyis: fl(z +vy) = 2.
(¢) z+y € [—Mw, My, de z + y nem lebeg&pontos szam!
Lehetséges szamok: x = 2;y = 1—16, mert ezek Gsszege nem lebeg&pontos szam.
det(A) =1—s.

A legrosszabb esetet kell megkeresni. Ebben a helyzetben ez az, amikor az 1 — s a

legkisebb, azaz az 1 baloldali szomszédjat kell megkeresni.
Az 1 baloldali szomszédja: 1 —a™*.

Tehat —— akkor a legnagyobb, ha s =1 —a™?

,vagyis 1 —s =a"t.

det A
rr 1 1 ke (a—1 a—1Y\
dJotd 1—s af “7¢ g\ Tt = M

tehat nincs tulesordulés.
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P1.

P2.

P3.

A feladat Matlab programkodja:
e=1;

while(1 +¢) > 1

e=e¢e/2

end

2xe

A feladat megoldésa: 1 = 2,220446049250313¢ — 016.
g1 értékét a Matlab beépitett konstansként is ismeri (eps).

A fenti algoritmus MATLAB-ban megirva:

x = 100;
fori =1:60
x = sqrt(x);
end

fori =1:60
r =12

end

Azt fogja végiil kifrni, hogy = 1. Ennek oka, hogy a > 1 esetén {/a tart 1-hez, ha
n — oo. Ha a gyokvonasok eredményeit kiiratjuk, akkor lathato, hogy ¢ = 55 esetén
a gyokvonas eredményét a gép pontosan 1-nek latja.

Néhény részeredmény kiirva:

7 X

5 | 1,154781984689458
10 | 1,004507364254463
20 | 1,000004391842173
30 | 1,000000004288899
40 | 1,000000000004188
50 | 1,000000000000004

1 2 2
(1Ox2+1)x —r ol

Az azonossag Matlab-ban megirva a kovetkezéképpen néz ki:
k= 0;

forxr =1:100

if((((1/2%)/10 4+ 1) x 22 — 2?) == 0, 1)

k=Fk+1;

end

end
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P4.

P5.

A fenti MATLAB programot lefuttatva azt tapasztaljuk, hogy k értéke 0. Azaz a
MATLAB szerint az egyenl@ség egyetlen x-re sem teljesiil. Ennek oka, hogy a 0,1
nem lebeg&pontos szam.

A feladat Matlab-ban megirva:

r=1;

for: =1:60

(exp(x) —1)/x

r=1x/2;

end

A ciklust 53-ig futtatva a hanyados értékére 1-et ad eredményiil, de 54-ig futtatva a
hanyados értéke mar 0. Ennek oka, hogy lim,_,oe® = 1. Igy egy id6 mulva a gép e®
értékét 1-nek latja, ekkor a hanyados értéke is 0.

A feladat Matlab-ban megirva:

x=1/3;
fori =1:40
r=4xx—1;
end

Ha a ciklust 40-szer futtatjuk le az eredmény: 22369621. Ennek oka, hogy az % nem
lebegdpontos szam (lasd 4.feladat). Igy a kerekitési hibak a ciklus minden lépésében
halmozédnak. Néhany részeredmény 15 tizedesjegyre kerekitve:

7 eredmény

2 10,333333333333333
3 1 0,333333333333332
10 | 0,333333333313931
20 | 0,333312988281250
26 | 0,250000000000000

27 0

28 -1

30 -21

35 -21845
40 -22369621
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3.2 Normak, kondiciészamok

1. A bizonyitando allitas ekvivalens azzal, hogy:
=l =yl < flzll = llyll < [Jz =yl

Az masodik egyenlétlenség igazolasa a haromszogegyenlStlenség segitségével:

[zl = [[(z —y) +yll < llz =yl + Iyl
ezt atrendezve:
[zl = llyll < llz =yl

Az els6 egyenlGtlenség az x és y szerepének felcserélésével adodik.

2. Sornorma:
HAHOO =max {|-1| + |2, 3|+ |-2]} =5

Oszlopnorma:
[All; = max {[=1[ + (3], [2| + [-2[} = 4

Spektralnorma:

HAHQ =V Amax (ATA)

s (T 3) ()0

Karakterisztikus polinom:

-8 8=
Az AT A sajatértékei:

A2 — 18\ +16 =0
Y _ 18+V182-64
1,2 2

‘ 10-x -8 ‘:(10_)\)<8_/\)_64:)\2—18)\+16

= , 1gy
| A, = 4/ Br/18=64 \/;82—64 ~ 4,1306
3. (a)

S
I
— N =
|
N Ot O
o O DN

[l =19, Al = 16.

Az ||.||; matrixnorma esetén az alkalmas x vektort ugy kaphatjuk, hogy keresiink
egy olyan jo indexet, melyre

n n
> laij,| = max > |ay|
i=1 J i=1
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(azaz ahol az egy oszlopban all6 méatrixelemek abszolutértékeinek Gsszege maxi-
malis), és z-nek azt a vektort valasztjuk, melynek jo-adik koordinéatéja 1, a tobbi
0. Jelen esetben a 3. oszlopban a legnagyobb a szamok abszolutértékének Gsszege,

0
fgyrx=e3=1| 0
1
Ellendrizziik, hogy ezzel az = vektorral valoban teljesiil-e az egyenlGség!
2
lel, =1, Ae=[ 9], Azl, =19 = A, - .
8

A |||, matrixnorma esetén keresniink kell egy olyan i, indexet, melyre

n n
> aig| = mﬁxz |aij|
j=1 j=1

(azaz ahol az egy sorban allo elemek abszolutértékének Osszege maximalis), és x

legyen az a vektor, melynek j-edik koordinataja: z; = sgn(a,;),j = 1,...,n.
A fenti méatrix esetén ig = 2 (a masodik sorban a legnagyobb az elemek ab-
1
szolutértékének az Osszege), igy z = [ —1
1
Ellendrizziik, hogy ezzel az x vektorral valoban teljesiil-e az egyenl&ség!
3
loell =1,  Ae={ 16 |, Azl =16= Al - lle]..
5
—2 1 4
A= 0 =5 2
-3 3 —4
JAlL =10, Al =10
0
Az a) részben leirtak alapjan jo =3 ,igyz =e3= | 0
1
4
Bikor |z, =1, Av=[ 2 |, [Asl, =10 = Al, - al, .
—4
—1
Az a) részben leirtak alapjan igc=3 , azaz x = 1
—1
—1
Bkor o], =1, Av=( =7 |, [Az|. =10= Al - ]l
10
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FE
|E|| = max |Ex]| X!le\ _
z#0 ||| z£0 |||
9.
|(AB) || |A (Bx)| |A|l - || B|] | Bz||
|AB|| = max ——— = ——— <max ———— = || A -max = ||All-| B
a#0 [z a#0 ||| 240 [Eal z£0  ||z|]

6. Az egységméatrix norméja:||E, || » = v/n # 1, igy nem teljesiil a 4. feladatban szerepls
tulajdonséag, azaz a Frobenius norma nem szarmaztathaté semmilyen vektornormabol.

7. Belatjuk, hogy a norma definiciojaban megkdvetelt 4 tulajdonsag teljesiil.

1. |JA|l > 0 minden A € R™" esetén.
Ez a tulajdonsag teljesiil, hiszen abszolutértékek maximuma mindig nemnegativ.

2. [Al=0& A=0
Ha A =0, akkor a;; = 0 Vi, j-re, igy ||A|| =0
Ha ||A|| = 0, akkor

max |a;;| = 0

azaz |a;;| = 0 Vi, j-re, igy A = 0.

3. M| = M- A YAER, A€ R esetén

IMAJ = max [Nas | = mase ] - | = |A] - mase i) = A] - 4]

) ,

4. |[A+ B|| < ||All+ ||B|l VA, B € R™™ esetén

A+ B| = Hﬁﬂaz‘j + bij| < H%%Xﬂaij’ + [bi]) < H}?}X’az‘jHﬂg%X\bij| = ||A][+ B

Tehat a fiiggvény tényleg normét definial R™*"-en.

Megmutatjuk, hogy ez a norma nem szarmaztathaté semmilyen vektornormabol.

11 2 2
Legyen A = B = 11 ) ekkor AB = 5 9 |
igy || Al = ||B]| = 1, mig ||AB|| = 2, azaz az indukalt normak 5. feladatban bizonyitott
tulajdonsiga nem teljesiil.
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8. Ha v # 0 a A-hoz tartozé sajatvektor, akkor Av = v, azaz

Al flofl = Al [ Av]| < [JA[} - [lv]]
AL (ol < [JAL- (]l

ezt az egyenlGtlenséget ||v|| # 0-val osztva kapjuk az allitést.

9. (a) det(A) = —10 < a determinans nem nulla, tehat a matrix invertalhato

A L2 2 L 1%
Al = 6, [A7 | = 55, T8y
condeo(A) = [|A]l . - [|[A7 |, = 3

2x 2-es matrix esetén a cond, (A)-t az alabbi képlet segitségével is meghatarozhatjuk:

_ Al - 1AL
condy(A) = det (4)

(SN

(b) det(A) =2a+1= ha a = —3 akkor A nem invertalhat6, egyébkeént igen.
Mivel a ismeretlen, ezért tobb eset all fenn:
1. eset: ha 3 > 1+ |a|, azaz 2 > |al, akkor ||A||_ = 3. Ekkor [|A]|, = 3, és igy

[ Al - A1l 9
doo(A) = 12lee T2 _ .
condoo() = 50T Pas ]

2. eset: ha 3 < 1+ |a|, azaz 2 < |al, akkor ||A|| =1+ ]al, és ||Al|, = 1+ |a|, azaz

Alle - 141, _ (1 +al)?

|
doo(A) = _ ,
condoo(A) = T4 Cr )] 2a + 1]

(c) det(A) = 8 < a determinans nem nulla, tehat a matrix invertalhato

T

-7 —13 8 - 2 1
1 8 8 8

—1
Al =2 9 11 -8 | =( -¥ & 1
10 14 -8 1 -1 -1

Al =9 A =%
condo(4) = Al - A7), = 22 = 423

10. Az els6 esetben z1 = 2, 29 = 0, a masodik esetben x; = 1, 25, = 1, tehét a jobboldalon
egy 107* nagysagrendd valtozas a megoldasban 1 nagysagrendd valtozast okozott.
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11.

12.

13.

El6szor belatjuk, hogy ha a regularis A métrixnak \i, ..., \, sajatértéke, akkor A~1-
nek A%’ e ﬁ sajatértéke.
Legyen \ az A sajatértéke, v # 0 a hozzatartozo sajatvektor. Ekkor

Av = v,
AV A0 = N-AT o

Felhasznélva, hogy egy reguldris méatrixnak a 0 nem sajatértéke az el6z6 egyenlGtlen-
séget oszthatjuk A-val:§ -0 = A" v.
Igy lathato, hogy A~'-nek 1 sajétértéke.

Visszatérve a feladatban megfogalmazott allitds bizonyitasara, a 8. feladat allitasa
szerint [Amqe| < || A, illetve az el6bb belatott lemma alapjan —— < [|A7Y|. Igy

|)\mar| < HAH . HAle _ cond(A)
Konnyen ellenérizhets, hogy x = 1
Ratérve a masodik egyenletrendszer megoldésara:
(x+dx) = A1 (b+ 6b)
0,98 —0,99 —9800 9900
—_ -1 _ _ _1 ) ’ _

det(4) = —0,0001, 4 0,0001 ( —0,99 1 ) ( 9900 —10000 )
(z + 6) = —9800 9900 1,98\ 198

N 9900 —10000 1,98 / \ —198 )~
lgy
ox = 197 azaz,

=199 )’

toe 222 1
”‘fbb””“ = % ~ 0,005. Léathato, hogy a megoldas relativ hibaja 4 nagysagrenddel

8

nagyobb a relativ jobboldali hibajanal.
Ennek oka, hogy:

condog(A) = ||A]l . - [[A7H]| = 1,99 - 19900 = 39601.

1+ 52 1— g2 2

S

1+ s?
s s

‘1—52
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14.

det(A):S%((1—}—52)2—(1—32)2):4,igy
A*lzi 1+s2 s2-1
4s \ 82 —1 1+s* )
1

A7 e = |55+ |55t = H5 1 = 4 ey condoe(4) = 5.

Lathato, hogy amig a determinéns értéke s-t6l fiiggetleniil allando, addig a kondi-
cioszam fiigg az s értékétdl. Ha s kozel van 0-hoz, akkor ez tetszélegesen nagy lehet.

Ekkor

Hasznaljuk ki, hogy az el6z6 feladatban meghataroztuk A=!-et!

B 1 1452 s2—1 1 1 252
_ _ 1 _ — = — =
Ar=b=ax=A b_48<82_1 14 g2 1 o\ 22

Hibéaval terhelt jobboldal esetén

N[0 N ®»
N—

A(x+dz) = b+0b
Ax + Adx = b+ 0b

Adx = 0b
dx = A7'6b
lgy
(5:v—i 1+s? s2—1 e \_1/Q+s)e—(s*-1e\_ [ =
C4s \ 82— 1 1482 — ) 4as\ (*—1De—(1+sY)e )\ F
Mivel
l6x]| = 5:,  |lzllo =5, a megoldas relativ hibéja:
10zl _ e
el — s
Eszrevehetjiik, hogy a jobboldal relativ hibaja: ||H5be”°° = ¢, tovabba cond,,(A) = s%,
. oz job]
x €
X = — = condy(A4) - =
2l 87 16/l
Ez azt jelenti, hogy ekkor a
[[6z]] 10b]]
< < condeo(A) - x
1]l 161l

egyenlGtlenség éles.
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15.

cond(cA) = ||cA|| ||(CA)_1H
Mivel (c- A)~' = % CA7L gy
1
cond(cA) = |c| - || A]| - R |A™"|| = cond(A),

azaz egy méatrix kondiciészama nem valtozik ha egy 0-t6l kiilonb6z6 szammal szorozzuk
a matrixot.

Ugyanakkor det(cA) = ¢"-det(A), igy lathato, hogy a kondicioszam nem fiigg a métrix
determinansatol.
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3.3 Linearis egyenletrendszerek megoldasa, matrixok felbontasa

1. Amilyen elemi atalakitasokkal kapjuk az A méatrixbol az E-t, ugyanolyan elemi at-
alakitasokkal kapjuk az FE-bdl az A matrix inverzét.

Az A matrix inverze:

2 23100
AE)= 1 -10 |010]|
-1 21 001
1 -10 ]010 1 =10 |0 10
1 2 23 1000 43 ]1-20
-1 21 001 0 11 |0 11
1 -10 ][0 10 1 -1 0 ]0 1 0
1o 110 11)fo 1 1|0 1 1]
0 43 [ 1 =20 0 0 -1 |1 —6 —4
1 -1 0]o0 1 0 100 1 —4 -3
1o 1 0|1 -5 =3](010 1 -5 =3 |,
0 0 -1 |1 —6 —4 001 | -1 6 4

tehat az A matrix inverze:

A B matrix inverze:

,_.
w
©|Z oo

A C maétrix inverze:

—
o
[\
=]

9
Il
|
o Bl
|°° ey gl:
Sl= o= Bl

A D matrix inverze:

DT N|= DN

NIR N~ N~
D~ N= Dot
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2. Az A matrix LU felbontésa:

-2 -1 4 1 00 -2 -1 4
A= 2 3 -1 |=1-11020 0 2 3 | =
-4 —-10 -5 2 01 0 -8 —13
1 00 -2 -1 4
=| -1 120 0o 2 3
2 41 0 0 -1

A determinansok szorzastételét felhasznalva det(A)=det(L)det(U)=det(U)=4
Mivel A=LU, ezért az Ax=Db egyenletrendszert LUx=b alakban is felirhatjuk. Bevezetve
az y:=Ux jelolést, el6bb az

Ly=b majd az
Ux=y egyenletrendszert kell megoldanunk.
1. Ly=b
1 00 U 3
-1 10 Y2 | = 1
2 —4 1 Y3 —12
=3, ya=4, ys=—2
2. Ux=y
-2 -1 4 X 3
0o 2 3 xy | = 4
0 0 -1 I3 —2
megoldasvektor:
3
r=1 —1
2
A B métrix LU felbontasa:
4 —4 2 1 00 -4 —4 2
B=| -2 -7 3 |= 110 0 -5 2 | =
2 12 =5 _%01 0 10 —4
L 00 —4 —4 2
-1 5 10 0 -5 2
_% -2 1 0 00

A determinansok szorzastételét felhasznalva det(B)=det(L)det(U)=det(U)=1-0=0 azaz
a B matrix szingularis.

1. Az Ly=Db egyenletrendszer megoldasa:
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y1==2,y2="7,9y3=0

2. Ux=
—4 —4 2 1 -2
0 —5 2 Ty | = 7
0O 00 T3 0

Az Ux=y linearis egyenletrendszer 3. egyenletét minden x€ R? vektor teljesiti, igy az

egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. Legyen x3=t, ahol t€ R tetszbleges.
Ekkor

—Bay + 2t =7 = xp = =2

—4xy — dxy + 203 = —2 = 14 :%g_t
megoldasvektor:
19+t
10
-2t
—5
t
A C matrix LU felbontasa:
-3 -2 2 1 1000 -3 -2 2 1
C— 9 5 -4 1] [ -3100 0o -1 2 4|
-6 -9 16 17 2 010 0 -5 12 15 |
3 4 -8 =5 -1 0 0 1 0 2 -6 —4
1 000 -3 -2 2 1
| -3 100 o -1 2 4|
o 2 510 o 0 2 -5 ]
-1 -2 0 1 0 0 —2 4
1 0 00 -3 -2 2 1
| -3 1 00 0 -1 2 4
B 2 5 10 0 0 2 -5
-1 -2 -1 1 0 00 -1
det(C)=—6

1. Az Ly=Db egyenletrendszer megoldasa:
1=—13, 1o =3, y3 = —14, ys = =2
2. Az Ux=y egyenletrendszert megoldva a megoldas:

ZE1:3,$2:1,I3:—2,I4:2.
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A D matrix LU felbontéasa:

2 2 O 1 00 2 2 0
D=\ -4 -5 -2 10 0 —1 -3 | =
-2 =5 a-— 6 -1 0 1 0 =3 a—6
1 00 2 2 0
=1 -2 10 0 —1 -3
-1 3 1 0 0 a+3
det(D)=—2a—6
1.Ly=b
10 0 " 4
21 0 v | = =3
-1 3 1 Y3 5 —2a
y1 =4,y2=5,y3 = —2(a +3)
2.Ux=y
2 2 0 T 4
0 —1 -3 To | = 5
0 0 a+3 T3 —2(a + 3)

megoldéasvektor a # —3 esetén:

2 2 0 T 4
0 -1 -3 Ty | =1 5
0 0 O T3 0

Ennek végtelen sok megoldasa van, ugyanis az Ux=y linearis egyenletrendszer 3.
egyenletét minden x€ R3 vektor teljesiti. Legyen x3=t, ahol t€ R tetszdleges.
Ekkor

—2y—3t=5=19=—-5—3t
201 + 20y =4 — 1, =T+ 3t
megoldasvektor:

7+ 3t
—5—3t
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Az FE matrix LU felbontéasa:

-2 2 1 1 00 -2
E= 6 -3 -4 |= -3 120 0
-4 1 1 2 01 0
1 00 -2 2 1
= -3 10 0 3 -1
2 -1 1 0 0 -2

det(E)=12
1. Az Ly=b egyenletrendszer megoldasa:

y1=0,92= -8, y3 = —4

2. Az Ux=y egyenletrendszert megoldva a megoldéasvektor:

-1
r=| -2
2
Az F matrix LU felbontésa:
2 —4 2 1 00 2
F=| -4 6 -1 |=|-2120 0
1 0 =2 5 01 0
1 00 2 —4 2
= -2 10 0 -2 3
% -1 1 0 00
det(F)=0
1. Ly=b egyenletrendszer megoldésa:
Y1 = =2, yo=1, y3=2
2. Ux=y egyenletrendszer
2 —4 2 1 -2
0 -2 3 xy | = 1
0 00 T3 2

ami ellentmondéasos.

A @ matrix LU felbontasa:
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)

1 4 =2
-3 3 -1
6 -2 1
0 -4 3

-2
0
0
0

0

1
2010
30 01

1 4 =2
-4 -1 1
8 6 —3
3 8 =3

-2

2
—4
—6

|

det(G)= 48
1. Az Ly

b egyenletrendszer megoldésa:

5794:6

67 Ys—

y1:57 Y2

y egyenletrendszer megoldasa:

2. Az Ux

3

27 Ty =

—1, T3

—2, i)

xr1 =

A H matrix LU felbontasa:

-3
-3
14
7

4
3
—13
5

2
-2
10
2

-1
0
0
0

NN o~ < MmN~ M
[ [
4329_~ <+ MmN o
NN oo
NN oo _
_
— o oo
‘I_AOOO |
{Il\
(
~—
~ N oo o -
oo o -
oo - -
oo o _
oS -0 - O — 0
[ [
— N <f — N <f oD
_ _
(\

12

det(H)

b egyenletrendszer megoldasa:

1. Az Ly

—6

y1:217y2:17y3:47y4
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2. Az Ux=y egyenletrendszer megoldasa:

1‘1:—3,1‘2:4,233:1,274:—2

Az [ matrix LU felbontasa:

—2 2 4 -2 1000 —2 2 4 -2
| s 6 3| | 2100 0 —4 8 —4 |
4 5 s 5|7 901 0 0 1 0 -1 |~

2 6 —22 15 100 1 0 8 —18 13

1 00 0 s 9 4 o

-3 100 B B
B 0 —4 8 —4 |
B 2 —3 10 0o 0 2 -2 [

0 0 -2 5

-1 -2 0 1

1 0 00 s 9 4 o

-1 00 - -

N 0 —4 8 —4
1 o2 -1 10 0 02 -2
0 00 3

-1 -2 -1 1

det(I)—48

1. Az Ly=Db egyenletrendszer megoldasa:
yi=14, yo = =8, ys=4, ys = —6
2. Az Ux=y egyenletrendszer megoldasa:

I1:—1,$2:4,I3:0,[E4:—2

. Mivel ay; = 0, ezért sorcserét kell végre hajtani. A

0100
1000
A=1001 0
000 1

permutacios matrixszal balrdl szorozva egy maétrixot, annak elsé és masodik sora fel-
cserélodik. Igy

1 -3 0 2
0 1 -2 4
A=h 4 2 —-928 1
-1 0 11
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és erre a legutobbi matrixra mar végrehajthato az LU felbontés elsd 1épése.

1000 1 -3 0 2
0100 0 1 -2 4
A=n 4010 0 14 —28 —7 |~
10 0 1 0 -3 1 3
1 000 1 =3 0 2
_p 0 100 0 1 -2 4
- 4 14 1 0 0 0 0 —63
-1 -3 0 1 0 0 -5 15

A legutols6 méatrixban a f6elem ( az asz elem) 0, igy Gjra sorcserére van sziikség. A

1000
0100
P2_0001
0010
matrixszal
1 000 1 =3 0 2
0 100 0 1 -2 4 ~
A=h 4 14 0 1 P 0 0 -5 15 = BLRU
-1 =310 0 0 0 —63
Mivel
1 000 1 000
= 0 100 0 100
Lb = g 1401 |~ 0 310 | TR
-1 =310 4 14 0 1
ezért
A= P, PLU =: PLU
ahol
0100
1000
P*P1P2*0001
0010

Az determinansok szorzastételét felhasznéalva det(A)=det(P)det(L)det(U)=315

B matrix PLU felbontéasa:

1 2 -2 1 1000 10 00 12 -2 1

2 4 11 0001 11 00 01 2 2
B= 3 6 35|17 1oo0o1o0 30 10 00 9 2
-1 -1 41 0100 -2 0 —5 1 00 0%
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det(B)=—33

C matrix PLU felbontéasa:

det(C)=-13

D maéatrix PLU felbontéasa:

S — AN 10
— O v O

AN — O O

AN o o O

oo o

oo —~ AN

o - O

— — —~la O

SO O
o — O O

o o - O

det(D)=—25

E marix PLU felbontéasa:

det(E)=0

F matrix PLU felbontasa:

N0 < O
O~ O O

< o O O

o oo
(\

~—
S OO

o O - 1_8
— |
O —H O -

™ =N N

_
~_

—
SO O

o o - O
o - O O

— o O O

|

|

—4 6 2
1

-2 3 5

-2 5 4

2
-2
1
1

det(F)=0

4. balrol szorozva

S IS
— N <
s 3 3
— I~
=3 =
3 A 2
s 3 3
— = S
B~ =
i &
S 3 3
— N IS
B~ =
(\
I
~/
s & E
S 3 =}
[ ]
— N I~
IS AN 3
i — i
s 3 3
(\
—
oo ~
o 8 o
(\
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jobbrol szorozva

ayr a2 ... Qip d1 0o ... 0 d1a11 d2a12 ce dnaln
a91 922 ... Aop 0 d2 R O o d1a21 d2a22 e dnazn
Ap1 Apo ... App 0 0 ... dn dlanl dgang . dna,m
. Az A méatrix LDLT felbontésa:
4 -8 2 1 00 4 -8 2
A= -8 12 0 = -2 10 0 —4 4 =
2 0 =5 % 0 1 0 4 —6
1 0 0 4 -8 2
= —2 1 0 0 —4 4 =
% -1 1 0 0 -2
1 00 4 0 0 -2 1
=\| -2 10 0 —4 0 0 1 -1
i 11 0 0 -2 0o o0 1
Az B méatrix LDLT felbontésa:
—1 3 =2 1 00 —1 3 =2
B = 3 =7 4 = -3 1 0 0 2 =2 =
-2 4 —4 2 0 1 0 —2 0
1 0 0 -1 3 -2
= -3 1 0 0 2 =2 =
2 -1 1 00 =2
1 0 0 -1 0 0 1 -3 2
= -3 10 0 2 0 0 1 -1
2 -1 1 00 =2 0 1
Az C matrix LDL" felbontésa:
1 -3 2 1 00 1 -3 2
C= -3 11 -2 = -3 1 0 0 2 4 =
2 =2 9 2 01 0 4 5
1 00 1 -3 2
= -3 10 0 2 4 =
2 21 0 0 -3
1 00 1 0 0 1 -3 2
= -3 1 0 2 0 0 1 2
2 21 0 0 -3 0 01



A D maéatrix LDLT felbontésa:

-1
6
—6
7

-2
—4

)
—6

1
2
—4
6

1 -2 -1
1 -2 7
-2 1 =8
7 =8 6

-1

1
-2
-1

|

-2
—4
-3

6

-1 1
0 2
0 0

oo O

o O - O

S — AN

)

— O O —

—2
—4
-3

0

-1 1
0 2
0 0
0 0

OO O

S O —= A

O — AN

6. Az A matrix Cholesky-felbontésa:

S AN

™ — AN

det(L)det(U)=det(U)=36

A determinansok szorzéstételét felhasznalva det(A)
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A B matrix Cholesky-felbontasa:

~/

_ﬁoo

N~ —
~/

OOﬂ

~
I

det(B)=12

A C matrix Cholesky-felbontésa:

S O AN

o~ O

N O O

o O -

S

— AN ™M

|

~1
V2

0
0

V2 =22 32
1
0

)

Oo_ﬂ

S~ A

det(C)=4
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A D métrix Cholesky-felbontasa:

-3
16
—4

9
0
0

-3
16
0

0

det(D)
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Az F métrix Cholesky-felbontéasa:

12 —4
30|
5 -8 |~
—8 20

-8
9
3
0

16
0
0
0

|

oo o -
oo — O
o - O O

— =N I I

_ _
~

12
-3
14

-8
13
-3
2

16
-8
12
4

Il
—

12 —4
3 0
4 -8

-8 20

-8
9
0
0

16
0
0
0

|

oo o
oo — O
S = I O

=N I

oo O

SO~ AN

_
S = I O

— =N < <

Nt —Hln — O

N - O O
_

— o O O

|

09 00
00 40
00 0 4

16 0 0 O

|

oo O

O O —~ AN

_
S = e O

— =N M <

=2304

det(E)

Az F méatrix Cholesky-felbontasa:

<t © O
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det(F)=4a>

P1. Szamitogéppel (dupla pontossagu szamitas mellett) kiszamolva az elsé egyenletrend-
szer megoldasara a kovetkezdt kapjuk: 1 = 0,29 = 1. Ugyanakkor a masodik egyenlet-
rendszer esetén x1 = 1, x5 = 1 adodik.

Azt latjuk tehat, hogy két matematikailag ekvivalens egyenletrendszer esetén lényegesen
kiilonb6z6 megoldasokat kaptunk a gépi megoldas soran. Egyik megoldas sem pontos, de
lathato, hogy a masodik megoldas kozelebb van a valédi megoldashoz. A jelenség ma-
gyarazata az, hogy a kerekitési hibakbol ad6do pontatlansdgok nagy hibakat okozhatnak
osztas soran, ha a nevezd abszolut érétkben kicsi. Az el6zd esetben pontosan ez a helyzet
(hiszen a megoldés sordn az a;; = 1077 elemmel osztunk). Az ilyen hibak elkeriilése
érdekében hasznaljuk a f6elemvélasztést.
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3.4 Legkisebb négyzetek modszere

1. (a)
A modell: F(t)=a+bt, a mérési adatok szama m=4. A modell paramétereit az
m >t > fi
. i=1 ( a ) i=1
2t Yt > tifi
i=1 =1 i=1
lineéris egyenletrendszer megoldaséval kapjuk. Behelyettesitve a megadott értékeket:
4 2 a '\ —§
2 6 b ) IER
6
A maétrix determinansa 20, igy a linearis egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato

(ez méar az adatokbol is leolvashato, mivel legalabb 2 kiilonb6z6 t¢; érték adott).
Az egyenletrendszer megoldasa:

()-x(2D(E)-(%)

. 5 1
Igy az illesztett modell: F(t)=—-—+=t .

(b)

A modell: F(t)=a+bt a mérések szama m=5. Mivel a ¢; értékek kozott van legalabb
2 kiilonboz6, ezért a feladat egyértelmiien megoldhato.
A megoldand6 egyenletrendszer:

(Z 146)(Z>:(—§)'

A matrix determinénsa 64 , igy

()= (2 D(D-(4)

az illesztett modell: F(t)=——=——t

(c)

A modell tovabbra is: F(t)=a+bt de a mérések szama 6 igy az m=6. Mivel itt is van
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legaldbb 2 kiilonboz6 t; érték igy a feladat egyértelmiien megoldhato.

A megoldand6 egyenletrendszer:
b =/

21
62
2 91
2 4

105
A matrix determinansa e igy

- 203
b 105\ -2 6 203
. 1
az illesztett modell: F(t):Z +t.

()

A megoldand6 egyenletrendszer:
5 10 a\
10 30 b )

A métrix determinansa 50, igy

a\ 1 ( 30 —10 I\ [ ©
b ) 50\ —10 5 4 ] _1_30
13 3

az illesztett modell: F(t):E—l—Ot :

Il
/N
—
N————

NGRS
N~

- (a)
A modell amivel kozelitiink az F(t) = ¢ + cot + c3t? alak. Az ismeretlen ¢y, ¢y, c3
paramétereket az AT A = AT f Gaus- féle normalegyenlet megoldasaval kapjuk, ahol

1t ¢

1ty t C1 fi

A= 2 ) T = Co ) [ = Ja

9 C3 I3

Ebbsl " . "
m St St > fi

=1 =1 =1
ATA=| Xt Xt X6 |, Af=| Xt f;
) =1 i=1 =1

Zn:’bl -~
S S S S,
= 1=



az adatokat behelyettesitve:

12 6\ [a ;
26 8 o | =32
6 8 18 C3 9
2
37 51 25
Ennek ldasa: ¢;—— =—, C3=——
nnek megoldasa: ¢ 40 , Co 40, C3 40
37 51 25
{ illesztett modell: F(t)= — 4+ —t — —¢?
igy az illesztett modell: F(t) IPTET,

(b)

A modell amivel kozelitiink az F(t) = ¢; + cot + c3t? alaka. Az ismeretlen cy, o, c3
paramétereket a

53 7 ¢ 3
37 9 Cy = 0
79 19 3 4

egyenlet megoldasaval kapjuk.

) 1 3 3

Ennek megoldésa: 01:—5, Co = e cy = 1

] . I 3, 3,

igy az illesztett modell: F(t) Sl Zt + Zt :

. Mivel az alappontok kozott csak 2 kiilonbozs érték szerepel els6foku polinommal
érdemes kozeliteni (magasabb fokszamu polinom esetén a megoldando linearis egyen-
letrendszer szinguléris lesz, a feladatnak végtelen sok megoldésa lesz).

A modell : F(t)=a-+bt, a mérési adatok szama pedig m=5. A modell paramétereit az

. i=1 ( a ) i=1
St ot > tifi
i=1 =1 i=1

lineéris egyenletrendszer megoldaséval kapjuk. Behelyettesitve a megadott értékeket:

5 1 a\ (51
1 11 b ) 12 )

A matrix determinansa 54, igy a linearis egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato.
Az egyenletrendszer megoldasa:
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—_

(3)-s( () -(9)

. 61 1
Igy az illesztett modell: F(t):@+@t :

4. Ttt is a Gauss-féle normalegyenletet kell megoldani ami a kovetkezs AT Ax = AT f
Az A matrix:

— = = = = =
Q
@}
n
R e R e e
3
(Sl
N
~—
wn
—
=}
e R e e e e
3
S~
N
— = = = =
O O~ O
_ o = O = O

Kiszamoljuk az AT A és AT f matrixokat:

—_

ATA =

—_
—_ O =
|
-
—_ 0 =
O =
—_ O =
SO W =
w O =

(a»]
_ o = O = O

— = = = = =
SR O = O

|
—
5

|
=ls =

1
ATf=11 0 -1
0

—_ O
O = =
—_ O

[
w

ROl WU D= IO N =
I

az adatokat behelyettesitve:

—
-3

— = o
o w
w o -
Q
[\v)

I
=

27 181 67
32°27 96737 o6
277 181

n (nt2) — L sin(nty)
—_— — COS|\ 7T — — SIN\(7T .
30 1 g (ST T g ST

Ennek megoldasa: c;=—
Igy az illesztett modell: F(t)=
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Ha a masodik tablédzat adatait kozelitjiik:

4 2 2
ATA=1[2 2 0
2 0 2

o

I
— =
[

—_— O = O

Mivel det(AT A)=0, ezért a linearis egyenletrendszer megoldasa nem egyértelmd. Ez
méar abbol is lathato, hogy az A méatrix oszlopvektorai nem linearisan fliggetlenek.

. A modell: F(t)=a+bt, a mérési adatok szama m=10.

Az illesztett model: F(t)=1.52654036 + 0.49132304 t

b
. A modell: F(t)=a+ el mérési adatok szama m=10.

3.02737220
Az illesztett model: F'(t) = 1.98808127 + ————

. A modell: F(t) =a+b-cos(nt) + c-sin(nt), a mérési adatok szama m=13.

Az illesztett model: F'(t) = 1.19946872 + 0.71225610 cos(7t) 4+ 0.97947590 sin(7t)

%)



3.5 Sajatérték feladatok

-2 3
=(5%)
A sajatértékek meghatéarozasahoz irjuk fel az A méatrix karakterisztikus polinomjat!

2—-A 3

det(A—AE):‘ 4 s

‘:(—2—)\)-(5—)\)—(—12):>\2—3)\+2

A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei lesznek:

AN —3\A+2=0

3498 3+1

2 2

A X\ = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektort az

A =

)\1:2, )\2:1

(A-2-Ejw=0

linearis egyenletrendszer megoldasaval kapjuk.
—4 3 U1 . 0
—4 3 (%) o 0 ’
v 0,6
-\ 0,8 )

A X =1 sajatértékhez tartozo sajatvektort az

igy

(A-1-FEjv=0

lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.

(2900
U:< )

igy

Sl=5-
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31
=(31)
A matrix karakterisztikus egyenlete:

A —4N+4=0.

Ennek gyokei:

A matrixnak egy kétszeres multiplicitasa valos sajatértéke van.
A )\ = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektort az

(A-2-Fjv=0
lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.
1 1 (%1 . 0
-1 -1 (%) - 0 ’

igy

A karakterisztikus egyenlet:
AN -2\ +2=0,

Ennek gyokei

2+4-8 2xy/-4 2441 212
2 N 2 - 2 N

Ao = 5

=144,

A matrix sajatértékei komplexek.
A X =1+ sajatértékhez tartozo sajatvektort az

(A= (1+1)-E)o =0

lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.
—2—1 =5 U1
1 2—1 (%)

57

Il
VRS
o o
~_

Ao =14i



igy

=ity )

A X =1 —i sajatértékhez tartozo sajatvektort az
(A—(1—-49)-E)p=0
lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.
() ()= ()
1 2+1 Vg 0 )’

igy

2. Induljunk ki az Av = Av egyenletbdl, majd vegyilik mindkét oldal norméjat!

[A[l - loll = [Av]l = lIxoll = [A] - vl
Ebbél v # 0 miatt kévetkezik, hogy

IA[l = A

3. Ha A-nak a 0 sajatértéke, akkor det(A—0F) = 0, tehat det(A) = 0, azaz A szingularis.
Ha A szingularis akkor det(A) = 0, azaz a A = 0 megoldja a det(A — AF) = 0
egyenletet, tehat A-nak a 0 sajatértéke.

4. Legyen v # 0 a \ sajatértékhez tartozo sajatvektor:
A-v=Xw.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat balrol A~!-gyel:
v=X-A"1. 0.

Az A matrix regularis, igy A # 0.

azaz az A~! matrixnak % sajatértéke, a hozzatartozo sajatvektor v.
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5. Legyen v # 0 a \ sajatértékhez tartozd sajatvektor.

A-v = Ao /A
APy = N-Aw
A2 v = A-(A-w)
A%y = Moo,

azaz \? az A% matrix sajatértéke, a hozzatartozo sajatvektor v.

6. Legyen v # 0 az A métrix \ sajatértékéhez tartozo sajatvektor.

Av = A /—cE-v
(A—cE)-v = (A=¢) v,

tehat A — c sajatértéke az A — cFE matrixnak, v pedig a A — ¢ sajatértékhez tartozod
sajatvetor.

7. Ha egy matrix dominans f6atloju, akkor a féatloban allo elemek nagyobbak, mint a
veliik egy sorban 1év6 elemek abszolutértékeinek osszegei.
Ez alapjan a Gersgorin korok uniéjaban nincs benne a 0, tehat az nem sajatértéke a
matrixnak, igy a méatrix regularis.

8. (a) A matrix sajatértékei a
4 kozéppontu és 4 sugard,
—3 kozéppontu és 2 sugari,
—7 kozépponti és 1 sugaru korck unidjaban helyezkednek el.

A 0 beleesik a 4 kozéppontu korbe, igy lehet, hogy a matrix nem invertélhato.
A korok nem metszik egymast, igy minden kérben pontosan 1 darab sajatérték
talalhato, amelyek valosak.

(b) A matrix sajatértékei a
4 kdzéppontu és 3 sugari,
3 kozépponti és 2 sugari,
7 kézépponti és 3 sugaru korok unidjaban helyezkednek el.

A 0 nem tartozik egyik korhoz sem, tehat a métrix invertalhaté. Mind hérom
kor metszi egymast, igy a 3 sajatérték ezek unidjaban barhol lehet. Mivel a
matrix szimmetrikus, igy sajatértékei biztosan valosak, a Gersgorin korok elhe-
lyezkedésébdl kovetkezGen pedig pozitivak. A matrix igy pozitiv definit.
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10.

11.

(¢) A matrix sajatértékei a
4 kozépponti és 5 sugar,
—5 kozéppontu és 2 sugar,
—11 kozéppontu és 2 sugart korok unidjaban helyezkednek el.
A 0 beleesik a 4 kozéppontu korbe, igy lehet, hogy a matrix nem invertélhato.

A korok nem metszik egymast, igy minden kérben pontosan 1 darab sajatérték
talalhato, amelyek valosak.

. A matrix sajatértékei a

8 kozépponti és 6 sugar,

5 kozéppontu és 3 sugar,

—3 kozéppontu és 2 sugari,

7 kozéppontu és 4 sugart,

—4 kozéppontu és 3 sugari korok unidjaban helyezkednek el.

A 0 nem tartozik egyik korhéz sem, tehat A matrix regularis. A —3 és —4 kdzéppontu
koérok univjaban 2, a 8 az 5 és a7 kozépponti kérok univjaban pedig 3 darab sajatérték
talalhato.

Ha adott az A € R™™ métrix és av € R”, v # 0 vektor, akkor a J(A\) = |[A-v — X - v
fliggvény minimumbhelye

)= (Av, v>‘
(v, v)
Ezt a hanyadost nevezziik Rayleigh hdnyadosnak.
Esetiinkben:
5= (Av,v)  (=3)-(=13)+7-27+2-6+5-20+1-4 43

(v,v) (—3)2+ 72 + 22 4 52 + 12 TR

igy A\ = % esetén lesz minimélis az Av — Av euklideszi norméja.

-5 —15
v = 0 , Av = 1 ,
4 12
\— (Av,v)  (=5)-(—=15)+4-12 _3
- (v,v) (—5)% + 42 -
igy a minimumbhely A = 3.
0 -1 0
A-3FE=| -1 -1 -1
0 -1 O

det(A — 3F) = 0, tehat a 3 sajatértéke az A méatrixnak.
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12. (a)

2 —1
A_<1 2), ¢ = 0.01.

Az y0)-t tetsz6legesen vélasztjuk ki, innentdl kezdve ez érvényes az alabbi felada-
tokra is!

o_ (1 Ay — 2 A0:<Ay(0)’y(0)>:2'1+1'O:2
' : ’ ! WO.yO) 110

2 3 (Ay® My 10
(1) — 4,0 — (1) 1 _ Y
weat= (1) wt=(3) -

Mivel a sajatérték két egymast kovets kozelitGértéke megegyezik, az iteraciot ab-
bahagyjuk. Kénnyen ellenérizhets, hogy annak ellenére, hogy az iteracio leallasi
feltétele teljesiil (tetszleges € esetén), A = 2 nem sajatértéke a méatrixnak. A
jelenség oka, hogy a matrix sajatértékei komplexek (2 + ).

3 1 -1
A= -1 3 2 e =0,001.
-1 2 3
0
Az y© = [ 1 | vektorbol inditva az iteraciot
0
K \E
1 | 4428571
2 | 4,565836
3 | 4,708517
4 | 4,820636
5 | 4,892743
6 | 4,936241
7 | 4,962060
8 [ 4,977372
9 | 4,986477
10 | 4,991906

K =10 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A A10_hez tartozo sajatvektor kozelités:

0, 005678
= | 0,707095
0, 707095

y(lo)

Mivel

HAy(lo) _ )10, y(lo)Hz <e

ezért az iteraci6 sikeres.
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2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

Az y©® = | 1 | vektorbél inditva az iteraciot

K| \F

1| 3,333333
2 | 3,411765
3 | 3,414141

K = 3 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A A®)-hoz tartozo sajatvektor kozelités:

—0,497468
= 0, 710669
—0,497468

y(3)

Mivel

||Ay<3> _,\3.y<3)H§ <

ezért az iteraci6 sikeres.

(d)
2 — 3
A= 1 1 1
1 3 —1
0
Az y©@ = | 1 | vektorbol inditva az iteraciot
0
K \E
1 [-0,714286
2 | -1,647059
3 |-0,767123
17 | 2,997504
18 | 3,001397

K = 18 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A A8 hoz tartozo sajatvektor kozelités:

0, 580383
y1® = | 0,577778
0,573871
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Mivel
HAy(ls) _ 8. y(18)H§ <e

ezért az iterécio sikeres.

(e)
3 -1 0
A= -1 2 -1 e =0,001.
0 -1 3

Az y© = [ 1 | vektorbol inditva az iteraciot

)\K
3,666666
3,976744
3,998536
3,999908

B~ w o | X

K = 4 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A M¥-hez tartozo sajatvektor kozelités:

—0, 575086
yW = 0, 581852
—0, 575086

Mivel )
4y 3 - <

ezért az iterécio sikeres.

e}
—_
I
\\}

A= -4 4 4 e =0,001.

Az y© = | 1 | vektorbél inditva az iteraciot

)\K
3777777
4,060606
3,956204
4,018622
3,989857
4,004856
3,997516
4,001229

0~ O Uk W RN
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K = 8 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A A®)-hoz tartozo sajatvektor kozelités:

0,161621
y® = [ 0,973528
0,161621

Mivel )
[Ay® =A%y O < e

ezért az iteraci6 sikeres.

()
4 =2 0 0
—1 4 2 0
A= 0 -2 4 1 e =0,001.
0 0 2 4
0
Az y© = é vektorbol inditva az iteraciot
0
K K
1 5)
2 | 5193370
3 | 5151964
4 1 5,092132
5 | 5,049725
6 | 5,024130
7 | 5,009953
8 | 5,002709
9 | 4,999389
K =9 esetén teljesiil a leéllasi feltétel.
A AO)-hez tartozo sajatvektor kozelités:
0, 156041
o | —0,486969
y =
—0, 322878
—0, 796406

Mivel )
||Ay(9) — 2. y(9)H2 <e,

nem teljestil ezért az iteracio sikertelen. Az iteracié méas kezdGvektorokbdl inditva
sem lesz sikeres, aminek az az oka, hogy a matrix sajatértékei komplexek.
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-10 -2 -2
A= 5 1 7 e = 0,001.
213 5

Az y©@ = | 1 | vektorbol inditva az iteraciot

)\K
-7,428571
-4,204082
-9,840173
-5,916457
-5,592783
-9,681270
-9,710750
-9,686712
-5,688746

© 00~ O Ul WX

K =9 esetén teljesiil a ledllasi feltétel.
A AO)-hez tartozo sajatvektor kozelités:

—0,464045
Yy = 0,122739
0, 877267

Mivel ,
14y =27y, < e

ezért az iterédcio sikeres.

1 2 1
A=|2 =2 2 e = 0,001
1 2 1
0
Az y© = [ 1 | vektorbol inditva az iteraciot

K| MK
1| -2
2] -2

Mivel a sajatérték két egymas kovets kozelitGértéke megegyezik, az iteraciot ab-
bahagyjuk.
Mivel A = —2 esetén az A - v = X - v egyenlet teljesiil, ezért \ sajatértéke a
maéatrixnak.
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3.6 Lagrange interpolaci6

1. (a) (=3,-6),(=2,—17),(=1,-8),(1,-2),(2,19)

Keészitsiik el az osztott differencidk tablazatat:

3 —6
T — 1
. . 97(711) o
s (=8)~(~17) SR (—2)-10
h-(2) - I
o (=2)—(=8) ey 6—(=2) =9 1
2-(8) _ 3 —(=2) _ 9
o D ny g EOD
) (D)
19— (—
(2 _ 9
2 19

Az illesztett polinom:

Ny(z)=—=6—-11-(z+3)+10-(z+3)- (z+2)—3-(z+3)- (z+2)- (x+ 1)+
+(@+3)-(2+2) - (z+1)-(x—1)=2"+22% - 32% + 2 — 3.

(b) (=3,-31),(—2,-8),(1,1),(2,22)

A differenciatablazat:

-3 -31
23
-2 -8 -5
1 1 ’ 9 0
2
21
2 22

Az illesztett polinom:

19
Ng(x)——31—|—23-(1‘—|—3)—5-(x+3)-(x+2)+1—0-(x+3)-(x—|—2)~(x—1):
_ Do + 193 o 1109, + s _ T 1, + By + 19
- 10 5 10 5 5 100 5 107
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(C) (—2, —13) , (—1, —4) , (1, 2)
A differenciatablazat:

-2 -13
9

-1 -4 -2
3

1 2

Az illesztett polinom:

No(x) =—=13+9-(z+2)—2-(z+2)-(x+1) = —22? + 3z + 1.

(d) <_27 _5) ) (_17 3) ’ (07 1) ) (2, 15)
A differenciatablazat:

-2 =5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2 15

Az illesztett polinom:

Ni(z) = =548 (z+2)—5-(z+2)- (x+1)+2-(x+2)-(z+1)-x = 223+ 2> -3z +1.

(e) (—1,4),(1,2),(2,10),(3,40)

A differenciatablazat:

-1 4
-1
1 2 3
8 2
2 10 11
30
3 40

Az illesztett polinom:

N3(z) = 4—1-(x+1)+3-(z+1)-(z—1)+2-(x+1)-(z—1)-(z—2) = 22° —2*—3z+4.
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(f> <_27 38) ’ (_17 5) ) (17 _1> ; (27 _10) ) (37 _7)
A differenciatablazat:

-2 38
—33
-1 5 10
-3 -3
1 -1 -2 1
-9 2
2 =10 6
3
3 =7

Az illesztett polinom:

Na(2) =38—33- (2 4+2)+10- (2 42)- (2 +1)=3- (2 +2) - (x+1)- (z — 1)+
+(x+2)-(x+1)-(x—1)(x—2).

2. A differenciatabléazat:

-2 -6
)
0 4 —4
—7 1
1 =3 0
-7
2  —10

Az els6 4 pontra illeszkedd polinom:

Niy(z)=—6+5-(x+2)—4-(x+2)- 2+ (z+2)-z-(x—1) =
=2° —32® — by + 4.

Ha azt a minimalis fokszamu polinomot keressiik, amely az el6z6 pontokon kiviil atha-
lad a (—1,2) ponton is, akkor az el6z6 tablazatunkat kiegészitjiik az j adattal, és
kiszamitjuk az utols6 "ferde" sort:
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5
0 4 —4
—7 1
1
1 -3 0 -
2
3
—7 Z
5 2
2 —10 -2
2
—4
-1 2

Az 5 pontra illeszkedd polinom:

N4(a:):Ng(a:)—l—%-(x—|—2)-x-(:v—1)-(x—2):

1 1
:§x4+§x3—5x2—3x+4.

. Szamitsuk ki a fliggvény értékét az x1, xo, r3 pontokban:
f(z1) = 0; f(z2) = 1; f(z3) = 0.
Az adataink tehat: (—1,0),(0,1),(1,0).

A differenciatablazat:

-1 0
1

0 1 -1
-1

1 0

Az illesztett méasodfoku polinom:

Noy(z)=04+1-(x+1)—1-(z+1)-z=2+1—-2°—2=1-2"

. Egy mésodfoki polinomot egyértelmiien meghataroz 3 kiilonb6z8 helyen vett helyet-
tesitési értéke. Ha a tablazatban szerepld értékek pontosak lennének, akkor barmelyik
3 adat ugyanazt a polinomot hataroznéd meg. ElGszor illessziink az elsé 3 adatra
polinomot:

-2 15
—6

-1 9 1
—4

0 5



A differenciatablazatbol felirva az interpoléaciés polinomot

No(x)=5—-4-z+1-2-(x+1)=2> -3z +5

adodik. Szamitsuk ki milyen értékeket vesz fel az N, polinom az 1,2,3 pontokban!
Ny(1) = 3; N3(2) = 3; Na(3) = 5. Lathato, hogy az x = 3 és © = 5 helyeken fel-
vett érték megegyezik a tablazatban adott értékekkel, azaz az N, polinom a (2,2)
pont kivételével minden pontra illeszkedik. Ebbdél kovetkezik, hogy az x = 2 helyen
megadott helyettesitési érték hibés, a helyes érték 3.
A p polinom:

p(z) = No(z) = 2* — 3z + 5.

. Ha az f fliggvény (n + 1)-szer folytonosan differencialhaté és L, (z) az (z;, f(z;)),i =
0,1,...,n adatokra épiil6 Lagrange-polinom, akkor az interpolécié maximalis hibaja:

MnJrl

(@)~ Lnl)] €

wnta (@)]

ahol wy11(z) = (x — wo)(w — 21) ... (T — 1),

My = max | f"*(z)].
z€[a,b]

A maximalis hiba megadéashoz el6szor kiszamoljuk a fiiggvény harmadik derivaltjat:

f”’(x) — _e 7,

A harmadik derivalt abszolutértékének maximuma az alappontok altal kifeszitett in-
tervallumon: Ms; = 1.

1 1
wy(z) = (z+1)- (:U—i——) -x:x3—|—§x2+—x.

2 2 2
A [-1,0] intervallumban az ws(z) fliggvénynek v = —3 — %g—nél van maximuma, a
maximum értéke ‘3/—5. Igy
1 V3
— Ly(z)] < = - -~ ~8,02-107%,
@)~ L) < 5 - 22 =8

. Altalanos esetben az interpolacié maximalis hibaja
|f(z) — Ly(z)] < % Nwnt1(z)], azaz n = 1 esetén
|f(z) — Li(z)] < 22 - |ws(z)| adodik.

wr(w) = (& — a)(z — b),

azaz ws(x) egy olyan masodfoku polinom, melynek zérushelyei a és b, a fGegytitthatoja
pedig pozitiv.
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Ebbdl kovetkezik, hogy ws(z) minimumhelye a gyokok szamtani kozepe: = = aTH’

Felhasznélva, hogy = € [a, b] esetén

itz (550) | (50 (59
_ (a+b2—2a> ‘ (a—l—l;—Qb)’:

_|b—a a—-b| (b—a)? _(b—a)2
2 2 | | 4 4
teljesiil, az
M. M, (b—a)?
£(@) ~ La(e)] < 22 () < 22 LS
M. M.
:?2~(b—a)2:—2 h?

Osszefliggést kapjuk, ami a bizonyitandé allitas.

. Szakaszonként linearis interpolacio esetén a hiba a kévetkezd modon becsiilhetd (1d.
6. feladat):

M.
[Fl) = La(@)| < 7+ 12
Ha h értékét tgy hatarozzuk meg, hogy
M, 1
— <5107
8 2
teljesiiljon, akkor a hiba a megadott korlat alatt marad. Mivel f”(z) = — cos(z), ezért
M, = max |f"(z)| = max |—cos(z)| = 1.
z€[0,m] z€[0,7]
Tehat
1 1
—.h*<--107"
s T3
h?<4-107

h<2-107%=0,02.

Ha az egyes részintervallumok hossza legfeljebb 0,02, akkor a hiba a megadott korlat
alatt marad.
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3.7 Hermite interpolacid, spline-interpolacié

(a) A differenciatablazat:

-1 4
9
1-9
L oa _q ' 8=(4) _ ¢
1—(-1) — 1—(-1) —
1 6 =y =8 gy =5
17 sy = 21 e = 2
1 6 L =T1 2o = 11
5 =88 -0 =54
2 94 288 — 125
213
2 94

Az illesztett polinom:

Hz)=4+49-(z+1)—4-(x+1°+6-(z+ 1)’ (= 1) +5- (x+1)*(x — 1)*+
+2-(z+ 1)z —1)* 2 —2) =22° + 2 +22° — 3z + 4.

(b) A differenciatablazat:

-2 13
—31
-2 13 21
—10 3
-1 3 24 —A47
14 —44 &
-1 3 —20 17 -9
14 7 -4
-1 3 —6 0
2 7
17 8
18
17

Az illesztett polinom:

H(z)=13-31-(z+2)+21 - (x+2)°+3- (z+2)*(x +1) =47 (z + 2)*(z + 1)*+

64
+§-(x+2)2(:c+1)3—9-(:c+2)2(:c+1)3(a;—1):
98 5 17 4 21T 4 55 , 365 185

= gpb s Tl 2ol 2000 O oy 9) — =22,
9z ST gttt o 50t z(x +2) 3
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(c) A differenciatablazat:

-1 4
5
-1 4 -3
-1 4
1 2 5 2
9 8 )
1 2 21 17 1
9 59 8
1 2 80 41
89 100
2 91 180
269
2 91

Az illesztett polinom:

Hz)=4+5-(z4+1)=3-(2+1)*+4-(z+1D*z -1 +2-(z+1)*(z - 1)*+
+5-(z+ 1)z -1+ (z+ 1)z - 1)* (2 —-2) =
= 2% +22° — 32" + 42° — 32 + 1.

(d) A differenciatablazat:

Az illesztett polinom:

Hz)=-1+2-(z+1)+2 - (z+1)*(x -1+ (z+1)*(x—1)*(z - 2).
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(e) A differenciatablazat:

-2 —-10
—20
-2 -10 28
8 —26
-1 =2 2 16
10 —10 —4
-1 =2 -8 4 1
10 2 -1
-1 =2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2

Az illesztett polinom:

H(z)=—-10—-20-(z+2) + 28 (z +2)* =26 - (v + 2)*(z + 1)+
+16- (2 4+2)%(x+ 1) —4-(z+ 2%+ 1>+ (z + 2%+ 13 - 1).

2. Az xg, f(x0), f'(x0) adatokbol elkészitett differenciatablazat:
zo  f(xo)
zo (o)

[ (o)

Az f fiiggvény xo-beli érintGjének egyenlete a kivetkezs:

y(x) = f(wo) + f'(w0)(x — 20).

3. Helyettesitsiik be a fenti fiiggvénybe az z = 0-t. Azaz f(0) = cos(0) — (0)* — 3 - (0),
az eredmény f(0) = 1. A fiiggvény elsd derivaltja: f'(zr) = —sinz — 22 — 3. Azaz
f/(0) = —sin(0) — 2- (0) — 3, az eredmény f'(0) = —3. Igy

amibdl a differenciatablazat:



Felirva az interpoléacios polinomot a fenti fliggvény x = 0 pontbeli érintGjének egyen-
letét kapjuk, ami: y(z) =1 — 3.

4. A differenciatablazat:

zo  f(x0)
fl(x()) 1"
ro  f(x0) @
#(z0) f”’é'wo)
"y ’ 4) (g
To f(ffo) f (20) / 4(! 0)
#(z0) f 3(!ﬂﬂo) )
(g, . (n) x
To f(ffo) f (20) : ! n(' 0)
f'(xo)
i @)y
Zo f(x()) : ! 4([ o)
f///(‘,EO)
3!
f"(z0)
2
f'(xo)
zo  f(wo)
Az illesztett polinom:
"
x
H(@) = f(a0) + £ la)lx — ) + 00 (@ — )2
e () (g
_|_f ?E‘O) '<x_x0)3+”.+f n(' 0) '($—$0) ’

ami pontosan az [ fliggvény xy koriili n-ed foku Taylor-polinomja.

5. Az adatok tablazatban:
H(z;) | 4 | 6|12
H(z;) | -3[13] 9
A H; polinomot tgy hatarozzuk meg, hogy illeszkedjen az alabbi adatokra:
Hi(z;) | =3 ] 13

A differenciatablazat:

)



Az illesztett polinom a differenciatéablazat alsé élébél felirva:
Hi(z)=6+13-(x —1)+6-(z—1)2+2-(x —1)?- (x+1).

A H szakaszonként harmadfokd polinom folytonosan differenciallhato lesz, ha Ha-t
gy hatérozzuk meg, hogy illeszkedjen a kévetkezs adatokra:

Hy(z:) | 6 | 12
Hy(z;) [ 13] 9

A differenciatablazat:

1 6
13
1 6 )
3 4
3 12 3
9
3 12

Az illesztett polinom:
Ho(z)=6+4+13-(z—1)—=5-(x —1)2+4-(x —1)*- (z — 3).

H(z) | 46|12
H(xz) ||-3|a]| 9

Ebbdl az elsé polinom:

ZT; -1 1
H(z;) | 4|6
H(z;) | -3 |«
A differenciatablazat:
-1 4
-3
-1 4 2
1 0425
a—1
1 6
2
o
1 6
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Az illesztett polinom:

—1 —5
Hl(a;):6+a-(x—1)+aT-(:c—1)2+a4 (=12 (z+1).
A maésodik polinom: H(x;) || 6 | 12
H(xz;) |a| 9
A differenciatablazat:
1 6
a
1 6 33—«
2
5 3+«
4
3 12 3
9
3 12
Az illesztett polinom:
3 -« 3+«

(z—1)*(z - 3).

HZ(-T):6+a'($—1)+7'($—1)2+

Lathato, hogy a feladat tetsz6leges o € R esetén megoldhato.

7. H kétszer folytonosan differencidlhato, ha kétszer differencialhato
és a masodik derivéltja folytonos.

H/(1)=9%%-2+4+92.2.2=20 -6

Hy(l)=%2.2432.2.(=2)=3-a-3—-a=-2a

Ebbdl a kétszer folytonosan differencialhatosag feltétele a 2ae — 6 = —2a egyenlet tel-
jesiilése, aminek megoldésaként o = % adodik.

Igy a keresett polinomot megkapjuk, ha az el6z6 feladatban « helyére %—et helyettesi-
tiink.

2(x+1), haxel[-1,1]
)2(z+1), haze(l,3].

(@)
_l_
|
—~
|
—_
~—
+ +
NGO
([
—
NN
+
0 0l
[
—_ =
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3.8 Nemlinearis egyenletek és egyenletrendszerek

1 1

1. Az egyenletet irjuk = = % - cosz alakba, és legyen g(z) = = - cosz, valamint f(z) =

3 3

% - COST — X
Ekkor a g(x) = x egyenlet gyokét keressiik (azaz a g lépés fixpontjat).
Mivel g : [—g, g] — [—%, %} - [—%, g], azaz a ¢ leképezés a [—g, g} intervallumot
onmagaba képezi le, tovabba
, 1. , 1 . 1

J@)=—3sine ()| =3 final <3,
ezért a fixpont-iteracié konvergenciatételének feltételei teljesiilnek, tehat barmely xq €
[—’—;, g} kezdGpont esetén az xpq = % -cos x sorozat (k=0,1,2...) tart az egyenlet
gyokéhez. Az egyenletnek a [—g, g} intervallumban egyetlen gydke van.
A sziikséges 1épésszam becsléséhez a kovetkezd Gsszefliggést hasznaljuk

k

o= < 7 - lglan) — .
ahol x* az egyenlet [—%, %}-beli gyoke,
¢= max |¢'(z)|.
ze[-%, %]

Esetiinkben xy = 0, és ha a k értékét gy hatérozzuk meg, hogy

qk:

I—gq

+|g(zo) — 0| < 0,5-107°

teljesiiljon, akkor a hiba kisebb lesz, mint 0,5 - 1073,
Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe

1k 1
2 . |=-0/<0,5-107°
1-1 13
amibdl
k> 6,29,

tehat, ha legalabb 7 1épést végziink, a hiba kisebb lesz, mint 0.5 - 1073
Az iteraciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xy értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

Lk f(xr)

0 0,333333
0,333333 | —0,018348
0,314986 | 0,001948
0,316934 | —0,000202
0,316732 | 2,10-107°
0,316753 | —2,18-107°
0,316751 | 2,26-107"

U | WO
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2. Irjuk 4t az egyenletet

313 + 4
LE g
12
alakba. Ekkor a
(z) 33 +4
:L' =
g 12

valasztassal a g(x) = = egyenlet gyokét keressiik.
Mivel g : [0, 1] — [%, %} C [0, 1], tehat a g leképezés a [0, 1] intervallumot 6nmagéaba
képezi le, tovabba
2 2 2
g =22 = g =<y
ha x € [0, 1], igy a konvergencia feltételek teljesiilnek, tehéat az x4, = g(z)
(k=0,1,2...) iteracio konvergens tetszdleges xy € [0, 1] esetén.
Az {z}} sorozat tart az egyenlet egyetlen [0, 1]-beli gyokéhez. Legyen
323 + 4
flay = 2
Az iteraciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xj értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

T

T f(xx)

0 0,333333
0,333333 | 0,009259
0,342593 | 0,000793
0,343386 | 7,00 - 107
0,343456 | 6,19 - 10-©
0,343462 | 5,48 - 107
0,343463 | 4,86 - 10~°

DO | W N~

3. Mivel a h(z) = Inx fliggvény szigortian monoton névekvs, a g(x) = 2 — = fiiggvény
szigortian monoton csokkend, tovabba h(1) < g(1) és h(2) > g(2) ezért azlnz =2 —x
egyenletnek egyetlen gytke van, ami az [1, 2] intervallumban talalhaté. Az egyenletet
Inz+2—2x = 0 alakba irva alkalmazzuk a Newton-moédszert az xo = 1 pontbdél inditva
az iteraciot.

Az f(z) =Inz 4 2 — x jeldlést bevezetve f/(z) = 1 4 1, igy az iterdcio
Inxy, + zp, — 2

i k=0,1,....
x—k-i-l

Tk4+1 = T —

Az iteraciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xy értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

Ty f(xk)
1 -1
1,5 —0,094535

1,556721 | —6,97 - 10~*
1,557146 | —3,72-107%

W N =] O
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4. f-nek van gyoke [0,1]-ben, mert f(0) =1 > 0, f(1) = e —4 < 0 és f(x) folytonos.
Vizsgéljuk meg a fixpont-iteracié konvergenciatételének feltételeit:
1

a g(z) =1 -e? jeldlést bevezetve

g 0,11 |3.5ve| c o

és g'(x)=1-e2 < 1.
lgy az {z}} sorozat tetszéleges xy € [0, 1] esetén tart az egyenlet egyetlen [0, 1]-beli
gyokéhez.

5. A V5 az f(z) = 2 — 5 fiiggvény egyik zérushelye.
Legyen xy = 2. Mivel f'(x) = 2z, a Newton-modszer jelen esetben:

-5 1 )
Jlk+1:$k—xk :—<5L’k—|——> ]{320,1,2,...

ka 2 T
Ekkor
k T f(xr)
0 2 1
1] 2,25 0,0625
2 12,236111 0,000193
3 |2,236068 | 1,00624 - 10"

6. Legyen h(x) = sinx és g(x) = e*. Ekkor h(—4) > g(—4) és h(—=3) < g(—3), ezért az
e” = sinx egyenletnek a [—4, —3| intervallumban van gyoke. Az egyenletet e* —sinx =
0 alakba irva alkalmazzuk a Newton modszert az xop = —4 pontbdl inditva az iteraciot.
Az f(x) = e* — sinx jelolést bevezetve f'(x) = e* — cosz, igy az iteracio

e — sinxy,

T4l = T — k:0,1,2,...

€} — COS Ty,

Az iteréciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xj, értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

k Ty, f(xy)

0 —4 —0, 738487
11-2,900095 | 0,293252

21 —3,186770 | —0,003857
31 —3,183062 | 5,85 - 1077
41 —3,183063 | 2,01-107°
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7. Ha xg > 0

T =Ty — f/(ﬂjO) = To — 1 x? :[L‘O_Q'xoz—xo,
(o) 2" Uz
ha zo <0
x —/Z
xl—xo—f/( 0) To— 5 \/F =20+ 2 (—x9) = —p.
f' (o) 2 V=m0

Az iteraci6 soran felvaltva kapjuk az xg, illetve —x( értékeket, tehat a sorozat nem
konvergal. A gépi megvalOsitas sorén, a kerekitési hibdk miatt, lassan ugyan, de az x,
sorozat tartani fog a gyokhoz.

. Legyen f(z) = 2° — 3z — 2, ekkor f (2) = 322 — 3. Ezeket felhasznalva

a3 — 3z, — 2

T+l = T — 31%—_3, ahol k= O, 1, 2.

Az eredményeket tablazatba foglalva:
0 1,5 -3,125
11 2,333333 | 3,703704
2 1 2,055556 | 0,518690
31 2,001949 | 0,017567
4 | 2,000003 | 2.23-107°
5 | 2,000000 0

9. Legyen f(z) = 2° — 3z + 2, ekkor f (z) = 322 — 3. Igy

xy — 3wy, + 2

Th41 = Tk — 31‘2 3
‘-

,ahol k=0, 1, 2

Az eredményeket tablazatba foglalva:

0 1,5 0,875

1] 1,266667 | 0,232296
21 1,138562 | 0,060259
3| 1,070777 | 0,015383
41 1,035792 | 0,003889
5| 1,018001 | 9,78 - 10~*
6 | 1,009027 | 2,45-107*

Lathato, hogy a modszer lassabban konvergal mint az el6z6 feladat esetén.
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10.

11.

k=0, 1, 2...... iteracioval

15 0,875
1,033333 0,003370
1,000182 | 9,954191 - 10~8
1,000000 0

Wl RO =

a konvergencia felgyorsult. A jelenség magyarazata, hogy az 1 az egyenlet kétszeres
gyoke.

(a) Ha az iteraciot valamely xy € (—1,1) kezd6pontbol inditjuk, akkor z; — 0 , ha

k — o0

(b) Ha zo € [—1,0), akkor 2 — —1 , ha k— oo, mig xy € (0,1] esetén z;, — 1, ha
k— o0.

Legyen

Lcos(2x; — a9 —%
G(:c):(j ( ) )

. 2
3sinxy — 3

és T=|—m, x| X [—m, 7.

Ekkor G: T— R? TC R? és az © = G(x) egyenlet gyokét kozelitjiik az zk+D) =
G(z®), k=0, 1, 2... iteracioval.

Megvizsgéljuk a konvergencia feltételeit:

1 3 1

—1 < ~cos(2z1 — 19) — = < —= = G4(x) € [-7, 7],
4 4 2
1 2 1

-1< gsinxl ~3 < 3= Gy(x) € [—m, 7],

tehat G(T') C T.

Ezek utan felirjuk a G leképezés Jacobi-matrixat:

o %% %—% B —% sin(2xy — xo) }Lsin(Qm )
@ =\ e, oe | = 1

9. oo 3 COS Iy 0

3
1 ]|oo < 7 igy a G(x)=x egyenletnek pontosan 1 gycke van T-ben. Minden () € T

kezd6vektor esetén az xF+1) = G(2*)) sorozat tart ehhez a gyckhoz.
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12. T =[0,1] x [0,1] x [0,2]

Legyen
0,12% + 0,123 + 0, 123
g(l’) = 0, 1ZL'1 +0,1$2+0,1ZE3
0, lz1x073
Lathato, hogy a g(T) C T

Ezek utan felirjuk a g leképezés Jacobi-matrixat:

991 9q1  Oq

Ozx1 Oxy Ous 0,2z, 0,2z, 0, 2x3
— 992 092 992 | _
J(l‘) - dx1  Oz2  Oz3 - 0,1 0,1 0,1
dgz 9dg3 Ogs 0, 11’1372 0, 11’15[33 0, 11’15[32

oz Oz oxs

A J sornorméja: ||J]|e < 0,8 <1

A konvergencia feltételei teljesiilnek, igy az iteracié minden z(® € T kezdévektor
esetén konvergal.
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3.9 Kozelit6 integralas

Az alapintervallumot ([3,6]-ot) 5 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezsek:
To=3 1 =3,6 To=4,2 r3 =4,8 Ty =05,4 T5 = 6.

Osszetett trapéz formula:

Lo —h (f(;o) f(ﬂ;m))

képletbe az adatokat behelyettesitve, és az eredményt 6 tizedesjegyre kerekitve

Az

(z1) + flw2) + -+ fwm) +

I5.0 = 4,659228.
A hiba becslése:

az
(b —a)®
12m?2

[1(f) = Imaa ()] <

becslést hasznéljuk, ahol

2

My = max | f*(z)].

z€la,b|

Az f(x) =V —2=(x— 2) fliggvény elsé és masodik derivaltja,
fie)=4 (e-2)5,
f'(@) =—7 (2 —2)72,

amibdsl My = %, igy

1(f) — Isea(f)] < G2

— 9 _ —2
= 2 =12,25-10"2

PN,

Osszetett Simpson formula:

Az

Ima:S =

ol s

(f(xo)+4f (:cﬁ%) +2f(z1) + 4Af (x1+g) ot
+4f (xm 1+ h) + f(a ))
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képletbe az adatokat behelyettesitve, és az eredményt 6 tizedesjegyre kerekitve
I5.3 = 4,666652.
A hiba becslése:

az

(b—a)
2880m*

|I(f) - mm3( >| =

becslést hasznaljuk, ahol
My = max |f(z)].

z€la,b|
A fuggveny harmadik és negyedik derivaltja:
() =2 (e —2)h,
_1
f"(x) = 12 (z—2)7,
tehat My = 16, igy

5
[1(f) = Ises(f)] < 52803%4 ' % 640000 = 1,2656 - 107,

Az alapintervallumot ([1,2]-t) 5 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezsek:
ro=1 r1=1,2 ro=1,4 r3=1,6 ry=1,8 T5 = 2.

Osszetett trapéz formula:

Isea(f) = £ - (0+In(1,2%) + In(1,4%) + In(1,6%) + In(1, 8%) + %) = 0, 769263.
A hiba becslése:

Az f(x) = In(2?) = 2 - In(x) fiiggvény els6 és masodik derivaltja:

flx) =2,

f'@) =—-%,

amit felhasznalva My = 2, igy

(f) = Lo (f)] < &2 -2 = L = 6,6667 - 102,

Osszetett Simpson formula:

Lsas(f) = 55 - (0+4-In(L,1 ) +2-1n(1,2%) +4 - In(1,3%) + 2 - In(1,4%)+

+4-1n(1,5%) +2-In(1,6%) + 4 - In(1,7%) + 2 - In(1,8%)+
+4-1n(1,9%) +In4) = 0, 772587.
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A hiba becslése:

A fiiggvény harmadik és negyedik derivéltja:

fl/l(:c)

f””(ZE) _

4

237

" 12
)

tehat M, = 12, gy

I(f) — Ises(f)] < &0 12 = L = 6,6667 - 10°S.

0

2880-54 150000

fl elzfldm, m=>5

Az alapintervallumot ([0, 1]-et) 5 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kiévetkezGek:

LUOIO

Osszet

I1:0,2 $2:O,4 1’3:0,6 $4:0,8 $5:1.

ett trapéz formula:

Iuo(f) = L (55 + €709 47080 4 7064 4 =036 1 1y — () 544702,

5

A hiba becslésére:

Az f(

z) = e’ fiiggvény els6 és masodik derivaltjat hasznaljuk:

f(x) = e~ 1. 2z,
f(x) = e 1. (4a® + 2),

amibdl M, = 6, igy

—_0)3
1(f) = Lo (f) < S5 6= &5 =2 1072

Osszet

12-52

ett Simpson formula:

1
Lius(f) = o (€71 4 4.e709 1 9. ¢7096 4 4. o091 | g 084,
F4oeOT 9. em08 g o708l 9. o036 L g o000 | 1) =
=0, 538090.

A hiba becslése:

A fliggvény harmadik és negyedik derivaltja:

f(x) =

fl/l/ (x>

e 2z (422 +2) 4 €8x = el (823 + 122),
=1 2p . (823 4+ 122) + €771 (242 +12) = e (162% 4 4822 + 12),
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amit felhasznélva My = 76, igy
=4,2222-1075.

1(f) = Lua(f)] < S 76 =

2880 2880-5% 450000

flz 2?Inzdr, m=4

>
Il
o
I
IS
Il

21=0,25

Az alapintervallumot ([1,2]-t) 4 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezdek:
w():l .’171:1,25 LE2:1,5 5133:1,75 x4:2.

Osszetett trapéz formula:

Liao(f) = 0,25 (0 + (1,25% - In1,25) + (1,5% - In 1,5) + (1,75% - In 1, 75)+
n 22.1n2
2

) = 1,090269.

A hiba becslésére:

Az f(z)=2*Inx fiiggvény elsé és méasodik derivaltjat felhasznalva:
fliz) =22 -lnz+2* L =22 -Inx+uz,
f'(z) =2 -Inz+ 2z - 5—1—1 2-lnx+ 3,

amibdl My =2 -1n2 + 3, igy

|[(f) - [4902( )| < 12- 4% (2 -In2+ 3) = 2, 2845 - 1072,

Osszetett Simpson formula:

Lias(f) = 1,070613.
A hiba becslése:

A fiiggvény harmadik és negyedik derivéltja:
f(a) =2
f””(l’) _ _932_27

tehat My = 2, igy
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(e)

fo% In(cosz)dx, m =3

h:b—a:

m

wlaln

Az alapintervallumot ([0, 7]-et) 3 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kiovetkezGek:

s m _m
CL’O:O l’lzﬁ xQZE ZL’3—Z.

Osszetett trapéz formula:
I35(f) = —0,0921.
A hiba becslésére:

Az f(x) = In(cos x) fiiggvény els6 és masodik derivaltjat hasznaljuk,
f'(z) = == - (—sinz) = —tanuz,

f'(2) = = s
tehat M2 = 2, igy

11(f) = Lo ()] < G2 .2 = 8,9717 - 1073,

12-32

Osszetett Simpson formula:

Is3(f) = —0,0864.
A hiba becslése:

A fliggvény harmadik és negyedik derivaltja:
f"(x) =2-cos3x-(—sinr) =—2-cos 3z -sinz,

f””(l‘) _ 6-COS_4ZL" (—Siniv) .sinxt — 2'COS_3$‘COS‘T =

. 9
. _ 6sin“ x 2
=—6-cos dx-sin®xr—2-coslr=— Yol 5
costx cos?
Gsin’x + 2 6 —4cos’x
cost x cost x

tehat M, — 16, gy
\5
1(f) = Isus(£)] < 5200 16 = 2, 0497 - 105,

fi)l edr, m=3

Az alapintervallumot ([—1,0]-t) 3 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezGek:

88



5(30:—1 X1 = —

Wi

IL‘3:0.

wl=

T9 — —

Osszetett trapéz formula: Is,o(f) = 1,512094.

A hiba becslése:

Az f(z) = e*” fiiggvény els6 és masodik derivaltjat kiszdmolva,
fla)=e" -2z,
fix) =€ 20204 e" -2 =e" - (422 + 2),

amit felhasznélva My =6 - e, igy

1(f) — Tsaa(f)] < G- (6 €) = 0,151016.

Osszetett Simpson formula:

Lias(f) = 1,462873.

A hiba becslése:

A fliggvény harmadik és negyedik derivaltja:
f"(z) = e 20 (422 +2) + ¢ - 8z = - (827 + 122),
() = e - 2x - (823 + 122) + €% - (2422 4+ 12) = € - (162" + 4822 + 12),

tehat M, = 76 - e, igy
11(f) = Isgs ()] < A2 (76 - ¢) = 8,8559 - 102,

2880-34

2. Oszetett trapéz képlet esetén a hiba becslése:
I(f) = Lnaz(f)| < G52 My, abol My = maxeoy |/ (x)].

Mig Gsszetett Simpson formula esetén a hiba becslése:
|‘[(f) - ]m;r?)( )| < 2880 )4M47 ahol M4 maXIE[a,b} |f(4)($)|

A megoldas soran felhasznaljuk, hogy az M, és M, értékeket mar az 1. feladatnal
kiszamoltuk.

(a) f36 VvV —2dz
Ha a trapéz formula esetén az m értékét ugy hatarozzuk meg, hogy

b_
—< - a) M, <0,5-107%
m

teljesiiljon, akkor a hiba a megadott korlat alatt marad.
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6-3)° 1
(12 m)2 7 <0,5-107

9

Z.10* < m?

8 m
106, 066 < m.

Ha m-et legaldbb 107-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Ha a Simpson képlet esetén az m értékét gy hatarozzuk meg, hogy

(b—a)
2880m

teljesiiljon, akkor a hiba a megadott korlat alatt marad.

M, <0,5-107*

637 15 »
O=9F 0 510
9880 -mi 16

35. 15
210* < m?
2880 - 8 mn

6,3067 < m.

Ha m-et legalabb 7-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

(b) ff In(z?)dz

Trapéz képlet esetén:

2-1)°
12 - m?

1
— .10t < m?
3 m

57,735 < m.

.2<0,5-107*

Ha m-et legalabb 58-nak valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

(2—1)° 4
5880 gt 12 <0010
1
— .10% 4
120 0*<m
3.0214 < m.

Ha m-et legalabb 4-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint 0,5 -
1074
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Trapéz képlet esetén:

(1-0)° 4
) .1

12 m? 6 <0,5-10
10* < m?
100 < m.

Ha m-et legalabb 101-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%

Simpson képlet esetén:

(1-0)° 4
IS 1
oo T6<0,5-10
19
104 4
360 0 ™
4,7931 < m.

Ha m-et legalabb 5-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

(d) ff 22 1n zdx

Trapéz képlet esetén:

2 —1)3
gQ L-(z-m2-+3)<(x5-ur4
-m
2-1n2
HT%.104<m2
85,5019 < m.

Ha m-et legaldbb 86-nak valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

(2-1y
2880 -
1
— .10 < m?
720 m

1,9305 < m.

-2<0,5-107*

Ha m-et legalabb 2-nek vélasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%
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(e) fo% In(cos x)dx

Trapéz képlet esetén:

(1)°
12 - m2
&)

3

40,1859 < m.

.2<0,5-107*

210 < m?

Ha m-et legalabb 41-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

(9)°
2880 - m
&)’
90
2,4005 < m.

.16 <0,5-107*

210 < m?

Ha m-et legalabb 3-nak valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

(f) J° e da

Trapéz képlet esetén:

0+1)°
(1; )2 -(6-€)<0,5-107*
-m
e-10* < m?
164, 8721 < m.

Ha m-et legaldabb 165-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

(0+1)°
2880 - m4
19
. . 104 < 4

360 © mn

6, 1544 < m.

-(76-¢) < 0,5-107*

Ha m-et legalabb 7-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.
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3. In2= ff %dx,
igy az ff Ldz integral kozelitését kell elvégezniink.

Mivel f”(z) = 2 és M, = 2, ezért ha az m értékét ugy valasztjuk, hogy

(2—1)°

12 -m?

teljesiiljon, akkor a hiba kisebb lesz, mint 0,5 - 1073.
Az el6bbi egyenlStlenséget atrendezve

-2<0,5-1073

1
3 10® < m?, amibél
18,2574 < m.

Ha m-et legalabb 19-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint 0,5-1073.
Ekkor I1gxo = 0,693320.

4. A kozelitést ay - f(x1) + ag - f(z2) + as - f(x3) alaka kvadraturaval keressiik.
A kvadrattra alappontjai:
1'1:0 s %2:05 s .1'321.

Ha az integralkozelits formula egytitthatoit tgy hatarozzuk meg, hogy az pontos legyen
az f(z) = 1, f(z) = x, f(x) = 2? fiiggvények esetén, akkor a formula pontos lesz
minden legfeljebb masodfokd polinom esetén.

elegyen f(x) =1
) 1 1 2
Egyrésat [, 1-/xdr = [ /xdx = 2,
mésrészt a; - flz1) +as- f(z2) +as- f(zs) = a1 + as + as.
Igy az a1 4+ az + a3 = % egyenletnek kell teljesiilnie.

elegyen f(x) ==z

Egyrészt fol T J/rdr = %,
%lletve ay - f(zq) + as - f(xo) + as - f(x3) :O'CL1+%'CL2+1'CL3.
Igy az % cag + az = % egyenletnek kell teljesiilnie.

(SN

—~

eLegyen f(z) = 22

Egyrészt fol a? - frdr = 2,

illetve ay - f(.’ll'l) + as - f(iL'Q) + as - f(ﬂi’g) =0- a; + % - Qo + 1- as.
Igy az }l “ag + az = % egyenletnek kell teljesiilnie.

Az
2
a; + as +as = g
1 n 2
— - Aa = —
2 2T
1 n 2
—ay+az =~
4 Ty
egyenletrendszer megoldasa a; = 15z, a2 = 32, a3 = 5.
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5. f_ll f(x)dx
A kvadratura alappontjai:

3 3
Z)L'lz—\/; s IQZO s 1’3:\/;.

Hasonléan eljarva mint az el6z6 feladatnal:

elegyen f(z) =1
[t 1de =2,
az ag + a1 + as = 2 egyenletnek kell teljesiilnie.

elegyen f(z) ==z
f_ll xdx = 0,

az—\/§~ ap + \/g -ag = 0, azaz —ag + as = 0 egyenletnek kell teljestilnie.

2

Az
ag+ a1 +as =2
—AQao + a9 = 0
3 - 3 o — 2
5 05 73
egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy a kvadratira sulyai
5 8 5
an = — ar = — a9 = —.
0 9 ) 1 9 ) 2 9

Vizsgéljuk meg, hogy a kvadratiira pontos-e a legfeljebb harmadfoku polinomok esetén!

Ha f(x) = 2?, akkor
[, f(z)dz = 0, tovibba

Go‘f(-\/é)—i-al'f(o)‘i‘%'f( g)z
5 3 ’ 8 5 3 ’
—5‘(— 5) +§'O3+§'< 5) =0,

tehét a legfeljebb harmadfoki polinom esetén is pontos a képlet.

w

Vizsgaljuk meg, hogy a kvadratiira pontos-e a legfeljebb negyedfokt polinomok esetén!

Ha f(z) = 2*, akkor
fjl f(z)dz = 2, tovébba
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GO'f(—\/§>+a1'f(0)+a2'f<\/§> =
:5(_ §>4+§.O4+§.< §)4:z
9 5 9 9 5 5’

tehat a legfeljebb negyedfokii polinom esetén is pontos a képlet.

Vizsgaljuk meg, hogy a kvadratira pontos-e a legfeljebb 6tédfokt polinomok esetén!
Ha f(z) = z°, akkor

[, f(z)dz = 0, tovibba

3
GO'f(—\/g>+a1'f(0)+a2'f< g)z
) 3 ; 8 5) 3 ’
25'(— 5) +§'05+§'< 3) =0

tehat a legfeljebb 6todfoka polinom esetén is pontos a képlet.

w

Vizsgaljuk meg, hogy a kvadratira pontos-e a legfeljebb hatodfoku polinomok esetén!
Ha f(z) = 25, akkor
fjl f(z)dz = 2, tovébba

3 3
GO'f(—@ﬂrf@H@'f(@:
5 3 ’ 8 5) 3 ’ 6
:§'<‘ 5) *5'0("*5'( 5) =%

tehét a legfeljebb hatodfoku polinom esetén mar nem pontos a képlet.
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4 BEFEJEZES

A feladatgytjteményben szerepld témakorok az alabbi felosztasban keriiltek kidolgo-
zasra:

Potyok Nikolett: Lebeg&pontos szamok; Lagrange interpolécid; Hermite interpolécio,
spline-interpolacio; Kozelitd integralés.

Jobbagy David: Lineéris egyenletrendszerek megoldasa, matrixok felbontésa; Legkisebb
négyzetek modszere; Nemlinearis egyenletek, egyenletrendszerek.

Lehoczky Bence: Normék, kondicioszamok; Sajatérték feladatok; Nemlineéris egyenletek,
egyenletrendszerek.

A feladatgytijteményben talalhatéak mind tablas mind géptermi feladatok. A szami-
togéppel megoldott feladatokhoz a MATLAB programrendszert hasznaltuk. Ez a rend-
szer nagy segitséget jelentett a megoldasaink egyszerd és gyors ellenérzésében.

Kivanunk mindenkinek j6 gyakorlast, és eredményes felkésziilést.
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