Numerikus matematika

May 11, 2013
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Nemlinedris egyenletek megoldasa

Bevezetd

Mar egyszer(i geometriai feladatok is vezethetnek olyan egyenletre,
melybdl az ismeretlent nem lehet egyszeriien kifejezni, példaul: egy

korbdl vagjuk le egy szelGvel a teriiletének %—ét. Ez a kovetkez6

egyenletre vezet:

— 2
a =sin(a) + 5




Bevezetd

Nemlinedris egyenletek megoldasa
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Nemlinedris egyenletek megoldasa
Bevezet6

llyen egyenletek kozelitd megoldasival foglalkozunk. Azaz egy

tetszbleges f : R — R fuggvény esetén szeretnénk meghatarozni
zérushelyeinek elég jé kozelitését.
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Felez6 médszer

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Ha f : (a, b) — R folytonos fiiggvény fliggvényre f(a)f(b) < O,
akkor 3¢ € (a,b) : f(§) = 0. Ez az alapja a kdvetkezé mddszernek:




Felez6 médszer

Nemlinedris egyenletek megoldasa

a< b, f(a)f(b) <0,e>0
while b — a > ¢ do

b
n= s
ha f(a)f(m) < 0 akkor b = m,

egyébként a = m.

end while
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Nemlinedris egyenletek megoldasa

Felez6 mddszer,hiba

Legyen d = b — a. Az n-ik |épés utdn b — a = 2%. Ezért, ha egy
€ > 0 nagysagu intervallumba akarjuk beszoritani a gyokot, akkor

log(2)
N> Tog(2)




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Felezé mddszer,konvergencia

A felezémddszert atirhatjuk a kovetkezé alakba:

a<b,f(a)f(b) <0,e>0

k=0
while b — a > e do
x = 2tb

2

ha f(a)f(xx) < 0 akkor b = x,
egyébként a = x.
k=k+1

end while




Felez6 mddszer, konvergencia

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Ha d = b— a és e, = |[xx — x*|, akkor

d
ek§2—k.

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Példa

felez.m

matlab: inline haszndlata.

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TbGFOUVN0UU1ITnM/edit?usp=sharing

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Szeldmédszer

Ha xx_1, xx adott, illessziink az (xk—1, f(xk—-1)), (X, f (xk))
pontokra egyenest, legyen xx41 ezen egyenes x tengellyel vald

metszéspontja. A kapott xx sorozat bizonyos feltételek mellett

konvergens.




Szeldmédszer

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Xk+1-re érvényes az:

FO6) (ke —>k—1)

Xkl = Xk = F0q)—F (k1)

DA




Szeldmédszer,hiba

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Tegyiik fel, hogy f(x*) = 0 valamely x* € (a, b)-re.

minden x € |a, b]-re, akkor

ahol ex = |xx — x*|.

€k+1

my
< 2my

IF" ()| < ma, 0< my < I|f(X)]

€k—1€k,

Ha

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Szelémddszer,hiba

Ha d = max(ep, e1), C =

2m17 dy = Cey, akkor dx11 < di_1dx,
amibdl indukciéval kovetkezik, hogy

dy < d,
ahol v ={1,1,2,3,5,8,13

} az dn. Fibonacci-sorozat




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Szelé6mddszer, konvergencia,elégséges feltétel

Ha d < 1 akkor a x;, — x*.

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Szelémddszer,példa

szelo.m

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TaDNYZndCLW1uX0k/edit?usp=sharing

Newton-Raphson

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Ha xi adott, hatarozzuk meg az (xk, f(xx)) ponthoz tartozé
érintGjét, legyen xi+1 ezen egyenes x tengellyel valé metszéspontja.

A kapott xj sorozat bizonyos feltételek mellett konvergens.

u]
)
I
il
it
S

o
i)




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Newton-Raphson

Xk+1-re érvényes az:

A 7))
Hhet 1 = T ()

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Newton-Raphson,hiba

Tegyiik fel, hogy f(x*) = 0 valamely x* € (a, b)-re.

Ha
IF'(x)] < mp, 0< my <|f(x)|
minden x € [a, b]-re, akkor

my 2
€k+1 < 2_n$1ek’
ahol ex = |xx — x*|.

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Newton-Raphson,hiba

Had=¢, C= 2’"721
indukciéval kovetkezik, hogy:

s dk = Cek, akkor dk+1 < dl%' amibol

dy < d?*.

DA




Newton-Raphson, konvergencia

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Ha d < 1, akkor xx — x™*.

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Newton-Raphson,példa

newton.m

wiki

matlab: fzero hasznalata.

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TUkJocml5YnllZzQ/edit?usp=sharing
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton's_method

Osszehasonlitds

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Legyen d < 1, ekkor elég nagy k-ra:

¢ < dn < 1K
ami azt mutatja, hogy a targyaltak kozul a felez6 a leglassabb, a

Newton a leggyorsabb, a szel6 a ketté kozott helyezkedik.

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Osszehasonlitds

Durvan annyit mondhatunk a hiba-formuldk alapjan, hogy a
felez6-moddszernél " néhany” 1épésenként 1-el n6 a pontos jegyek
szama, a Newton-nal "néhany” Iépésenként megduplazédik, a szeld

pedig a ketté kozott helyezkedik el.




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Osszehasonlitds

Ezt szokds ugy is megfogalmazni - a "rend” fogalmat intuitivan
hasznilva - hogy a felez6 mddszer elsérendiien, linedrisan, a szel6
szuper-linedrisan, a Newton pedig masodrendiien, kvadratikusan

konvergens, a megfelel6 feltételek teljesiilése esetén.




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Fixpont-iterdcié, motivacié

f(x) =0= g(x) =f(x)+x = x,

g(x) =x= f(x) = g(x) —x=0.

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Fixpont-iterdcié,Banach-tétel

Legyen (X, p) teljes metrikus tér, f : X — X melyre:

p(f(x), F(¥)) < ap(x,y),

teljesul minden x,y € X-re valamely 0 < g < 1-el. Ekkor

Ax* : f(x*) = x*.

DA




Fixpont-iterdcié,Banach-tétel

Nemlinedris egyenletek megoldasa

X — x* teljesl.

S6t, barmely x € X esetén, az xg = x, xx = f(xx_1) sorozatra:

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iteracié,megjegyzés

Az fenti tulajdonsagi f fuggvényeket kontrakcidnak nevezik, a g-t
pedig kontrakcids dllandénak.
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Nemlinedris egyenletek megoldasa
Fixpont-iterdcid,indoklas

A haromszog egyenlGtlenség alapjan addédik a:

p(x,y) <

p(x, f(x)) + p(y, f(y))

1-g
Osszefliggés,

(A)
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Nemlinedris egyenletek megoldasa
Fixpont-iterdcid,indoklas

amibdl kapjuk, hogy:

p(F(x). F7(y)) < L2

1-g

(x,f(x)) +q™p(y, f(y))

- (B)
=] = = DAy




Fixpont-iterdcid,indoklas

Nemlinedris egyenletek megoldasa

Ez viszont x = y valasztassal éppen azt jelenti, hogy xx
Cauchy-sorozat, tehat konvergens:

X — x*.

Hasonldan, egy y # x-re: y, — y*. Tegyiik, fel, hogy x* £ y*:




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Fixpont-iterdcid,indoklas

ez azt jelenti, hogy x* = y*.

p(x*,y*) < p(x*, £7(x)) + p(f(x), F7(y)) + p(y™, F7(y)),

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Fixpont-iterdcid,indoklas

Latjuk, hogy teszéleges pontbdl inditva az iteraciét mindig

"ugyanoda jutunk”: x* . Be kell még latni, hogy:

f(x*) = x*,
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Nemlinedris egyenletek megoldasa
Fixpont-iterdcid,indoklas

ami az

p(x*, F(x*)) < p(x*, £7(x*)) + p(F(x7), F7(x*)) <
alapjan vildgos.

p(x*, F7(x*)) + gp(x*, F"~1(x*))




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iteracid,tulajdonsidgok

Ervényes a kovetkezd, fontos becslés:

k
Pk, x7) <

P X0, X1
—Pbox)

(©)

amit (B)-bdl kaphatunk meg. Ennek segitségével megbecsiilhetjiik,

hogy adott pontossag eléréséhez hany |épést (iteraciot) kell tenni.
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Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iteracid,tulajdonsidgok

(C) a felez6-médszerhez hasonld, linedris konvergencia sebességet
sugall, de ettdl sokkal gyorsabb is lehet...
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Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iterdcié,Babiléni-mddszer

Kozelitsiik /7-et! a =7 jeldléssel:

x2 =

=a< X =

DA
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Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iteracid,Babiléni-mddszer

Tehdt az f(x) = % (x + 2) fixpontjat keressiik. Elvégezve négy
iteraciot:

xg = 2.5

x1 = 2.65000000000000

xp = 2.64575471698113

x3 = 2.64575131106678

x4 = 2.64575131106459




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iterdcié,Babiléni-mddszer

14 jegyre pontos eredményt kapunk! Miért mikodik?
I =1[Va,al.

f: I — 1 és | teljes metrikus tér.

Legyen
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Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iterdcié,Babiléni-mddszer

A kozépérték-tétel alapjan (Rolle):

[F(x) = F) = IF (o) lIx = ¥,

vagyis ahhoz hogy kontrakcié legyen f az adott intervallumon,
elegendd, ha a derivéltja elég kicsi /-n:
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Fixpont-iterdcié,Babiléni-mddszer

Nemlinedris egyenletek megoldasa

f(x)=

f' monoton né, f'(v/a) =0 f'(a

%. Tehat f kontrakcid /-n.

DA




Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iterdcié,Babiléni-mddszer

A mddszer gyorsasaganak intuitiv magyardzata: a

Newton-médszert alkalmazva az f(x) = x> — a-ra ugyanezt a
formuldt kapjuk. Mindez pontosabban:
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Nemlinedris egyenletek megoldasa

Fixpont-iteracid, sebesség

Legyen f kontrakcid [a, b]-n, f(x*) = x*. Ha

FO(x*) = FO(x*) = ... = FP-D(x*) = 0 és F(P)(x*) # 0, akkor
ek+1 < Ce,’:,

€ = | Xk — X*| és C = maxxe[a b

| ()I

jeloléssel




Nemlinedris egyenletek megoldasa
Feladatok

matlab: fixpont.m

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TTjZIUXlZSzhSVlE/edit?usp=sharing

Motivacié

Sajatértékek kozelitése

wiki

DA



http://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors

Sajatértékek kozelitése

Definicié

A tovabbiakban matrixon négyzetes matrixot értiink. Ha
A, xx, X # 0 olyan, hogy

AX)\ = )\X)\
akkor \-t A sajatértékének, a hozza tartozd x)-t A sajatvektoranak
nevezziik.




Cayley-Hamilton

Sajatértékek kozelitése

A sajatértéke A-nak < det(A— \E) =0.

Azaz, egy n-ed fokl polinom gyokeit kell meghatarozni.

DA




Sajatértékek kozelitése
Példa

feladatsor:1a

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TbkZyVC1ybXJtems/edit?usp=sharing

Sajatértékek kozelitése

Alaptulajdonsagok

1A <A

, ahol ||.]| vektornorma &ltal indukalt;

2. 3A71 & 0 nem sajatértéke A-nak;

3. ha )\ sajatértéke A-nak, akkor % sajatértéke A~1-nek;

4. ha X sajatértéke A-nak, akkor \" sajatértéke A"-nek;

5. ha A sajatértéke A-nak és c € R, akkor A\ — c sajatértéke
A — cE-nek;

6. Aés AT sajatértékei megegyeznek.




Gersgorin

Sajatértékek kozelitése

Legyen R; = K(aii, >

J

¢;|aij|)-

Ha )\ sajatértéke A-nak, akkor A € U;R;.

DA




Sajatértékek kozelitése

Gersgorin élesités

Ha i, ..., I, olyan, hogy L_JJ’-‘ZIR,). NUL R = (), akkor

U/ Ri; pontosan k darab sajatértéket tartalmaz.

DA




Sajatértékek kozelitése

Gersgorin kovetkezmény

Az AT-hoz tartozé R; = K(aj;, Y
mondhatjuk.

J

i |aji|) korokr8l ugyanezeket

DA




Sajatértékek kozelitése

Gersgorin kovetkezmény

Ha A szigortian dominans f6atldju, akkor invertalhaté

DA




Sajatértékek kozelitése
Példa

feladatsor:8

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TbkZyVC1ybXJtems/edit?usp=sharing

Sajatértékek kozelitése

Tulajdonsdgok

1. Ha A Ay, ..., A\, sajatértékei kiilonbozéek, akkor a megfeleld

Vi, ..., vV, vektorok bazist alkotnak.

2. (Rayleigh) Az R(c) = ||Ax — ax|| mennyiséget az o = X Ax

xTx

minimalizalja.




Sajatértékek kozelitése

Hatvany-iteracié

Tegyiik fel, hogy A sajatértékei kiilonbozéek: |A1| > ...

{vi} a megfelel6 sajitvektor-rendszer. Legyen xo, ||xo|| = 1 olyan
vektor, melyre X=cvi+ ...+ cyvy, c1 # 0. Ekkor az

Xk sorozatra:
IIAX ||

X, — wy, ahol wy egy Ai-hez tartozd sajatvektor.




Sajatértékek kozelitése

Hatvany-iteracié

A gyakorlatban az xp-ra vonatkozé feltételeket nehéz ellendrizni,
ezért tobb kiilonb6zé pontbdl is futtatjuk az iteracidt.
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Sajatértékek kozelitése

Hatvany-iteracid,algo

n>0,|x|]| =1

while n > 0 do
x — Ax

[[AX]|

n -1
end while

T
_ x"Ax
)\_xTx

DA




Sajatértékek kozelitése

Hatvany-iteracié,megjegyzések

A konvergencia sebessége a %-tél fugg. A médszer csak a

dominans sajatvektor-érték kozelitésének meghatdrozasra alkalmas.
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Sajatértékek kozelitése
Példa

hatit.m

matlab: eig

feladatsor:P1

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TdktBNTV5NS1mYWs/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TbkZyVC1ybXJtems/edit?usp=sharing

Sajatértékek kozelitése

Inverz-iteracié

Tegyiik fel, hogy létezik A~1 és alkalmazzuk a hatvany-médszert
A~Ll-re. Megillapithatjuk, hogy xx — w, ahol w a \,-hez, a
"legkisebb” sajatértékhez tartozd sajatvektor. A gyakorlatban
A~ l-et nem szamoljuk, helyette a Ax, = x4_1 egyenletrendszert

oldjuk meg.
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Sajatértékek kozelitése

Inverz-iteracid,algo

n>0, x| =1

while n > 0 do

Ay = x megoldasa
X

Y
[yl
n=n-1
end while
_ xTAx
A= xTx
o = - = T 9Dace
s




Sajatértékek kozelitése
Példa

invit.m
feladatsor:P1

matlab: backslash

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TQzh2Yzh4TXNpMU0/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TbkZyVC1ybXJtems/edit?usp=sharing

Sajatértékek kozelitése

Inverz-iteracid,eltolas

A moddszer kiterjeszthetd tetszOleges A, sajatérték
meghatdarozdsara, ha rendelkezésre 3ll egy elég j6 becslés. Legyen
A-nak n kulonbozé sajatértéke: ha ¢ € R olyan, hogy

[Am — ¢| = min; |A; — c|, akkor az inverz-iteraciét A — cE-re

végrehajtva: xx — w, ahol w egy a A\,-hez tartozé sajatvektor.
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Sajatértékek kozelitése
Példa

invit_eltol.m

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TUm44UE05SzBUdFU/edit?usp=sharing

Sajatértékek kozelitése

Rayleigh-iteracié

szamoljuk:

Az eltoldsos inverz-iteraciét modosithatjuk gy hogy nem adjuk
meg el6re az eltolast, hanem mindig az aktudlis x, segitségével
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Sajatértékek kozelitése

Rayleigh-iteracié,algo

n>0,|x|=1

A= xTAx

while n > 0 do

-y
Iyl

(A— AE)y = x megoldasa
X
A= xTAx

n=n-1

end while

DA




Sajatértékek kozelitése

Rayleigh-iteracié,megjegyzés

Valds, szimmetrikus matrix esetén konvergens a médszer.

DA




Sajatértékek kozelitése
Példa

invit_ray.m

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TZk5oOHFNY05CVjA/edit?usp=sharing

