Normak, kondiciészamok
1. Mutassuk meg, hogy a linearis normalt tér barmely z, y elemére

[zl =yl < [l =yl

teljestil!

2. Legyen A € R™" reguldris matrix, || - || norma R"-en. Bizonyitsuk be,

hogy az
)]+ = || Az]]

fiiggvény norméat definidl R"-en!

3. 4l =7, 14l =7, [IAll: =7
-1 2
a=(753)

4. Az aldbbi A matrix esetén || All; =7, ||Al|oc =7 Adjunk meg egy-egy olyan
x # 0 vektort, mellyel ||[Az|; = [|A|1]|x]1, illetve ||AZ|loe = [|A]looll®]|co
teljestil!

(a) (b)

1 0 2 -2 1 4
A= 2 -5 9 A= 0 -5 2
-1 28 -3 3 -4

5. Bizonyitsuk be, hogy az egységmatrix normaja 1 minden indukalt mat-
rixnormaban!

6. Bizonyitsuk be, hogy vektornorma altal induk&lt matrixnormaban
[AB| < [|A[l - |B]

teljesiil minden A, B € R™*" esetén.
7. Legyen n > 1 és tekintsiik R"*"-en az i.n. Frobenius-normat:

N n 1/2

Al = (Zzag)  Aerm

i=1 j=1
Szarmaztathaté-e ez a matrixnorma valamilyen vektornormébal?
8. Legyen A = (a;;) € R™". Mutassuk meg, hogy

Al = mas o



norméat definidl R™**"-en! Lehet-e ez a norma vektornorma &altal indukalt?

9. Legyen A az A € R™" maétrix egy tetszOleges sajatértéke. Bizonyitsuk
be, hogy
Al < A

teljestil minden indukalt matrixnorma esetén!

10. Legyen @@ € R™*" ortogondlis matrix. Bizonyitsuk be, hogy ||Qz|ls =
||z]|2 tetszOleges x € R™ esetén!

11. Szédmitsuk ki cond(A)-t az aldbbi matrixok esetén!

3 1 9
A:(j1 _3); A:(f _i),(aeR); A=1 -3 -4
2 2 5

12. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket, hasonlitsuk 6ssze a megoldasokat!

(3 oo ) (2)=(3) & (4 voont ) (2) = Cooner )

13. Jelolje Apax, ill. Apnin az A abszolut értékben legnagyobb, ill. legkisebb
sajatértékét. Bizonyitsuk be, hogy

/\max

min

< cond(A).

14. Oldja meg meg az Ax = b linedris egyenletrendszert, ha

1 0.99 1.99
A_(o.99 O.98>’ b‘<1.97>'
Tegyiik fel, hogy b helyett b + Ab ismert,

1.98
s (19,

Oldja meg az A(z + Ax) = b+ Ab linedris egyenletrendszert! Szémitsa
ki a ol IScl= relatfv hibdkat! Szamisa ki az A kondiciészémat (oo-
norméban)!

15. Legyen



Hatdrozzuk meg az || Al és conds(A) értékeket!

16. Legyen A = A(s) az el6z6 feladatban definidlt matrix. Oldjuk meg
az Ax = b linedris egyenletrendszert, ahol b = (1,1)7, majd oldjuk meg
az egyenletrendszert akkor is, ha a b vektor 6b = (¢, —¢)” (ahol ¢ > 0)
hibaval terhelten adott. Szamitsuk ki a megoldés relativ hibgjat (maximum-
normaban)!

17. Legyen A € R™ ™ regularis métrix, 0 # ¢ € R. cond(cA) =7



