3.3 Linearis egyenletrendszerek megoldasa, matrixok felbontasa

1. Amilyen elemi atalakitasokkal kapjuk az A méatrixbol az E-t, ugyanolyan elemi at-
alakitasokkal kapjuk az E-bdl az A matrix inverzét.

Az A méatrix inverze:

2 23100
AE)= 1 -10 |o010]|
-1 21 001
1 -10 ]010 1 =10 |0 10
1 2 23 1000 43 ]1-20
-1 21 001 0 11 |0 11
1 -10 ][0 10 1 -1 0 ]0 1 0
1o 110 11)fo 1 1|0 1 1]
0 43 [ 1 =20 0 0 -1 |1 —6 —4
1 -1 0]o0 1 0 100 1 —4 -3
1o 1 0|1 -5 =3](010 1 -5 =3 |,
0 0 -1 |1 —6 —4 001 | -1 6 4

tehat az A matrix inverze:

A B matrix inverze:

,_.
w
©|Z oo

A C maétrix inverze:

—
[e=]
[\
=]
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Il
|
o Bl
|°° [y gl:
Sl= o= Bl

A D matrix inverze:

DT N|= DN

NIR N~ N~
D~ N— Dot
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2. Az A matrix LU felbontésa:

-2 -1 4 1 00 -2 -1 4
A= 2 3 -1 |=1-11020 0 2 3 | =
-4 —-10 -5 2 01 0 -8 —13
1 00 -2 -1 4
=| -1 120 0o 2 3
2 41 0 0 -1

A determinansok szorzastételét felhasznalva det(A)=det(L)det(U)=det(U)=4
Mivel A=LU, ezért az Ax=Db egyenletrendszert LUx=b alakban is felirhatjuk. Bevezetve
az y:=Ux jelolést, el6bb az

Ly=b majd az
Ux=y egyenletrendszert kell megoldanunk.
1. Ly=b
1 00 U1 3
-1 10 Y2 | = 1
2 —4 1 Y3 —12
=3, ya=4, ys=—2
2. Ux=y
-2 -1 4 X 3
0o 2 3 xy | = 4
0 0 -1 I3 —2
megoldasvektor:
3
r=1 —1
2
A B métrix LU felbontéasa:
—4 —4 2 1 00 -4 —4 2
B=| -2 -7 3 |= 110 0 -5 2 | =
2 12 =5 _%01 0 10 —4
L 00 —4 —4 2
-1 5 10 0 —5 2
_% -2 1 0 00

A determinansok szorzastételét felhasznalva det(B)=det(L)det(U)=det(U)=1-0=0 azaz
a B matrix szingularis.

1. Az Ly=Db egyenletrendszer megoldasa:
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y1==2,y2="7,9y3=0

2. Ux=
—4 —4 2 1 -2
0 —5 2 Ty | = 7
0O 00 T3 0

Az Ux=y linearis egyenletrendszer 3. egyenletét minden x€ R? vektor teljesiti, igy az

egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. Legyen x3=t, ahol t€ R tetszbleges.
Ekkor

—Bay + 2t =T = xp = =2

—4%1—4$2+2$3:—2:>$1 :%E)H
megoldasvektor:
19+t
10
-2t
5
t
A C matrix LU felbontasa:
-3 =2 2 1 1 00O -3 =2 2 1
c— 9 5 —4 1 B -3 100 0 —1 2 4]
-6 -9 16 17 2 010 0 =5 12 15 |
3 4 -8 -5 -1 0 0 1 0 2 —6 —4
1 000 -3 =2 2 1
- -3 1 00 0 —1 2 4]
o 2 510 0 0 2 -5 |
-1 -2 0 1 0 0 -2 4
1 0 00 -3 =2 2 1
- -3 1 00 0o -1 2 4
2 5 10 0 0 2 =5
-1 -2 -1 1 0 0 0 -1
det(C)=—6

1. Az Ly=Db egyenletrendszer megoldasa:
r=—13, 1p=3,y3 = —14, ys = =2
2. Az Ux=y egyenletrendszert megoldva a megoldas:

ZE1:3,$2:1,I3:—2,I4:2.
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A D matrix LU felbontéasa:

2 2 O 1 00 2 2 0
D=\ -4 -5 -2 10 0 —1 -3 | =
-2 =5 a-— 6 -1 0 1 0 =3 a—6
1 00 2 2 0
=1 -2 10 0 —1 -3
-1 3 1 0 0 a+3
det(D)=—2a—6
1.Ly=b
10 0 " 4
21 0 w | = =3
-1 3 1 Y3 5 —2a
y1 =492 ="5,y3 = —2(a +3)
2.Ux=y
2 2 0 T 4
0 —1 -3 To | = 5
0 0 a+3 T3 —2(a+ 3)

megoldéasvektor a # —3 esetén:

2 2 0 T 4
0 -1 -3 Ty | =1 5
0o 0 O T3 0

Ennek végtelen sok megoldasa van, ugyanis az Ux=y linearis egyenletrendszer 3.
egyenletét minden x€ R3 vektor teljesiti. Legyen x3=t, ahol t€ R tetszdleges.
Ekkor

—2y—3t=5=19=—-5—3t
201 + 20y =4 — 1, =T+ 3t
megoldasvektor:

7+ 3t
—5—3t
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Az FE matrix LU felbontéasa:

-2 2 1 1 00 -2
E= 6 -3 -4 )= -3 10 0
-4 1 1 2 01 0
1 00 -2 2 1
= -3 10 03 -1
2 -1 1 0 0 -2

det(E)=12
1. Az Ly=b egyenletrendszer megoldasa:

y1=0,92= -8, y3 = —4

2. Az Ux=y egyenletrendszert megoldva a megoldéasvektor:

-1
r=| —2
2
Az F matrix LU felbontésa:
2 —4 2 1 00 2
F=| -4 6 -1 |=|-2120 0
1 0 =2 5 01 0
1 00 2 —4 2
= -2 10 0 -2 3
% -1 1 0 00
det(F)=0
1. Ly=b egyenletrendszer megoldasa:
Y1 = =2, yo=1, y3=2
2. Ux=y egyenletrendszer
2 —4 2 1 -2
0 -2 3 zy | = 1
0 00 T3 2

ami ellentmondéasos.

A @G matrix LU felbontasa:
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-2

-1 |
L=
3

1 4
-3 3
6 —2
0 —4

-2
0
0
0

0

1
2010
3001

1 4 =2
-4 -1 1
8§ 6 —3
3 8 =3

-2

2
—4
—6

|

det(G)= 48
1. Az Ly

b egyenletrendszer megoldésa:

5794:6

67 Ys—

y1:57 Y2

y egyenletrendszer megoldasa:

2. Az Ux

3

27 Ty =

—1, T3

—2, i)

xr1 =

A H matrix LU felbontasa:

-3
-3
14
7

4
3
—13
)

2
-2
10
2

-1
0
0
0

NN o~ < M~ M
[ [
4329_~ <+ MmN o
NN oo
NN oo _
_
— o oo
‘I_AOOO |
{Il\
(
~—
~ N oo o H
oo o -
oo - -
oo O _
oS —H o - O — 0
[ [
— N <f — N <f o
_ _
(\

12

det(H)

b egyenletrendszer megoldasa:

1. Az Ly

—6

y1:217y2:17y3:47y4
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2. Az Ux=y egyenletrendszer megoldasa:

1‘1:—3,1‘2:4,$3:1,$4:—2

Az [ matrix LU felbontasa:

—2 2 4 -2 1000 —2 2 4 -2
| s 6 3| | 2100 0 —4 8 —4 |
4 5 8 5|7 901 0 0 1 0 -1 |~

2 6 —22 15 100 1 0 8 —18 13

1 00 0 s 9 4 o

-3 100 B B
B 0 —4 8 —4 |
B 2 —3 10 0o 0 2 =2 [

0 0 -2 5

-1 -2 0 1

1 0 00 s 9 4 o

-1 1 00 - -

N 0 —4 8 —4
1 o2 -1 10 0 02 -2
0 00 3

-1 -2 -1 1

det(I)—48

1. Az Ly=Db egyenletrendszer megoldasa:
yi=14, yo = =8, ys=4, ys = —6
2. Az Ux=y egyenletrendszer megoldasa:

I1:—1,$2:4,I3:0,[L‘4:—2

. Mivel ay; = 0, ezért sorcserét kell végre hajtani. A

0100
1000
P=1001 0
000 1

permutacios matrixszal balrdl szorozva egy maétrixot, annak elsé és masodik sora fel-
cserélodik. Igy

1 -3 0 2
0 1 -2 4
A=nh 4 2 —28 1
-1 0 11
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és erre a legutobbi méatrixra mar végrehajthato az LU felbontés elsd 1épése.

1000 1 -3 0 2
0100 0 1 -2 4
A=n 4010 0 14 —28 —7 |~
10 0 1 0 -3 1 3
1 000 1 =3 0 2
_p 0 100 0 1 -2 4
-t 4 14 1 0 0 0 0 —63
-1 -3 0 1 0 0 -5 15

A legutols6 méatrixban a f6elem ( az asz elem) 0, igy Gjra sorcserére van sziikség. A

1000
0100
P2_0001
0010
matrixszal
1 000 1 =3 0 2
0 100 0 1 -2 4 ~
A=h 4 14 0 1 P 0 0 -5 15 = BLRU
-1 =310 0 0 0 —63
Mivel
1 000 1 000
= 0 100 0 100
Lb = g 1401 |~ 0 310 | TR
-1 =310 4 14 0 1
ezért
A= P, PLU =: PLU
ahol
0100
1000
P*P1P2*0001
0010

Az determinansok szorzastételét felhasznéalva det(A)=det(P)det(L)det(U)=315

B matrix PLU felbontéasa:

1 2 -2 1 1000 10 00 12 -2 1

2 4 11 0001 11 00 01 2 2
B= 3 6 35|17 1loo0o1o0 30 10 00 9 2
-1 -1 41 0100 -2 0 —% 1 00 0%
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det(B)=—33

C matrix PLU felbontéasa:

det(C)=-13

D maéatrix PLU felbontéasa:

S — AN 10
— O v O

AN — O O

AN o o O

o o o

oo — AN

o - O

— — —~la O

O O O
o — O O

o o - O

det(D)=—25

E marix PLU felbontésa:

det(E)=0

F matrix PLU felbontasa:

a0 <t O
O~ O O

< o O O

o oo
(\

~—
S OO

o O - 1_8
— |
S —H O -

™ =N N

_
~_

—
SO O

o o - O
o — O O

— o O O

|

|

—4 6 2
1

-2 3 5

-2 5 4

2
-2
1
1

det(F)=0

4. balrol szorozva

S g IS
— <
s 3 3
— I~
=3 =
3 A S
S 3 3
— = IS
B~ =
I &
S 3 3
— N e
B~ he]
(\
I
~/
s & E
S 3 =}
[ ]
— N I~
IS AN 3
i — i
s 3 =i
(\
—
oo ~
o 8 o
(\
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jobbrol szorozva

ayy a2 ... Qip d1 0o ... 0 d1a11 d2a12 R dnaln
a921 922 ... Aoy, 0 d2 . O o d1a21 d2a22 e dnazn
Ap1 Apo ... Qpp 0 0o ... dn dlanl dgang . dna,m
. Az A méatrix LDLT felbontésa:
4 -8 2 1 00 4 -8 2
A= -8 12 0 = -2 1 0 0 —4 4 =
2 0 =5 % 0 1 0 4 —6
1 0 0 4 -8 2
= —2 1 0 0 —4 4 =
% -1 1 0 0 -2
1 00 4 0 0 -2 3
=\| -2 10 0 —4 0 0 1 —1
i 11 0 0 -2 0o 0 1
Az B méatrix LDLT felbontésa:
—1 3 =2 1 00 —1 3 =2
B = 3 =7 4 = -3 1 0 0 2 =2 =
-2 4 —4 2 0 1 0 —2 0
1 0 0 -1 3 -2
= -3 1 0 0 2 =2 =
2 -1 1 00 =2
1 0 0 -1 0 0 1 -3 2
= -3 10 0 2 0 0 1 -1
2 -1 1 00 =2 0 1
Az C matrix LDL" felbontésa:
1 -3 2 1 00 1 -3 2
C= -3 11 -2 = -3 1 0 0 2 4 =
2 =2 9 2 01 0 4 5
1 00 1 -3 2
= -3 10 0 2 4 =
2 21 0 0 -3
1 00 1 0 0 1 -3 2
= -3 1 0 2 0 0 1 2
2 21 0 0 -3 0 01



A D maéatrix LDLT felbontésa:

-1
6
—6
7

-2
—4

5)
—6

1
2
—4
6

1 -2 -1
1 -2 7
-2 1 =8
7 =8 6

-1

1
-2
-1

|

-2
—4
-3

6

-1 1
0 2
0 0

oo O

o O - O

S — AN

)

— O O —

—2
—4
-3

0

-1 1
0 2
0 0
0 0

OO O

S O — A

O — AN

6. Az A matrix Cholesky-felbontasa:

S AN

™ — AN

det(L)det(U)=det(U)=36

A determinansok szorzastételét felhasznalva det(A)
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A B matrix Cholesky-felbontasa:

/

_ﬁoo

N~ —
/

OOﬂ

~
I

det(B)=12

A (' matrix Cholesky-felbontésa:

S O AN

o - O

N O O

o O -

S

— AN ™M

|

~1
V2

0
0

V2 —2v2 3v2
1
0

)

Oo_ﬂ

S~ A

det(C)=4
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A D métrix Cholesky-felbontasa:

-3
16
—4

9
0
0

-3
16
0

0

det(D)
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Az F métrix Cholesky-felbontéasa:

12 —4
30|
5 -8 |~
—-8 20

-8
9
3
0

16
0
0
0

|

oo o -
oo — O
o - O O

— =N I

_ _
~

16
0
0
0

—4
2
—11
21

|

-8
13
-3
2

16
-8
12
4

Il
—

—4

0

-8

-8 20

12
3
4

-8
9
0
0

S o O -

oo = O

S = I O

— =N I

oo O

SO — AN

_
S = I O

— =N < <

NIt —Hln — O

—N—= O O

— O O O

|

0900
0040
00 0 4

16 0 0 O

|

oo O

O O —~ AN

_
S = I O

— =N M <

=2304

det(E)

Az F méatrix Cholesky-felbontasa:

~_
I
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a0 O
_ —
+
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<t O 0
_
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<t © O
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det(F)=4a>

P1. Szamitogéppel (dupla pontossagu szamitas mellett) kiszamolva az elsé egyenletrend-
szer megoldasara a kovetkezdt kapjuk: 1 = 0,29 = 1. Ugyanakkor a masodik egyenlet-
rendszer esetén x; = 1, x5 = 1 adodik.

Azt latjuk tehat, hogy két matematikailag ekvivalens egyenletrendszer esetén lényegesen
kiilonb6z6 megoldasokat kaptunk a gépi megoldas soran. Egyik megoldas sem pontos, de
lathato, hogy a masodik megoldas kozelebb van a valédi megoldashoz. A jelenség ma-
gyarazata az, hogy a kerekitési hibakbol adodo pontatlansdgok nagy hibakat okozhatnak
osztas soran, ha a nevezd abszolut érétkben kicsi. Az el6z6 esetben pontosan ez a helyzet
(hiszen a megoldés sordn az a;; = 1077 elemmel osztunk). Az ilyen hibak elkeriilése
érdekében hasznaljuk a f6elemvélasztést.
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