3.6 Lagrange interpolaci6

1. (a) (=3,-6),(=2,—17),(=1,-8),(1,-2),(2,19)

Keészitsiik el az osztott differencidk tablazatat:

_3 —6
T =1
o 9—(-11) _
s (=8)~(~17) SR (—2)-10
2 = - (3 — O .
- (=2)—(=8) =8 T 7 6—(=2) =y~
—9)-(-8) _ 3 —(-2) _ 9
o ey ny g EOD
) R
19—(—
(2 _ 9
2 19

Az illesztett polinom:

Ny(z)=—=6—-11-(z+3)+10-(z+3)- (z+2)—3-(x+3)- (z+2)- (x+ 1)+
+(@+3)-(2+2) - (z+1)-(x—1)=2"+22% - 32° + 2 — 3.

(b) (=3,-31),(—2,-8),(1,1),(2,22)

A differenciatablazat:

-3 =31
23
-2 -8 -5
1 1 ’ 9 L
2
21
2 22

Az illesztett polinom:

19
Ng(x)——31—|—23-(x+3)—5-(x+3)~(x+2)+ﬁ-(x+3)-(x—|—2)~(x—1):
_ D + 193 o 1109, + s _ 1, + B + 19
- 10 5 10 5 5 100 5 107
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(C) (—2, —13) , (—1, —4) , (1, 2)
A differenciatablazat:

-2 —13
9

-1 -4 -2
3

1 2

Az illesztett polinom:

No(x) ==13+9-(z+2)—2-(z+2)-(x+1) = —222 + 3z + 1.

(d) <_27 _5) ) (_17 3) ’ (07 1) ) (27 15)
A differenciatablazat:

-2 =5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2 15

Az illesztett polinom:

Ni(z) = =548 (x+2)—5-(z+2)-(x+1)+2-(x+2)-(z+1)-x = 223+ 2> -3z +1.

(e) (—1,4),(1,2),(2,10),(3,40)

A differenciatablazat:

-1 4
-1
1 2 3
8 2
2 10 11
30
3 40

Az illesztett polinom:

N3(z) =4—1-(x+1)+3-(z+1)-(z—1)+2-(x+1)-(z—1)-(z—2) = 22° —2*—3z+4.
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(f> <_27 38) ) (_17 5) ) (17 _1> ; (27 _10) ) (37 _7)
A differenciatablazat:

-2 38
—33
-1 5 10
-3 -3
1 -1 -2 1
-9 2
2 —10 6
3
3 =7

Az illesztett polinom:

Na(@) =38—33-(24+2)+10- (2 42)- (2 +1)=3- (2 +2) - (x+1)- (x — 1)+
+(x+2)-(x+1)-(x—1)(x—2).

2. A differenciatabléazat:

-2 -6
5
0 4 —4
—7 1
1 =3 0
-7
2 =10

Az els6 4 pontra illeszkedd polinom:

Niy(z)=—6+5-(x+2)—4-(x+2)- 2+ (z+2)-z-(x—1) =
=% —32® — by + 4.

Ha azt a minimalis fokszamu polinomot keressiik, amely az el6z6 pontokon kiviil atha-
lad a (—1,2) ponton is, akkor az el6z6 tablazatunkat kiegészitjiik az j adattal, és
kiszamitjuk az utols6 "ferde" sort:

68



5
0 4 —4
—7 1
1
1 -3 0 -
2
3
—7 Z
y 2
2 —10 ~2
2
—4
-1 2

Az 5 pontra illeszkedd polinom:

N4(a:):Ng(a:)—l—%-(a:+2)-x-(:v—1)-(x—2):

1 1
:§x4+§x3—5x2—3x+4.

. Szamitsuk ki a fliggvény értékét az x1, xo, r3 pontokban:
f(z1) = 0; f(z2) = 1; f(z3) = 0.
Az adataink tehat: (—1,0),(0,1),(1,0).

A differenciatablazat:

-1 0
1

0 1 -1
-1

1 0

Az illesztett méasodfoku polinom:

Noy(z)=04+1-(x+1)—1-(z+1)-z=2+1—-2"—2=1-2"

. Egy mésodfoki polinomot egyértelmiien meghataroz 3 kiilonb6z8 helyen vett helyet-
tesitési értéke. Ha a tablazatban szerepld értékek pontosak lennének, akkor barmelyik
3 adat ugyanazt a polinomot hataroznd meg. ElGszor illessziink az elsé 3 adatra
polinomot:

-2 15
—6

-1 9 1
—4

0 5



A differenciatablazatbol felirva az interpoléaciés polinomot

No(x)=5—-4-z+1-2-(x+1)=2> -3z +5

adodik. Szamitsuk ki milyen értékeket vesz fel az Ny polinom az 1,2,3 pontokban!
Ny(1) = 3; N3(2) = 3; No(3) = 5. Lathato, hogy az x = 3 és © = 5 helyeken fel-
vett érték megegyezik a tablazatban adott értékekkel, azaz az N, polinom a (2,2)
pont kivételével minden pontra illeszkedik. Ebbdél kovetkezik, hogy az x = 2 helyen
megadott helyettesitési érték hibés, a helyes érték 3.
A p polinom:

p(z) = No(z) = 2* — 3z + 5.

. Ha az f fliggvény (n + 1)-szer folytonosan differencialhaté és L, (z) az (z;, f(z;)),i =
0,1,...,n adatokra épiil6 Lagrange-polinom, akkor az interpolécié maximalis hibaja:

MnJrl

(@) = Lnl)] €

wnta (@)]

ahol wy11(z) = (x — wo)(w — 21) ... (¥ — 1),

My = max | f"*(z)].
z€[a,b]

A maximalis hiba megadéashoz elszor kiszamoljuk a fiiggvény harmadik derivaltjat:

f”/(SE) — _e T,

A harmadik derivalt abszolutértékének maximuma az alappontok altal kifeszitett in-
tervallumon: Ms; = 1.

1 1
wy(z) = (z+1)- (:U—i——) -w:x3—|—§x2+—x.

2 2 2
A [-1,0] intervallumban az ws(z) fliggvénynek v = —3 — %g—nél van maximuma, a
maximum értéke ‘3/—63. Igy
1 V3
— Ly(z)] < = - -~ ~8,02-107%,
)~ L) < 5 - 22 =8

. Altalanos esetben az interpolacié maximalis hibaja
|f(z) — Ly(z)] < % Nwnt1(z)], azaz n = 1 esetén
|f(z) = Li(z)] < 22 - |ws(z)| adodik.

(@) = (- a)(z — b),

azaz ws(x) egy olyan masodfoku polinom, melynek zérushelyei a és b, a fGegytitthatoja
pedig pozitiv.
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Ebbdl kovetkezik, hogy ws(z) minimumhelye a gyokok szamtani kozepe: = = aTH’

Felhasznélva, hogy « € [a, b] esetén

itz (530) | (50 (59
_ (a+b2—2a> _ (a—l—l;—2b)’:

_|b—a a—-b| (b—a)? _(b—a)2
2 2 | | 4 4
teljesiil, az
M. M, (b—a)?
£(@) ~ La(e)] < 22 () < 22 LS
M. M.
:?2~(b—a)2:—2 h?

Osszefliggést kapjuk, ami a bizonyitandé allitas.

. Szakaszonként linedris interpolacio esetén a hiba a kévetkezd modon becsiilhetd (1d.
6. feladat):

M.
[Fl) = La()| < =7 - 12
Ha h értékét tgy hatarozzuk meg, hogy
M, 1
— <5107
8 2
teljesiiljon, akkor a hiba a megadott korlat alatt marad. Mivel f”(z) = — cos(z), ezért
M, = max |f"(z)| = max |—cos(z)| = 1.
z€[0,m] z€[0,7]
Tehat
1 1
—.hr<--107"
s T3
h?<4-107

h<2-107%=0,02.

Ha az egyes részintervallumok hossza legfeljebb 0,02, akkor a hiba a megadott korlat
alatt marad.
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