Numerikus matematika

April 30, 2016
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Interpolacié

Az alapfeladat: Legyen adott (t;,f;) i =1,...,n. Keressiik azt a

"elég kozel" van hozzajuk.

minimélis fokszdmd p polinomot, melyre p(t;) = f; i=1..n.
Vagyis keresett polinom "atmegy” a pontokon, nem elég az hogy




Interpolacié
Alaptétel

Ha (tj,fi) i=1,...,n (ti # tj), akkor egyértelmiien létezik egy
legfeljebb n — 1-foku interpolécids polinom
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Interpolacié
Alaptétel

Létezés: Legyen

[Tt
Ekkor p = >, fipi megfelelé.

(1)
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Interpolacié
Alaptétel

polinom szdmol3sara.

Egyértelmiiség: Egy legfeljebb n — 1-fokl polinomnak legfeljebb
n — 1 gyoke van. A p fenti alakja mddszert is ad az interpolacids




Interpolacié
Megjegyzés

A p polinomot a (t;, f;)?_; pontokra illeszked6 Lagrange
polinomnak is nevezik.
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Interpolacié
Médszer (L1)

Egy O(n?) megvalésitds vézlata:
L L(e) =TT (e - 1)
2. pi(t) =t

(t—t;)
3. ai = pi(ti), pi(t) = pi(t)/a;
4. p= Z,’ fipi

Ez osszesen O(n?) alatt megvaldsithaté.




Interpolacié

Médszer (L2)

Osztott differencidkra épiil6 médszer. Legyen

p(t)=ao+ai(t—t1)+ ...+ am(t — t1)...(t — tm) és x € R.
Tekintsiik az alabbi médszert:




Médszer (L2)

FO=f i=1.m

for k =1..(m—1) do
for i = 1---(m N k) do

PPTIR A

= e

| i Litk
end for

end for
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Interpolacié
Médszer (L2)

Ekkor: f( ) = ag f( ) =ay,.., ﬂ( = an, teljesil
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Interpolacié

Horner

az un. Horner médszer.

Polinommal valé interpoldcié esetén gyakran van sziikség
helyettesitési értékek kiszamoladsdra, ennek legnépszeriibb formdja
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Interpolacié
Horner (HM1)

Horner-médszer polinom kiértékelésére. Legyen
p(t) = ap + ait + ... + amt™ és x € R. Ekkor a kdvetkezd médszer
p(x)-et adja eredményiil:
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Horner (HM1)

px = an

for i =(m—1)..0 do

pPX = pX*X+ a;
end for
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Interpolacié
Példa

p(—1)-et Horner médszerrel.

Legyen p(t) = —1 4t — 2t% + t3 — 3t* + 2t°. Hatdrozzuk meg

DA




Interpolacié
Horner (HM2)

Horner-médszer polinom kiértékelésére. Legyen

p(t) =ao+ai(t —t1) + ... + am(t — t1)...(t — tm) és x € R. Ekkor
a kovetkezd médszer p(x)-et adja eredményiil:




Interpolacié
Horner (HM2)

pPX = am
for i =m...1do

px = px x (x — t;) + ai—1
end for

Vigydzzunk mert itt a t-k mashogy vannak indexelve!
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Interpolacié
Példa

lllessziink a (—1,3),(0,2),(2,7),(3,1) pontokra egy polinomot az
(L2) médszerrel és hatdrozzuk meg p(1)-et




Matlab

hornl.m + horn2.m
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3Takx5bV91dWFDVVE/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TTGlTb0ZBMnFSTms/edit?usp=sharing

Interpolacié

Linedris interpoldcid

p(t) = A+ 2=Lt.
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Interpolacié

Kvadratikus interpolacié ekvidisztans pontokra

h<tbh<tsy, h=th—th=t3—t

p(t) = fi + 250(t — t1) + D255 (¢ — 1) (¢ — tp)
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Interpolacié
Hiba

Fontos tudni, hogy (legrosszabb esetben) mekkora hibat kdvetiink
el, ha egy f fliggvényt a ty, ..., t, pontokra épild interpolacids
polinommal " helyettesitiink” .




Interpolacié

Hibaformula

Legyen f egy n-szer folytonosan differencidlhaté fliggvény és p az

ti, f(t;))"_, pontokra illeszked6 Lagrange polinom és
i=1
(a, b) = (min(t1, ..., tn), max(ty, ..., t,)). Ekkor:
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Interpolacié
Hibaformula

|£(2) = p(t)]

M,
< f max
tétele.)

uelab) |w()]
Ahol M, = maxeps 5 |F("(u)] és w(u) =[] (u—t;). (Rolle
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http://en.wikipedia.org/wiki/Rolle%27s_theorem

Hibaformula

1(£) — p(t)] < M| — 4|

lu—t] < [b— a| miatt
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Interpolacié
Hibaformula

Az n = 2,3 esetekben nem nehéz a durva becslésnél jobbat talalni.
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Interpolacié

Linedris hibaformula

|F(t) = p(t)] < g2 |b— af?
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Interpolacié

Linedris hibaformula

A h=b— ajeldléssel u=t; + th t €]0,1], ezt beirva w-ba:

w()| = RRt(t—1)| = R2t(1 —t) < h—z, ahol az utolsé [épésben a
4
szamtani-mértani egyenlGtlenséget hasznaltuk.
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Interpolacié

Kvadratikus hibaformula

Legyen p az a, 252

, b pontokra épiilé Lagrange-polinom. Ekkor:
F(t) = p(t)] < M35z |b — af
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Interpolacié

Kvadratikus hibaformula

Legyen c:#,h:c—a,u:c—l—th te[-1,1].

w(w)=(u—a)(u—c)(u—b) = M (t+1)t(t—-1) = |w(u)| <

2h3
3v3"




Példa

kvadlag.m + error.m
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TaGtRdDFIX3A4S2c/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TZHJEeVZZTUZYNkU/edit?usp=sharing

Interpolacié
Hermite

Ha nem csak a fliggvényértékeket ismerjiik az alppontokban,
hanem néhdny derivalt értéket is, akkor is elvégezhetd az
interpoldcid.
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Interpolacié
Hermite

Legyen t; < ... < t,. Tegyiik fel, hogy adottak a:
tr, KO /™,

tn, £, ..oy £
értékek. Ekkor:
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Interpolacié

Hermite alaptétel

Egyértelmiien létezik egy legfeljebb m — 1 fokd polinom, ahol
m =" 1(1+ m;), melyre teljesiil:

i=1...n, j =0...mj-re.

pU)(t;) = FO(1;),




Interpolacié

Hermite algoritmus

Csak a numerikus meghatarozassal foglalkozunk. Ez hasonlé a
sima Lagrange polinom osztott-differencids meghatarozasanal
|atottakkal a kovetkezé kiegészitéssel: az alappontokat novekvileg
rendezziik, a t;-t 1 + m; multiplicitassal felirjuk.




Interpolacié

Hermite algoritmus

Ekkor az f(9)-ak felirdsa utdn, a szamoldsok ugyandgy végzendsk

mint a sima Lagrange-nal, kivéve, ha 0-val osztanank: ekkor erre a
- , U .
helyre az adatok koziil a megfeleld Lt tesszuik.
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Interpolécié

Médszer (H)

(g = fO)m

=D = (t17t1,...
for k=1.m do

for i=1..(m— k) do

ha Ui = Ujyk akkor: gi

y B2,

(k) _

Lty ty,

£k
- Jk_!’ ahOI uj = t:j'

f.(k_l) _f(k—l)
egyébként: g®) = °

end for
end for

i+1

Ui— Uitk

s )




Interpolacié
Feladatok

katt ide
Lagrange/2.,3.,7.

Hermite/1c,2,3,4
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TMUhmMHVHX3k3YkU/edit?usp=sharing

