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Interpolacié

Az alapfeladat: Legyen adott (t;,f;) i =1,...,n. Keressiik azt a

minimélis fokszdmd p polinomot, melyre p(t;) = f; i = 1..n.

Vagyis keresett polinom "atmegy” a pontokon, nem elég az hogy
"elég kozel" van hozzajuk.




Interpolacié

Alaptétel

Ha (t,', f;) i = 1,

,n (ti # tj), akkor egyértelmiien létezik egy
legfeljebb n — 1-foki interpolécids polinom

DA




Interpolacié

Alaptétel

Létezés: Legyen

pi(t) = [.i(t— 1)
I [Tt — 1)
Ekkor p = >, fipi megfelelé.

DA




Interpolacié

Alaptétel

Egyértelmiiség: Egy legfeljebb n — 1-fokl polinomnak legfeljebb

n — 1 gyoke van. A p fenti alakja médszert is ad az interpolacids
polinom szamolasara.




Interpolacié

Megjegyzés

A p polinomot a (t;, f;)?_; pontokra illeszkedé Lagrange
polinomnak is nevezik.

DA




Interpolacié

Médszer (L1)

Egy O(n?) megvaldsitas vézlata:

L L(t) =TIt —t;)
2. pi(t) = 12

3. aj = pi(ti), pi(t) = pi(t)/c
4. p=>_fipi

Ez 6sszesen O(n?) alatt megvaldsithaté.




Interpolacié

Médszer (L2)

Osztott differencidkra épiil6 mddszer. Legyen

p(t) =ao+ai(t—t1) + ...+ am(t — t1)...(t — tm) és x € R.
Tekintsiik az aldbbi mddszert:




MédsZer (L2)

FO=f i=1.m

for k =1...m do

for i = 1(m o k) do
0 - A0t

l Gi—titk
end for

end for

Q>




Interpolacié

Médszer (L2)

Ekkor: f( ) = ap f( ) =a,.., fl( = an, teljesiil

DA




Interpolacié

Horner

Polinommal valé interpolacié esetén gyakran van sziikség

helyettesitési értékek kiszamolasara, ennek legnépszeriibb formaja
az Gn. Horner médszer.
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Interpolacié

Horner (HM1)

Horner-mddszer polinom kiértékelésére. Legyen

p(t) = ap + ait + ... + amt™ és x € R. Ekkor a kdvetkez6 médszer
p(x)-et adja eredményiil:
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Horner (HM1)

pX = an

for i = (m — 1)0 do

pX = pxk X+ ai
end for
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Interpolacié

Példa

Legyen p(t) =

p(—1)-et Horner mdédszerrel.

—1+t—2t> 4 t3 — 3t* + 2t°. Hatdrozzuk meg

DA




Interpolacié

Horner (HM2)

Horner-mddszer polinom kiértékelésére. Legyen

p(t)=ao+ai(t—t1)+ ...+ am(t —t1)...(t — tm) és x € R.

Ekkor
a kovetkezd médszer p(x)-et adja eredményiil:
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Horner (HM2)

px = am
for i = m...1 do

px = px * (x — t;) + ai_1
end for
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Interpolacié
Példa

lllessziink a (—1,3),(0,2),(2,7),(3,1) pontokra egy polinomot az

(L2) mddszerrel és hatarozzuk meg p(1)-et




Matlab

hornl.m + horn2.m
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3Takx5bV91dWFDVVE/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TTGlTb0ZBMnFSTms/edit?usp=sharing

Interpolacié

Linedris interpolacid

p(t) = A+ =

f
t—t, t.

DA




Interpolacié

Kvadratikus interpolacié ekvidisztans pontokra

h<b<t3y, h=th—th=t3—t

p(t) = i+ Bph(t — ) + B25H0(t — 0)(t — 1)

DA




Interpolacié

Hiba

Fontos tudni, hogy (legrosszabb esetben) mekkora hibat kovetiink

el, ha egy f fiiggvényt a ty, ..., t, pontokra épiild interpolacids
polinommal " helyettesitiink” .
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Interpolacié

Hibaformula

Legyen f egy n-szer folytonosan differencidlhaté fliggvény és p az
(ti, f(t;))7_, pontokra illeszkedd Lagrange polinom és

(a, b) = (min(t1, ..., tn), max(ti, ..., tn)). Ekkor:
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Interpolacié

Hibaformula

|£(t) = p(t)] < T maxyeqa,s) lw(v)
Ahol M, = maxe[s,] |F(M(u)] és w(u) = 11 (u
tétele.)

—t;). (Rolle



http://en.wikipedia.org/wiki/Rolle%27s_theorem

Hibaformula

I£(t) — p(t)] < Ma|b — 4|

|u—tj| < |b— al miatt.
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Interpolacié

Hibaformula

Az n = 2,3 esetekben nem nehéz a durva becslésnél jobbat talalni.

DA




Interpolacié

Linedris hibaformula

|F(t) = p(t)] < "g|b— af?

DA




Interpolacié

Linedris hibaformula

A h=b— ajeldléssel u=t; + th t € [0,1], ezt beirva w-ba:
w(u)| = R2|t(t — 1)| = KPt(1 — t) < B ahol az utolss Iépésben a

szdmtani-mértani egyenl6tlenséget hasznaltuk.
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Interpolacié

Kvadratikus hibaformula

Legyen p az a,

a+b

2

, b pontokra éplil6é Lagrange-polinom
|

F(t) = p(t)] < M.

_1 |p_ 43
"72\/§|b 3|

. Ekkor:

DA




Interpolacié

Kvadratikus hibaformula

Legyen ¢ =

__ atb
2

,h=c—au=c+th te[-1,1]
w(u) =

(u—a)(u—c)(u=b) = K(t+1)t(t—1) — |w(u)| <

2h3
33

DA




Példa

kvadlag.m + error.m
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TaGtRdDFIX3A4S2c/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TZHJEeVZZTUZYNkU/edit?usp=sharing

Interpolacié

Hermite

Ha nem csak a fiiggvényértékeket ismerjiik az alppontokban,

hanem néhdany derivalt értéket is, akkor is elvégezhetd az
interpolacid.
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Interpolacié

Hermite

Legyen t; < ... < t,. Tegyiik fel, hogy adottak a:

t, f1(0)7 - f1(m1),

ta, £, ..., £
értékek. Ekkor:

DA




Interpolacié

Hermite alaptétel

Egyértelmiien létezik egy legfeljebb m — 1 fokd polinom, ahol
m=>Y""_1(1+ m;), melyre teljesiil:

pO(t) = FO)(z),
i=1..n, j =0...mj-re.
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Interpolacié

Hermite algoritmus

Csak a numerikus meghatarozassal foglalkozunk. Ez hasonlé a
sima Lagrange polinom osztott-differencids meghatarozasanal
latottakkal a kovetkezd kiegészitéssel: az alappontokat novekvéleg

rendezziik, a tj-t 1 + m; multiplicitassal felirjuk.
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Interpolacié

Hermite algoritmus

Ekkor az f(9)-ak felirdsa utén, a szamoldsok ugyanigy végzendék

mint a sima Lagrange-nal, kivéve, ha 0-val osztandnk: ekkor erre a
helyre az adatok koziil a megfeleld Lt tessziik.
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Interpolacié

Médszer (H)

(& = 1y,

— (t17t17
for k=1..mdo

°y tla t27 ey t27 ccey tn7 ey tn)
for i=1...(m— k) do
(k)
f,
ha uj = ujyk akkor: g-(k) = Y, ahol u; =t

(k=1)_ f(k—1)
ny K o
egyébként: g,.( ) — u,—u,-++k

end for
end for
=] = - = = o




Feladatok

katt ide
Lagrange/2.,3.,7.

Hermite/1c,2,3,4
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TMUhmMHVHX3k3YkU/edit?usp=sharing

Integralas

Bevezetd

Vannak fiiggvények - példaul a e - melyek kozponti szerepet
jatszanak a legkilonbozébb tudomanyteriileteken, de nem tudjuk a
hatdrozott integraljukat kiszdmitani. Nem azért, mert ugyetlenek
vagyunk, hanem mert elemien nem integralhaték. Ez indokolta
kozelitd eljarasok kidolgozasat hatarozott integralok szamitasara.

B6vebben lasd itt.



http://en.wikipedia.org/wiki/Nonelementary_integral

Integralas

Bevezetd

Adott f fiiggvény esetén olyan I(f,n,a, t) = Y i, aif (t;)
formulakat taldlni melyekben az ismeretlen a;-k konnyen
szamolhatdk és |fab f(t)dt — I(f,n,a,t)| "elég" kicsi. Az

I(f, n, a, t)-ket szokds kvadratira képletnek is nevezni.




Integralas

Trapézformula

A legegyszeriibb ha az f fiiggvényt az [a, b]-n linedrisan

interpoldljuk, és az integralt az egyenes integraljaval kozelitjiik.
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Integralas

Trapézformula

Az:

J2 F(a) + LB (¢ — a)at

integralt szamoljuk ki, ami egy trapéz teriilete:

f(a)erf(b)(b —a).

Ez az egyszerii trapézformula.

DA




Integralas

Trapézformula hiba

A T(f,a,b) = T(f) = LB (p _ 5)
jelolést bevezetve adddik a:

becslés.

| [P F(t)dt — T(F)| < M2(b - a)?

DA




Integralas

Trapézformula hiba

Lathatd, hogy a trapézformula legfeljebb elséfoku fliggvényekre
pontos.

DA




Integralas

Osszetett trapézformula

Ha egy fiiggvény integréljat kozelitjik [a, b]-n, gyakran az

integralasi tartomanyt m egyforma részre bontjuk

a:x1<...<xm+1:b
és a kapott [x;, xj+1] részeken valamilyen egyszerii kvadraturat

hasznalva felépitiink beldliik egy n. oOsszetett formulat:

o
o)
I
i
it
)

»
Q




Integralas

Osszetett trapézformula

T(f’ m) = Zln;l T(faxiaxi-l-l) =

_ b—
ahol h = b=a,

h (@ + f(X2) —+ ...+ f(xm) 4 f(Xm+1)>

DA




Integralas

Osszetett tra pézformula hiba

A h = b2 jeldléssel érvényes a:

| [P F(t)dt — T(F,m)| < M2(b— a)h?
becslés.

DA




Integralas

Osszetett tra pézformula hiba

Egy ilyen hibaformula gyakorlati haszna, hogy megbecsiilhetjiik

segitségével, azt hogy szakaszonkénti integrdldssal hany részre kell

legaldbb osztani az [a, b]-t egy adott hibahatar eléréséhez.
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Integralas

Simpson-formula

Pontosabb eredményre szamithatunk, ha linedris helyett
kvadratikus interpolaciét vesziink alapul.
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Integralas

Simpson-formula

Jelélje S(f,a, b) az (a, f(a)), (242, f(2£2)), (b, f(b)) pontokra

illesztett polinom integraljat [a, b]-n. Elemi szdmoldssal adédik a:
formula.

S(f,a, b) = 222(f(a) + 4F(2£2) + £(b))




Integralas

Simpson-formula hiba

A trapézformuldhoz hasonléan kaphaté becslés itt is, de ha

feltessziik az f*) folytonossagat, akkor tobbet is mondhatunk:
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Integralas

Simpson-formula hiba

| [P F(t)dt — S(F,a, b)| < My 2P

2880

ahol My = max,c[a,p] £ ()]

DA




Integralas

Osszetett Simpson-formula

Ha m egyenld részre osztjuk az [a, b]-t és a részeken alkalmazzuk

az elemi formulat, h = % jeloléssel megkapjuk a

h

S(f m) = 27;1 s(f,Xi,XH_l) =
6

Osszetett formulat.

(f(xl) FAF(RER) 4 2f (xp) + .. + AF(Xmbmer) 4 f(xm+1))




Integralas

Osszetett Simpson-formula hiba

Az elemi formuldra adott becslést alkalmazva kapjuk a

| [ f(t)dt — S(f,m)| < Ma(b—

3)2880’
becslést, ahol My = max,¢|, 4] |F®) ()]




Matlab

myfun.m + trapez.m
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TRDVVcnR1MXJmZ3M/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TdkJ3bWFvcDVEczA/edit?usp=sharing

Integralas

Adaptiv médszerek

A gyakorlatban a formuldkban szerepl6 M, meghatdrozasa nehéz
lehet, nélkiliik viszont nem tudunk becslést adni arra, hogy adott
pontossag eléréséhez hdny részre kell felosztani az [a, b]-t. Ennek a

problémanak a megolddsara adaptiv,alkalmazkodé mddszereket

dolgoztak ki.




Integralas

Adaptiv médszerek

Egy adaptiv trapézmddszer megvaldsitasért katt ide.

DA



https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TRlVkRkpoTE1uVnc/edit?usp=sharing

Feladatok

katt ide

1,2,3,4
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TdDFFdXh3WVUzYlU/edit?usp=sharing

