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Nemlineáris egyenletek megoldása
Bevezető

Már egyszerű geometriai feladatok is vezethetnek olyan egyenletre,
melyből az ismeretlent nem lehet egyszerűen kifejezni, például: egy
körből vágjuk le egy szelővel a területének 1

3 -át. Ez a következő
egyenletre vezet:

α = sin(α) + 2π
3
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Nemlineáris egyenletek megoldása
Bevezető

Ilyen egyenletek közeĺıtő megoldásával foglalkozunk. Azaz egy
tetszőleges f : R→ R függvény esetén szeretnénk meghatározni
zérushelyeinek elég jó közeĺıtését.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Felező módszer

Ha f : (a, b)→ R folytonos függvény függvényre f (a)f (b) < 0,
akkor ∃ξ ∈ (a, b) : f (ξ) = 0. Ez az alapja a következő módszernek:



Nemlineáris egyenletek megoldása
Felező módszer

a < b, f (a)f (b) < 0, ε > 0
while b − a > ε do

m = a+b
2

ha f (a)f (m) ≤ 0 akkor b = m,
egyébként a = m.

end while



Nemlineáris egyenletek megoldása
Felező módszer,hiba

Legyen d = b − a. Az n-ik lépés után b − a = d
2n . Ezért, ha egy

ε > 0 nagyságú intervallumba akarjuk beszoŕıtani a gyököt, akkor

n >
log( d

ε
)

log(2)



Nemlineáris egyenletek megoldása
Felező módszer,konvergencia

A felezőmódszert át́ırhatjuk a következő alakba:

a < b, f (a)f (b) < 0, ε > 0

k = 0

while b − a > ε do

xk = a+b
2

ha f (a)f (xk) ≤ 0 akkor b = xk ,

egyébként a = xk .

k = k + 1

end while



Nemlineáris egyenletek megoldása
Felező módszer,konvergencia

Ha d = b − a és ek = |xk − x∗|, akkor

ek ≤ d
2k

.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Példa

felez.m
matlab: inline használata.

https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TbGFOUVN0UU1ITnM/edit?usp=sharing


Nemlineáris egyenletek megoldása
Szelőmódszer

Ha xk−1, xk adott, illesszünk az (xk−1, f (xk−1)), (xk , f (xk))
pontokra egyenest, legyen xk+1 ezen egyenes x tengellyel való
metszéspontja. A kapott xk sorozat bizonyos feltételek mellett
konvergens.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Szelőmódszer

xk+1-re érvényes az:

xk+1 = xk − f (xk )(xk−xk−1)
f (xk )−f (xk−1)



Nemlineáris egyenletek megoldása
Szelőmódszer,hiba

Tegyük fel, hogy f (x∗) = 0 valamely x∗ ∈ (a, b)-re. Ha

|f ′′(x)| ≤ m2, 0 < m1 ≤ |f
′
(x)|

minden x ∈ [a, b]-re, akkor

ek+1 ≤ m2
2m1

ek−1ek ,
ahol ek = |xk − x∗|.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Szelőmódszer,hiba

Ha d = max(e0, e1), C = m2
2m1

, dk = Cek , akkor dk+1 ≤ dk−1dk ,
amiből indukcióval következik, hogy:

dk ≤ dγk ,
ahol γ = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...} az ún. Fibonacci-sorozat.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Szelőmódszer,konvergencia,elégséges feltétel

Ha d < 1 akkor a xk → x∗.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Szelőmódszer,példa

szelo.m

https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TaDNYZndCLW1uX0k/edit?usp=sharing


Nemlineáris egyenletek megoldása
Newton-Raphson

Ha xk adott, határozzuk meg az (xk , f (xk)) ponthoz tartozó
érintőjét, legyen xk+1 ezen egyenes x tengellyel való metszéspontja.
A kapott xk sorozat bizonyos feltételek mellett konvergens.
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Newton-Raphson

xk+1-re érvényes az:

xk+1 = xk − f (xk )

f ′ (xk )



Nemlineáris egyenletek megoldása
Newton-Raphson,hiba

Tegyük fel, hogy f (x∗) = 0 valamely x∗ ∈ (a, b)-re. Ha

|f ′′(x)| ≤ m2, 0 < m1 ≤ |f
′
(x)|

minden x ∈ [a, b]-re, akkor

ek+1 ≤ m2
2m1

e2k ,
ahol ek = |xk − x∗|.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Newton-Raphson,hiba

Ha d = e0, C = m2
2m1

, dk = Cek , akkor dk+1 ≤ d2
k , amiből

indukcióval következik, hogy:

dk ≤ d2k .



Nemlineáris egyenletek megoldása
Newton-Raphson,konvergencia

Ha d < 1, akkor xk → x∗.
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Newton-Raphson,példa

newton.m
wiki
matlab: fzero használata.

https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TUkJocml5YnllZzQ/edit?usp=sharing
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton's_method


Nemlineáris egyenletek megoldása
Összehasonĺıtás

Legyen d < 1, ekkor elég nagy k-ra:

d2k < dγk < 1
2

k
,

ami azt mutatja, hogy a tárgyaltak közül a felező a leglassabb, a
Newton a leggyorsabb, a szelő a kettő között helyezkedik.
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Összehasonĺıtás

Durván annyit mondhatunk a hiba-formulák alapján, hogy a
felező-módszernél ”néhány” lépésenként 1-el nő a pontos jegyek
száma, a Newton-nál ”néhány” lépésenként megduplázódik, a szelő
pedig a kettő között helyezkedik el.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Összehasonĺıtás

Ezt szokás úgy is megfogalmazni - a ”rend” fogalmát intuit́ıvan
használva - hogy a felező módszer elsőrendűen, lineárisan, a szelő
szuper-lineárisan, a Newton pedig másodrendűen, kvadratikusan
konvergens, a megfelelő feltételek teljesülése esetén.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció, motiváció

f (x) = 0⇒ g(x) = f (x) + x = x ,

g(x) = x ⇒ f (x) = g(x)− x = 0.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,Banach-tétel

Legyen (X , ρ) teljes metrikus tér, f : X → X melyre:

ρ(f (x), f (y)) ≤ qρ(x , y),
teljesül minden x , y ∈ X -re valamely 0 < q < 1-el. Ekkor

∃!x∗ : f (x∗) = x∗.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,Banach-tétel

Sőt, bármely x ∈ X esetén, az x0 = x , xk = f (xk−1) sorozatra:
xk → x∗ teljesül.
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Fixpont-iteráció,megjegyzés

Az fenti tulajdonságú f függvényeket kontrakciónak nevezik, a q-t
pedig kontrakciós állandónak.
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Fixpont-iteráció,indoklás

A háromszög egyenlőtlenség alapján adódik a:

ρ(x , y) ≤ ρ(x , f (x)) + ρ(y , f (y))

1− q
(A)

összefüggés,



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,indoklás

amiből kapjuk, hogy:

ρ(f n(x), f m(y)) ≤ qnρ(x , f (x)) + qmρ(y , f (y))

1− q
. (B)



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,indoklás

Ez viszont x = y választással éppen azt jelenti, hogy xk
Cauchy-sorozat, tehát konvergens:

xk → x∗.
Hasonlóan, egy y 6= x-re: yk → y∗. Tegyük, fel, hogy x∗ 6= y∗:



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,indoklás

ρ(x∗, y∗) ≤ ρ(x∗, f n(x)) + ρ(f n(x), f m(y)) + ρ(y∗, f m(y)),
ez azt jelenti, hogy x∗ = y∗.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,indoklás

Látjuk, hogy teszőleges pontból ind́ıtva az iterációt mindig
”ugyanoda jutunk”: x∗ . Be kell még látni, hogy:

f (x∗) = x∗,



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,indoklás

ami az

ρ(x∗, f (x∗)) ≤ ρ(x∗, f n(x∗)) + ρ(f (x∗), f n(x∗)) ≤

ρ(x∗, f n(x∗)) + qρ(x∗, f n−1(x∗))
alapján világos.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,tulajdonságok

Érvényes a következő, fontos becslés:

ρ(xk , x
∗) ≤ qk

1− q
ρ(x0, x1) (C)

amit (B)-ből kaphatunk meg. Ennek seǵıtségével megbecsülhetjük,
hogy adott pontosság eléréséhez hány lépést (iterációt) kell tenni.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,tulajdonságok

(C) a felező-módszerhez hasonló, lineáris konvergencia sebességet
sugall, de ettől sokkal gyorsabb is lehet...
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Fixpont-iteráció,Babilóni-módszer

Közeĺıtsük
√

7-et! a = 7 jelöléssel:

x2 = a⇔ x = a
x ⇔ x = 1

2

(
x + a

x

)
.



Nemlineáris egyenletek megoldása
Fixpont-iteráció,Babilóni-módszer

Tehát az f (x) = 1
2

(
x + a

x

)
fixpontját keressük. Elvégezve négy

iterációt:

x0 = 2.5

x1 = 2.65000000000000

x2 = 2.64575471698113

x3 = 2.64575131106678

x4 = 2.64575131106459
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Fixpont-iteráció,Babilóni-módszer

14 jegyre pontos eredményt kapunk! Miért működik? Legyen
I = [

√
a, a].

f : I → I és I teljes metrikus tér.
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Fixpont-iteráció,Babilóni-módszer

A középérték-tétel alapján (Rolle):

|f (x)− f (y)| = |f ′(ξxy )||x − y |,
vagyis ahhoz hogy kontrakció legyen f az adott intervallumon,
elegendő, ha a deriváltja elég kicsi I -n:
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Fixpont-iteráció,Babilóni-módszer

f
′
(x) = 1

2

(
1− a

x2

)
,

f
′

monoton nő, f
′
(
√
a) = 0 f

′
(a) < 1

2 . Tehát f kontrakció I -n.
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Fixpont-iteráció,Babilóni-módszer

A módszer gyorsaságának intuit́ıv magyarázata: a
Newton-módszert alkalmazva az f (x) = x2 − a-ra ugyanezt a
formulát kapjuk. Mindez pontosabban:
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Fixpont-iteráció, sebesség

Legyen f kontrakció [a, b]-n, f (x∗) = x∗. Ha

f (1)(x∗) = f (2)(x∗) = ... = f (p−1)(x∗) = 0 és f (p)(x∗) 6= 0, akkor

ek+1 ≤ Cepk ,

ek = |xk − x∗| és C = maxx∈[a,b]
|f (p)(x)|

p! jelöléssel.
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Feladatok

matlab: fixpont.m

https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TTjZIUXlZSzhSVlE/edit?usp=sharing

