NUMMAT

1. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Megjegyzés: A tovabbiakban matrixon négyzetes matrixot értiink.
Fogalom: Fels6-haromszog alaki méatrixok.

Moédszer(FHM): Fels6-hdromszog alaki egyeletrendszerek megoldésa a; # 0 esetén:

(1) T = (bk — Z akixi> /akk k=n..l

i=k+1
Megjegyzés: Az (FHM) miiveletigénye n +2(0+ 1+ ... + (n — 1)) = n?.

Példa:
T+ 229+ 323 =14
To+ 223 =8
3r3=9
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Fogalom: Alsé-haromszog alaku matrixok.

Moédszer(AHM): Alsé-hdromszog alaku egyenletrendszer megoldésa a; # 0 esetén:
k—1

(2) T = (bk - ZakixZ) /akk k=1.n
i=1

Megjegyzés: Az (AHM) miiveletigénye n +2(0+ 1+ ... + (n — 1)) = n*.

Példa:
T =1
201 + o =4
3r1 4+ 229 + 323 = 14
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Fogalom: Fels6-haromszog alakra hozas.

Moédszer: Gauss-eliminacié (GE):
U=A
gond=nincs
for :=1..n do
if 0 == u;; then
gond=van
break
end if
for j=(i+1)..ndo
lji = Uji/ Ui
uj = u; — lju,;
end for

end for
Megjegyzés: Az (GE) miiveletigénye (n — 1) +2((n — 1)* + ... + 22 + 1%) < 2n3/3.

Példa:
211 + 329 + 223 =8
—4x; — 319 — 323 = —12
41+ 3z + T3 =4
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Fogalom: Szigorian domindns féatloju matrixok.

n
(3) |am| > Z |Clij| 1=1..n
J=1j#1

Allitas: Szigortian domindns f64t16ji matrixokra a (GE) gond nélkiil fut le.
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Fogalom: LU felbontés, k-indexti Froebenius matrix.
Allitis: Ha a (GE) hiba nélkiil fut le akkor A = LU, ahol I; =1 i = 1...n.

Megjegyzés: Nagy vonalakban: L-ben azt adminisztraljuk hogy milyen miveletet végziink,

az U-ban pedig elvégezziik azt.



Médszer: Az Ax = LUz = b egyenletrendszer megoldasa: Ly = b, Uz = y megoldasa ilyen

sorrendben.
Példa:
2 3 2 8
A= -4 -3 =3 |,b= —12
4 3 7 4

(mo.:(3,2,—2)7)
Példa:

Van-e az A matrixnak LU felbontédsa?
. 01
1 1
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(mo.:nincs)

Megjegyzés: A felbontasok egyik célja: rogzitett A esetén sokféle b-re hatékonyan oldhassuk

meg a Axr = b egyenletrendszert.

Fogalom: PLU felbontéas, pivot elem, permutaciés métrix.

Allitas: Minden métrixnak létezik PLU felbontdsa (ami altaldban nem egyértelmi).
Megjegyzés: A P a végrehajtott sorcseréket adminisztralja, explicit nem szamoljuk

Médszer: Gauss-elimindci6 féelemkivalasztassal (GE-FK):
T=(1,2,..,n)
legyen L és U egy-egy mutato A-ra
for:=1..n do
legyen j olyan hogy: |uj;| > max(|wil, |[wit1,l, -\ |Uni])
csere(u;, u;j)
csere(m(i), m(7))
for j=(i+1)..n do
Lii = wji/wii
Wik = Wi — liuge  k=(i+1)..n
end for

end for



Megjegyzés: Az LU-nal latott miiveletigény aritmetikai része valtozatlan, szokds még az

osszehasonlitdsok szdmét is figyelembe venni: (n — 1) + ...+ 1 =n(n —1)/2 < n%

Médszer: Ax = PLUx = b helyett a P'Ax = LUz = P7'b-t kell megoldani. A
konstrukciébdl lathatd, hogy: (P7'0)(i) = b(m(i)), azaz a m-beli cseréket b-elemein kell

végrehajtani, majd az LU-nal latott médon megoldani az egyenletrendszert.

Példa:

— =N O
NN O
W NN
S NN
|
—

Oldjuk meg az Az = b egyenletrendszert (mo.: z = (1,2, -2, —1)7).
sk

Fogalom:

o k-ad rendd sarokmétrix: (Ay);; = Aij, 1<1,j <k.
e diagondlis métrix és tulajdonsagai (D A(sor), AD(oszlop), D~ (16tezés))
e pozitiv definit matrix: 27 Az >0 z # 0.

Allitas: Ha Ay, nem-szingularis k = 1...(n—1)-re, akkor A = LU és a faktorizdcié egyértelmii.

Allitas: Ha A = AT és Aj, nem-szinguléris k = 1...n-re, akkor A = LDLT és a faktorizécié

egyértelmii.
Allitas: Ha A = AT és pozitiv definit akkor A = MMT.

Médszer(Szimmetrikus LU (Crout)):
legyen L egy mutaté U-ra

for i =1..n do
for j =i..n do
Uij = @iy — Yoy Lkt
Lii = wij/ui ha i # j
end for

end for

Példa:



A=| -4 13 -—17
8§ —17 26
1 0 O
-1 1 0
2 -1 1
ST

Fogalom:

norma definicidja (4 tulajdonsig)

forditott haromszog-egyenlotlenség

nevezetes normék (1,2, c0).
indukalt matrixnorma
sajatpar: \,z (x #0): Az = Az.

Allitas:

o [|[AB| < ||All|lB]

e |\ < ||A|| ha X sajatértéke A-nak

o [|All; =max; Y . |a;;| oszlop-abszolutérték-osszegek maximuma
o [[Alloo = max; Y7 |a;;| sor-abszoliitérték-osszegek maximuma

o ||Allz = v/max{|A| : X sajdtértéke AT A-nak}

Fogalom: A reguldris métrix kondicidszama: cond(A) = || Al|[|A™!].
Megjegyzés: cond(A) > 1.

Allitas: (egyenletrendszer jobboldala hibds) Legyen A reguldris métrix. Tth: Az = b és
A(x + ) = b+ db. Ekkor

o [lox]| < [[A7H[|6b]

o 12l < cona(a) 121

2
A 1 t . 1+t t
t 142 —t 1

Példa: Baran Agnes feladatsora

Példa:


http://www.inf.unideb.hu/valseg/dolgozok/szagnes/nmGI3.pdf

2. LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE

Megjegyzés: Linedris regresszi6 feladata amikor adott (¢;, f;) ¢ = 1,...,m pontok esetén
keressiik azt az f(t) = at + b egyenest, melyre: S(a,b) = >_.(f(t;) — fi)* minimalis. Ilyen
egyenes mindig létezik, a kérdés: hogyan hatarozzuk meg? Vizsgaljuk meg a szélsoérték

l1étezéséhez sziikséges feltételeket:

5S(ab) _ o 6S(ab)
da 0 &b 0

b — 93 (at: +b— fi)ti =0

Pl =25 (at b~ f)=0
Ez egy kétismeretlenes linedris egyenletrendszer, oldjuk meg:

Soilati+b— fiti=ad 2 +b>ti— > fiti=0
Yulati +b—fi)=ad ti+mb—3, fi =0
Atlagjeléléssel:
at> + bl — ft =0
at+b—f=0

Az masodikbdl kifejezve b-t és az els6be helyettesitve:

Amibol:

Figyeljiik meg hogy csak abban az esetben van gond, ha 2 — 7 = 0. Ez mit jelent 7
Példa: A (0,1),(—1,10),(1,—2), (2, —23) pontokra "illessziink” egyenest a fenti mddszerrel.

Megjegyzés: A regresszi6 dltaldnosabb forméja: Legyen adott (¢;, f;) i =1,...,més ¢; i =
1,...,n egy fliggvényrendszer. Keressiik azt az f =) . x;¢; fiiggvényt, melyre

S(r1s e ta) = Su(F(8) = £ = S((X, 7500) (1) — £) minimélis

Allitss: (Gauss-féle normalegyenlet (GN))



ei1(t1) - paltr)

Legyen A;; = a;; = p;(t;), azaz: A =
©1(tm) - pultm)
Ekkor, ha AT A nem-szinguldris akkor legkisebb négyzetek feladatdnak megolddsa: az
AT Ax = AT f
linedris egyenletrendszer (egyértelmii) megoldasa.

Megjegyzés: Ha AT A szingularis akkor A oszlopai linedrisan fiiggdek, a ; rendszer fe-
lesleges elemet is tartalmaz, a modellt egyszerisiteni kell. A normélegyenletet altaldban
LDL"-felbontassal oldjuk meg, d;;-re figyelve, vagyis ha az i index-nél kovetkezik be a szin-
gularitas, akkor ¢;-t elhagyjuk a modellbol.

Példa: Baran Agnes feladatsora

3. INTERPOLACIO

Megjegyzés: A polinomiélis interpoldcié alapfeladata: Legyen adott (¢;, f;) i =0, ..., (n—1)
ést; #t; hai# j. Keressik azt a minimalis fokszamu f polinomot, melyre f(t;) = f; i =
0..(n—1). Vagyis keresett polinom ”atmegy” a pontokon, nem elég az hogy ”elég kozel” van

hozzajuk.

Allitas: A fenti feltételekkel: Egyértelmiien létezik egy legfeljebb n — 1-foku interpolacios

polinom

Létezés: p; legyen olyan, hogy p;(t;) = d;;. Ekkor p = >, fip; j6. Egyértelmiiség: egy
legfeljebb n — 1-fokt polinomnak legfeljebb n — 1 gyoke van.

Moédszer: Egy O(n?) megvaldsitds

L(t) =T1,(t = t;), n* mivelet

pi(t) = (tL_(?) n? mivelet
a; = pi(t;) n? mivelet

p=>_, fipi n* miivelet


http://www.inf.unideb.hu/valseg/dolgozok/szagnes/nmGI4.pdf

Megjegyzés: Egy mdsik hozzdallas p(t) = ag + (t — to)ar + ... + (t — to)...(t — tp_2)an_o
alakban keresi a polinomot. felirva a p(t;) = f; Osszefiiggéseket, a hdromszog-alaki egyenle-

trendszereknél latott médon O(n?) miivelettel kiszdmolhaté az ag, ..., a,_a.
Példa: Illessziink a (—1,3),(0,2),(2,7) pontokra egy polinomot.

Példa: Baran Agnes feladatsora

E-mail address: noszaly.csaba@gmail.com
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