Numerikus matematika
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Nemlinedris egyenletek megolddsa

Bevezetd

Mar egyszer(i geometriai feladatok is vezethetnek olyan egyenletre,
melybdl az ismeretlent nem lehet egyszeriien kifejezni, példaul: egy

korbdl vagjuk le egy szelével a teriiletének %—ét. Ez a kovetkezo
egyenletre vezet:

_ o 2
a=sin(a) + 5




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Bevezet6
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Bevezet6

Ilyen egyenletek kozelit6 megoldasaval foglalkozunk. Azaz egy
tetszbleges f : R — R fliggvény esetén szeretnénk meghatdrozni
zérushelyeinek elég j6 kozelitését.
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Felezd mddszer

Ha f : (a, b) — R folytonos fiiggvény fliggvényre f(a)f(b) < 0,
akkor 3¢ € (a,b) : f(§) = 0. Ez az alapja a kdvetkezé mddszernek:




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Felezd mddszer

a<b,f(a)f(b) <0,e>0
while b — a > € do

m— atb
ha f(a)f(m) < 0 akkor b = m,

egyébként a = m.
end while
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Felez6 médszer,hiba

Legyen d = b — a. Az n-ik |épés utdn b — a = 2%. Ezért, ha egy

€ > 0 nagysagu intervallumba akarjuk beszoritani a gyokot, akkor

. log(2)

€

log(2
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Nemlinedris egyenletek megolddsa

Felezé médszer,konvergencia

A felezémddszert dtirhatjuk a kovetkezd alakba:
a<b,f(a)f(b) <0,e>0
k=0
while b —a > e do
X = 24t
ha f(a)f(xk) < 0 akkor b = x,
egyébként a = xy.
k=k+1
end while




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Felezé médszer,konvergencia

Ha d = b— a és e = |xx — x*|, akkor

d
ekSEF.
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Példa

felez.m

matlab: inline haszndlata.
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TbGFOUVN0UU1ITnM/edit?usp=sharing

Nemlinedris egyenletek megolddsa

Szelbmédszer

Ha xx_1, xx adott, illessziink az (xx—1, f(xk—1)), (xk, f (xk))
pontokra egyenest, legyen xx41 ezen egyenes x tengellyel vald

metszéspontja. A kapott xx sorozat bizonyos feltételek mellett
konvergens.




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Szelémddszer

Xk+1-re érvényes az:

(X ) (Xk—XKk—1)

Xkl = Xk = F0q)—F(xe_1)

DA




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Szelémddszer, hiba

Tegyiik fel, hogy f(x*) = 0 valamely x* € (a, b)-re. Ha

IF(x)] < ma, 0< my <|f(x)|
minden x € [a, b]-re, akkor

m:
ek+1 < g
ahol e, = [xx — x*|.

€k—16€k,
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Szelémddszer, hiba

Ha d = max(ep, e1), C = 2m_n121’ dx = Cex, akkor diy1 < dk_1dk,
amibdl indukcidval kovetkezik, hogy:

di < d7k,
ahol v ={1,1,2,3,5,8,13,...} az tn. Fibonacci-sorozat.




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Szeldmddszer, konvergencia,elégséges feltétel

Ha d < 1 akkor a xx — x*.

DA




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Szelédmddszer,példa

szelo.m
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TaDNYZndCLW1uX0k/edit?usp=sharing

Nemlinedris egyenletek megolddsa
Newton-Raphson

e s

Ha xx adott, hatarozzuk meg az (xk, f(xx)) ponthoz tartozé
érintGjét, legyen xx11 ezen egyenes x tengellyel valé metszéspontja.
A kapott xj sorozat bizonyos feltételek mellett konvergens.
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Newton-Raphson

Xk1-re érvényes az:

Xk+1 = Xk —

f(xk)
f’(xk)
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Newton-Raphson,hiba

Tegyiik fel, hogy f(x*) = 0 valamely x* € (a, b)-re. Ha

IF(x)] < ma, 0< my <|f(x)|
minden x € [a, b]-re, akkor

my 2
€k+1 < 30 €k
ahol e, = [xx — x*|.
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Newton-Raphson,hiba

m;
Had =¢, C =52,

dy = Cey, akkor di,1 < d?, amibdl
indukcidval kovetkezik, hogy:

dy < d?*.
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Newton-Raphson, konvergencia

Ha d < 1, akkor x;, — x*.
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Newton-Raphson,példa

newton.m
wiki

matlab: fzero hasznalata.
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TUkJocml5YnllZzQ/edit?usp=sharing
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton's_method

Nemlinedris egyenletek megolddsa
Osszehasonlitas

Legyen d < 1, ekkor elég nagy k-ra:

¢ < dn < 1K
ami azt mutatja, hogy a targyaltak koziil a felezb a leglassabb, a
Newton a leggyorsabb, a szel6 a ketté kozott helyezkedik.




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Osszehasonlitds

Durvan annyit mondhatunk a hiba-formuldk alapjan, hogy a
felez6-mddszernél " néhany” lépésenként 1-el nd a pontos jegyek
szama, a Newton-nal "néhany” Iépésenként megduplazddik, a szeld
pedig a ketté kozott helyezkedik el.




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Osszehasonlitds

Ezt szokds ugy is megfogalmazni - a "rend” fogalmat intuitivan
hasznalva - hogy a felez6 mddszer elsérendiien, linedrisan, a szel6
szuper-linedrisan, a Newton pedig masodrendiien, kvadratikusan
konvergens, a megfelel6 feltételek teljesiilése esetén.




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Fixpont-iteracid, motivacio

f(x) =0= g(x) =f(x) + x = x,

g(x) =x= f(x) = g(x) —x=0.
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Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracié,Banach-tétel

Legyen (X, p) teljes metrikus tér, f : X — X melyre:

p(f(x), f(y)) < ap(x,y),

teljesiil minden x,y € X-re valamely 0 < g < 1-el. Ekkor

Ax* o f(x*) = x*.
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Fixpont-iteracié,Banach-tétel

Nemlinedris egyenletek megolddsa

Sét, barmely x € X esetén, az xg
Xk — x* teljesul.

= x, xx = f(xx_1) sorozatra:
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Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracié,megjegyzés

Az fenti tulajdonsagl f fliggvényeket kontrakcidnak nevezik, a g-t
pedig kontrakcids dllandénak.




Fixpont-iteracid,indoklds

Nemlinedris egyenletek megolddsa

A hdromszog egyenl6tlenség alapjan adédik a:

Osszefliggés,

p(x,y)

. p(x, F(x)) + ply, f(¥))

1-g
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Fixpont-iteracid,indoklds

amibdl kapjuk, hogy:

p(F(x). F () < L

1-gq

(x, £(x)) + a"p(y, ()

(B)
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Fixpont-iteracid,indoklds

Ez viszont x = y valasztassal éppen azt jelenti, hogy xx
Cauchy-sorozat, tehat konvergens:

X — x*.

Hasonldan, egy y # x-re: y, — y*. Tegyiik, fel, hogy x* £ y*:




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Fixpont-iteracid,indoklds

p(x*,y*) < p(x*, £7(x)) + p(F"(x), F™(y)) + p(y™, £7(¥)),
ez azt jelenti, hogy x* = y*.
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Nemlinedris egyenletek megolddsa
Fixpont-iteracid,indoklds

Latjuk, hogy teszbleges pontbdl inditva az iteraciét mindig
"ugyanoda jutunk”: x* . Be kell még latni, hogy:

f(x*) = x*,




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Fixpont-iteracid,indoklds

ami az

alapjan vilagos.

p(x*, F(x7)) < p(x*, £7(x)) + p(F(x*), £7(x7)) <
p(x*, £7(x*)) + gp(x*, £ (x*))
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Fixpont-iteracid,tulajdonsdgok

Ervényes a kovetkezd, fontos becslés:

k
p(Xk’X*) <

PLX0, X1
s (x0, x1)

(€)
amit (B)-bdl kaphatunk meg. Ennek segitségével megbecsiilhetjiik,
hogy adott pontossag eléréséhez hdny |épést (iteraciét) kell tenni.




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracid,tulajdonsdgok

(C) a felez8-mdédszerhez hasonld, linedris konvergencia sebességet
sugall, de ettdl sokkal gyorsabb is lehet...
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Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracid,Babiléni-mddszer

Kozelitsiik /7-et! a = 7 jeldléssel:

x2

=ac>x=)—"j<:x=%(x+§).
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Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracid,Babiléni-mddszer

Tehat az f(x) = % (x + 2) fixpontjat keressiik. Elvégezve négy
iteraciét:

xg =25

x1 = 2.65000000000000

xp = 2.64575471698113

x3 = 2.64575131106678

x4 = 2.64575131106459




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracid,Babiléni-mddszer

14 jegyre pontos eredményt kapunk! Miért miikodik?
I =[va,al.

Legyen
f: 1l — I és | teljes metrikus tér.
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Fixpont-iteracid,Babiléni-mddszer

A kozépérték-tétel alapjan (Rolle):

F(x) = F)] = If (&x)lIx = yl,
vagyis ahhoz hogy kontrakcié legyen f az adott intervallumon,
elegendd, ha a derivaltja elég kicsi /-n:




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracid,Babiléni-mddszer

f'(X)
f' monoton né, f'(v/a) =0 f

AII




Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracid,Babiléni-mddszer

A médszer gyorsasagdnak intuitiv magyarazata: a

Newton-mddszert alkalmazva az f(x) = x? — a-ra
formulat kapjuk. Mindez pontosabban:

ugyanezt a
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Nemlinedris egyenletek megolddsa

Fixpont-iteracid, sebesség

Legyen f kontrakcié [a, b]-n, f(x*) = x

*. Ha
fFO(x*) = FO(x*) =

= f(PD(x*) = 0 és F(P)(x*) #£ 0, akkor

ex+1 < Cek,
ex = |xk — x*| és C = max,¢[s p]

1FP(x)| (X)I

jeloléssel.




Nemlinedris egyenletek megolddsa
Feladatok

matlab: fixpont.m
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https://docs.google.com/file/d/0B1Q-Fj5gRW3TTjZIUXlZSzhSVlE/edit?usp=sharing

