3.5 Sajatérték feladatok

-2 3
=(5%)
A sajatértékek meghatéarozasahoz irjuk fel az A méatrix karakterisztikus polinomjéat!

2—-A 3

det(A—AE):‘ 4 s

‘:(—2—)\)-(5—)\)—(—12):>\2—3)\+2

A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei lesznek:

AN —3\A+2=0

3498 341

2 2

A X\ = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektort az

A =

)\1:2, )\2:1

(A-2-Ejw=0

linearis egyenletrendszer megoldéasaval kapjuk.
—4 3 U1 . 0
—4 3 (%) - 0 ’
v 0,6
-\ 0,8 )

A X =1 sajatértékhez tartozo sajatvektort az

igy

(A-1-FEjv=0

lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.

(2=
U:< )

igy

Sl=5-

56



31
=(41)
A matrix karakterisztikus egyenlete:

A —4N+4=0.

Ennek gyokei:

A matrixnak egy kétszeres multiplicitasa valos sajatértéke van.
A X = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektort az

(A-2-FEjv=0
lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.
1 1 U1 . 0
-1 -1 (%) - 0 ’

igy

A karakterisztikus egyenlet:
M -2\ +2=0,

Ennek gyokei

=144,

2+4-8 2xy/—4 2+£V4-/-1 22
2 N 2 - 2 N

Ao = 5

A matrix sajatértékei komplexek.
A X =1+ i sajatértékhez tartozo sajatvektort az

(A= (1+1)-E)o =0

lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.
—2—1 =5 U1
1 2—1 (%)
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igy

=ity )

A X =1 — i sajatértékhez tartozo sajatvektort az
(A-—(1—-49)-E)p=0
lineéris egyenletrendszer megoldéséaval kapjuk.
() ()= ()
1 2+1 Vg 0 )’

igy

2. Induljunk ki az Av = Av egyenletbdl, majd vegyiik mindkét oldal norméajat!

[A[l - loll = [Av]l = lIxoll = [A] - vl
Ebbél v # 0 miatt kévetkezik, hogy

IA[l = A

3. Ha A-nak a 0 sajatértéke, akkor det(A—0F) = 0, tehat det(A) = 0, azaz A szingularis.
Ha A szingularis akkor det(A) = 0, azaz a A = 0 megoldja a det(A — AE) = 0
egyenletet, tehat A-nak a 0 sajatértéke.

4. Legyen v # 0 a \ sajatértékhez tartozo sajatvektor:
A-v=X 0.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat balrol A~!-gyel:
v=X-A"1. 0.

Az A matrix regularis, igy A # 0.

azaz az A~! matrixnak % sajatértéke, a hozzatartozo sajatvektor v.
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5. Legyen v # 0 a X sajatértékhez tartozo sajatvektor.

A-wv A-v /A
A2y = N-A-w
A v = A-(A-0)
A%y = Mo,

azaz \? az A% matrix sajatértéke, a hozzatartozo sajatvektor v.

6. Legyen v # 0 az A méatrix A sajatértékéhez tartozo sajatvektor.

Av = A / —cE-v
(A—cE)-v = (A=¢) v,

tehat A — ¢ sajatértéke az A — cFE matrixnak, v pedig a A — ¢ sajatértékhez tartozo
sajatvetor.

7. Ha egy matrix dominans f6atloju, akkor a féatloban allo elemek nagyobbak, mint a
veliik egy sorban 1év6 elemek abszolutértékeinek osszegei.
Ez alapjan a Gersgorin kordk unidjaban nincs benne a 0, tehat az nem sajatértéke a
matrixnak, igy a matrix reguléris.

8. (a) A matrix sajatértékei a
4 kozéppontu és 4 sugari,
—3 kozéppontu és 2 sugarti,
—7 kozéppontu és 1 sugaru korok univjaban helyezkednek el.

A 0 beleesik a 4 kozéppontu korbe, igy lehet, hogy a matrix nem invertalhato.
A korok nem metszik egymast, igy minden korben pontosan 1 darab sajatérték
talalhato, amelyek valosak.

(b) A matrix sajatértékei a
4 kozéppontua és 3 sugari,
3 kozépponti és 2 sugari,
7 kozéppontu és 3 sugaru korok uniojaban helyezkednek el.

A 0 nem tartozik egyik korhoz sem, tehat a matrix invertalhaté. Mind harom
kor metszi egymast, igy a 3 sajatérték ezek unidjaban béarhol lehet. Mivel a
matrix szimmetrikus, igy sajatértékei biztosan valésak, a Gersgorin korok elhe-
lyezkedésébdl kovetkezGen pedig pozitivak. A matrix igy pozitiv definit.
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10.

11.

(¢) A matrix sajatértékei a
4 kozépponti és 5 sugar,
—5 kozéppontu és 2 sugar,
—11 kozéppontu és 2 sugart korok unidjaban helyezkednek el.
A 0 beleesik a 4 kozéppontu korbe, igy lehet, hogy a matrix nem invertalhato.

A korok nem metszik egymast, igy minden korben pontosan 1 darab sajatérték
taldlhato, amelyek valosak.

. A matrix sajatértékei a

8 kozépponti és 6 sugar,

5 kozéppontu és 3 sugart,

—3 kozéppont és 2 sugar,

7 kozéppontu és 4 sugart,

—4 kozéppontu és 3 sugari korok unidjaban helyezkednek el.

A 0 nem tartozik egyik korhoz sem, tehat A matrix regularis. A —3 és —4 kozépponti
koérok univjaban 2, a 8 az 5 és a7 kozéppontt korok unidjaban pedig 3 darab sajatérték
talalhato.

Ha adott az A € R™™ métrix és av € R, v # 0 vektor, akkor a J(A\) = |[A-v — X - vl
fliggvény minimumbhelye

)= (Av, v>‘
(v, v)
Ezt a hanyadost nevezziik Rayleigh hanyadosnak.
Esetiinkben:
5= (Av,v)  (=3)-(=13)+7-27+2-6+5-20+1-4 43

(v,v) (—3)2+ 72 +22 4 52 + 12 TR

igy A\ = % esetén lesz minimalis az Av — Av euklideszi normaja.

-5 —15
v = 0 , Av = 1 ,
4 12
\— (Av,v)  (=5)-(—=15)+4-12 _3
- (v,v) (—5)% + 42 -
igy a minimumhely A = 3.
0 -1 0
A-3FE=| -1 -1 -1
0 -1 O

det(A — 3F) = 0, tehat a 3 sajatértéke az A méatrixnak.
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12. (a)

2 —1
A_<1 2), ¢ = 0.01.

Az y0)-t tetszélegesen valasztjuk ki, innentdl kezdve ez érvényes az alabbi felada-
tokra is!

o_ (1 Ay — 2 A0:<Ay(0)’y(0)>:2'1+1'O:2
’ : ’ ! WO.yO) 110

2 3 (Ay® 4y 10
(1) — 4,0 — (1) 1_ _ Y
w0 (1) wt=(3) -

Mivel a sajatérték két egymast kovets kozelitGértéke megegyezik, az iteraciot ab-
bahagyjuk. Konnyen ellenérizhets, hogy annak ellenére, hogy az iteracié leallasi
feltétele teljestil (tetszdleges € esetén), A = 2 nem sajatértéke a matrixnak. A
jelenség oka, hogy a matrix sajatértékei komplexek (2 + ).

A= -1 3 2 e = 0,00L.

Az y© = | 1 | vektorbol inditva az iteraciot

>\K
4,428571
4,565836
4,708517
4,820636
4,892743
4,936241
4,962060
4977372
4,986477
10 | 4,991906

© 00O U W RN

K =10 esetén teljesiil a ledllasi feltétel.
A A10_hez tartozo sajatvektor kozelités:

0, 005678
= | 0,707095
0, 707095

y(lo)

Mivel

HAy(lo) _ )10, y(lo)Hz <e

ezért az iteracio sikeres.
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2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

Az y© = | 1 | vektorbél inditva az iteraciot

K| \F

1 | 3,333333
2 | 3,411765
3 | 3,414141

K = 3 esetén teljestil a leallasi feltétel.
A AB®)-hoz tartozo sajatvektor kozelités:

—0,497468
= 0, 710669
—0,497468

y(3)

Mivel

||Ay<3> _,\3.y<3)H§ <

ezért az iteracio sikeres.

(d)
2 — 3
A= 1 1 1
1 3 —1
0
Az y©@ = | 1 | vektorbol inditva az iteraciot
0
K \E
1 [-0,714286
2 | -1,647059
3 |-0,767123
17 | 2,997504
18 | 3,001397

K = 18 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A A8 hoz tartozo sajatvektor kozelités:

0, 580383
y1® = | 0,577778
0,573871
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Mivel
HAy(ls) _ 8. y(18)H§ <e

ezért az iteracio sikeres.

(e)
3 -1 0
A= -1 2 -1 e =0,001.
0 -1 3

Az y© = | 1 | vektorbol inditva az iteraciot

)\K
3,666666
3,976744
3,998536
3,999908

B~ w o | X

K = 4 esetén teljesiil a leallési feltétel.
A AY-hez tartozo sajatvektor kozelités:

—0, 575086
yW = 0, 581852
—0, 575086

Mivel )
4y 3 - < e

ezért az iterécio sikeres.

=)

—_
I

[\

A= -4 4 4 e =0,001.

Az y© = | 1 | vektorbél inditva az iteraciot

)\K
3777777
4,060606
3,956204
4,018622
3,989857
4,004856
3,997516
4,001229

0~ O Uk W N
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K = 8 esetén teljesiil a leallési feltétel.
A A®)-hoz tartozo sajatvektor kozelités:

0,161621
y® = [ 0,973528
0,161621

Mivel ,
[Ay® =A%y O < e

ezért az iteracio sikeres.

()
4 =2 0 0
—1 4 2 0
A= 0 -2 4 1 e =0,001.
0 0 2 4
0
Az y© = é vektorbol inditva az iteraciot
0
K \E
1 5)
2 | 5193370
3 | 5151964
4 1 5,092132
5 | 5,049725
6 | 5,024130
7 | 5,009953
8 | 5,002709
9 | 4,999389
K =9 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A A9-hez tartozo sajatvektor kozelités:
0, 156041
o | —0,486969
y =
—0, 322878
—0, 796406

Mivel )
||Ay(9) — 2. y(9)H2 <e,

nem teljestil ezért az iteracio sikertelen. Az iteracié mas kezdévektorokbol inditva
sem lesz sikeres, aminek az az oka, hogy a matrix sajatértékei komplexek.
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-10 -2 -2
A= 5 1 7 e = 0,001.
213 5

Az y©@ = | 1 | vektorbol inditva az iteraciot

)\K
-7,428571
-4,204082
-9,840173
-5,916457
-5,592783
-9,681270
-9,710750
-9,686712
_5,688746

© 00 O Ul WX

K =9 esetén teljesiil a leallasi feltétel.
A AO)-hez tartozo sajatvektor kozelités:

—0,464045
Yy = 0,122739
0, 877267

Mivel ,
149" =27y, < e

ezért az iterécio sikeres.

1 2 1
A=|2 -2 2 € = 0,001,
1 2 1
0
Az y© = | 1 | vektorbol inditva az iteraciot

K| MK
1| -2
2| -2

Mivel a sajatérték két egymas kovets kozelitGértéke megegyezik, az iteréciot ab-
bahagyjuk.
Mivel A = —2 esetén az A - v = X\ - v egyenlet teljesill, ezért \ sajatértéke a
maéatrixnak.
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