3.2 Normak, kondiciészamok

1. A bizonyitand6 allitas ekvivalens azzal, hogy:
=l =yl < flzll = llyll < |z =yl

Az masodik egyenléStlenség igazolasa a haromszogegyenlStlenség segitségével:

|zl = [[(z —y) +yll < llz =yl + Iyl
ezt atrendezve:
[zl = llyll < llz =yl

Az els6 egyenlGtlenség az x és y szerepének felcserélésével adodik.

2. Sornorma:
HAHOO =max {|-1| + |2, 3|+ |-2]} =5

Oszlopnorma:
[All; = max {[=1[ + [3], [2| +[-2[} = 4

Spektralnorma:

HAHQ =V Amax (ATA)

s (T 3)(2)-(0)

Karakterisztikus polinom:

-8 8=
Az AT A sajatértékei:

A2 — 18\ +16 =0
A _ 18+v182-64
1,2 2

‘ 10-x -8 ‘:(10_)\)(8_/\)_64:)\2—18)\+16

= , 1gy
| A, = 4/ 1BH/18=64 \/;82—64 ~ 4,1306
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[l =19, Al = 16.

Az ||.||; matrixnorma esetén az alkalmas x vektort ugy kaphatjuk, hogy keresiink
egy olyan jo indexet, melyre

n n
> Jaij| = max > |ay|
i=1 J i=1
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(azaz ahol az egy oszlopban all6 méatrixelemek abszolutértékeinek Gsszege maxi-
malis), és z-nek azt a vektort valasztjuk, melynek jo-adik koordinéatéja 1, a tobbi
0. Jelen esetben a 3. oszlopban a legnagyobb a szamok abszolutértékének Gsszege,

0
ifgyrx=e3=1| 0
1
Ellendrizziik, hogy ezzel az = vektorral valoban teljesiil-e az egyenléség!
2
lel, =1, Ae=[ 9], lAzl, =19 = A, - .
8

A |||, matrixnorma esetén keresniink kell egy olyan i, indexet, melyre

n n
> aig| = mﬁxz |aij|
j=1 j=1

(azaz ahol az egy sorban &llo elemek abszolutértékének Osszege maximalis), és x

legyen az a vektor, melynek j-edik koordinataja: z; = sgn(a,;),j = 1,...,n.
A fenti méatrix esetén ig = 2 (a masodik sorban a legnagyobb az elemek ab-
1
szolutértékének az Osszege), igy v = [ —1
1
Ellendrizziik, hogy ezzel az x vektorral valoban teljesiil-e az egyenl&ség!
3
lell =1,  Ae={ 16 |, Azl =16= Al - lle]..
5
—2 1 4
A= 0 =5 2
-3 3 —4
JAll =10, Al =10
0
Az a) részben leirtak alapjan jo =3 ,igyz =e3=| 0
1
4
Bikor o], =1,  Av=[ 2 |, [Asl, =10 = Al, - al,.
—4
—1
Az a) részben leirtak alapjan igc=3 , azaz x = 1
—1
—1
Bkor o, =1, Av=[ =7 |, JAz|. =10= Al - ]l
10
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FE
|E|| = max |Ex]| X!le\ _
2#0 ||| z£0 |||
.
|(AB) || |A(Bx)| |A|l - || B|] | Bz ||
|AB|| = max ——— = ——— <max ———— = || A -max = ||All-| B
a#0 [z a#0 ||| 20 | ]| z£0  ||z|]

6. Az egységméatrix norméja:||E, | » = v/n # 1, igy nem teljesiil a 4. feladatban szerepls
tulajdonséag, azaz a Frobenius norma nem szarmaztathaté semmilyen vektornormabol.

7. Belatjuk, hogy a norma definiciojaban megkdvetelt 4 tulajdonsag teljesiil.

1. |JA|l > 0 minden A € R™" esetén.
Ez a tulajdonsag teljesiil, hiszen abszolutértékek maximuma mindig nemnegativ.

2. [Al=0& A=0
Ha A =0, akkor a;; = 0 Vi, j-re, igy ||A| =0
Ha ||A|| = 0, akkor

max |a;;| = 0

azaz |a;;| = 0 Vi, j-re, igy A = 0.

3. M| = M- 4] YA ER, A€ R esetén

IMAJ = max [Nais | = mase ] - | = |A] - mase oy | = A] - 4]

) ,

4. |[A+ B|| < ||Al+ ||B|l VA, B € R™™ esetén

A+ B| = max |aij + by| < H%%Xﬂaij’ + [bi]) < max ’@z‘jHHyJiX\biﬂ = ||Al[+ Bl

Tehat a fiiggvény tényleg normét definial R™*™-en.

Megmutatjuk, hogy ez a norma nem szarmaztathaté semmilyen vektornormabol.

11 2 2
Legyen A = B = 1 1) ekkor AB = 9 9 |
igy || Al = ||B]| = 1, mig ||AB|| = 2, azaz az indukalt normak 5. feladatban bizonyitott
tulajdonsiga nem teljesiil.
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8. Ha v # 0 a A-hoz tartozd sajatvektor, akkor Av = v, azaz

Al flofl = [l [Av[| < A - [lv]]
AL (ol < JAL- (vl

ezt az egyenlGtlenséget ||v|| # 0-val osztva kapjuk az allitést.

9. (a) det(A) = —10 < a determinans nem nulla, tehat a matrix invertalhato

PR A 1%
Al = 6, [A7 |, = 55, T8y
condeo(A) = [|A]l . - [|A7 |, = 3

2x 2-es matrix esetén a cond, (A)-t az alabbi képlet segitségével is meghatarozhatjuk:

_ Al - 1AL
condy(A) = det (4)

(SN

(b) det(A) =2a+1= ha a = —3 akkor A nem invertalhato, egyébkeént igen.
Mivel a ismeretlen, ezért tobb eset all fenn:
1. eset: ha 3 > 1+ |a|, azaz 2 > |al, akkor ||A]|_ = 3. Ekkor [|A]|, = 3, és igy

[ Al o - (1Al 9
doo(A) = 1olee T2 _ .
condoo() =50 Pas ]

2. eset: ha 3 < 1+ |a|, azaz 2 < |al, akkor ||A|| =1+ ]al, és ||Al|, = 1+ |a|, azaz

[Alle - 141, _ (1 +a])?

|
doo(A) = _ ,
condoo(A) = T4 Cr )] 2a + 1]

(c) det(A) = 8 < a determinans nem nulla, tehat a matrix invertalhato

T

-7 —13 8 - 2 1
1 8 8 8

—1
Al =2 9 11 -8 | =( -¥ & U1
10 14 -8 1 -1 -1

Al =94 =%
condo(4) = Al - A7), = 22 = 423

10. Az els6 esetben z1 = 2, x5 = 0, a masodik esetben x; = 1, 25, = 1, tehét a jobboldalon
egy 107* nagysagrendd valtozas a megoldasban 1 nagysagrendd valtozast okozott.
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11.

12.

13.

El6szor belatjuk, hogy ha a regularis A métrixnak \i, ..., \, sajatértéke, akkor A~1-
nek A%’ e ﬁ sajatértéke.
Legyen \ az A sajatértéke, v # 0 a hozzatartozo sajatvektor. Ekkor

Av = v,
AV A = N-AT o

Felhasznélva, hogy egy regularis méatrixnak a 0 nem sajatértéke az el6z6 egyenlGtlen-
séget oszthatjuk A-val:f -0 = A" v.
Igy lathato, hogy A~'-nek 1 sajétértéke.

Visszatérve a feladatban megfogalmazott allitds bizonyitasara, a 8. feladat allitasa
szerint [Amqe| < || A, illetve az el6bb belatott lemma alapjan —— < [|A7Y|. Igy

|)\mar| < HAH . HAle _ COHd(A)
Konnyen ellenérizhets, hogy x = 1
Ratérve a méasodik egyenletrendszer megoldésara:
(x+dx) = A1 (b+ 6b)
0,98 —0,99 —9800 9900
—_ -1 _ __1 ) ’ —

det(4) = —0,0001, 4 0,0001 ( —0,99 1 ) ( 9900 —10000 )
(z + 62) = —9800 9900 1,98\ 198

N 9900 —10000 1,98 / \ —198 )~
lgy
ox = 197 azaz,

~\ =199 )’

toe 222
”‘fbb””“ = % ~ 0,005. Lathato, hogy a megoldas relativ hibaja 4 nagysagrenddel

8

nagyobb a relativ jobboldali hibajanal.
Ennek oka, hogy:

condog(A) = ||A]l . - [[A7H]| . = 1,99 - 19900 = 39601.

1+ 52 1— g2 2

S

1+ s?
s s

‘1—52
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14.

det(A) = 4 ((1 +s2)? - (1 32)2) — 4, igy
A*lzi 1+s2 s2-1
4s \ 2 —1 1+s* )
1

2 2_ 2 g2 .
A = [ 52 + |52 = 52+ 152 = 4 ey condw(4) = &,

Lathato, hogy amig a determinéns értéke s-t6l fiiggetleniil allando, addig a kondi-
cioszam fiigg az s értékétdl. Ha s kozel van 0-hoz, akkor ez tetszélegesen nagy lehet.

Ekkor

Hasznaljuk ki, hogy az el6z6 feladatban meghataroztuk A~!-et!

B 1 1452 s2—1 1 1 252
_ _ 1 _ — = — =
Ar=b=ax=A b_4s<32—1 14 g2 1 1o\ 2g2

Hibéaval terhelt jobboldal esetén

[N
N——

A(x+dz) = b+0b
Ax + Adx = b+ 0b

Adr = 6b
dx = A7'ob

Igy

5 L 148 -1 e \_1/(Q+s)e—-(s*-1e\_ [ =

TT s\ s2-1 145 — ) 4as\ (*—1De—(1+sY)e )\ F
Mivel
l6x]| = 5;,  |lzllo =5, a megoldas relativ hibéja:
ozl _ e
lelle — 5

Eszrevehetjijk, hogy a jobboldal relativ hibéja: ”H(Sbe“

= = ¢, tovabbé condw(A) = %,

(oo}

o 62 0]
X £
X = — = condy(A4) - -
el ~ @ ol
Ez azt jelenti, hogy ekkor a
62 10|
fall,, = condl) T

egyenlGtlenség éles.

34



15.

cond(cA) = ||cA|| ||(CA)_1H
Mivel (c- A)™' = % CA7L gy
1
cond(cA) = |c| - || A]| - R |A7"|| = cond(A),

azaz egy méatrix kondicibszama nem valtozik ha egy 0-t6l kiilonb6z6 szammal szorozzuk
a matrixot.

Ugyanakkor det(cA) = ¢”-det(A), igy lathato, hogy a kondicioszam nem fiigg a métrix
determinansatol.

35



