3.8 Nemlinearis egyenletek és egyenletrendszerek

1 1

1. Az egyenletet irjuk = = % - cosz alakba, és legyen g(z) = = - cosz, valamint f(z) =

3 3

% - COST — X
Ekkor a g(x) = x egyenlet gyokét keressiik (azaz a g 1épés fixpontjat).
Mivel g : [—g, g] — [—%, %} - [—%, g], azaz a ¢ leképezés a [—g, g] intervallumot
onmagaba képezi le, tovabba
, 1 . , 1 . 1

J@)=—3sine g =3 final <3,
ezért a fixpont-iteracié konvergenciatételének feltételei teljesiilnek, tehat barmely xq €
[—’—,;, g} kezd6pont esetén az xp, = % -cos x sorozat (k=0,1,2...) tart az egyenlet
gyokéhez. Az egyenletnek a [—g, g} intervallumban egyetlen gydke van.
A sziikséges 1épésszam becsléséhez a kovetkezd Gsszefliggést hasznaljuk

k

o= < 7 - lglan) — .
ahol x* az egyenlet [—g, %}-beli gyoke,
¢= max |¢'(z)|.
ze[-%,%]

Esetiinkben xy = 0, és ha a k értékét gy hatérozzuk meg, hogy

qk:

I—gq

+|g(z0) — 20| < 0,5-107°

teljesiiljon, akkor a hiba kisebb lesz, mint 0,5 - 1073,
Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe

1k 1
2 . |=-0/<0,5-107°
1-1 13
amibdl
k> 6,29,

tehat, ha legalabb 7 1épést végziink, a hiba kisebb lesz, mint 0.5 - 1073
Az iteraciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xy értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

Lk f(xr)

0 0,333333
0,333333 | —0,018348
0,314986 | 0,001948
0,316934 | —0,000202
0,316732 | 2,10-107°
0,316753 | —2,18-107°
0,316751 | 2,26-1077
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2. Irjuk 4t az egyenletet

313 + 4
LE g
12
alakba. Ekkor a
(z) 33 +4
:L‘ g
g 12

valasztassal a g(x) = = egyenlet gyokét keressiik.
Mivel g : [0,1] — [%, %} C [0, 1], tehat a g leképezés a [0, 1] intervallumot 6nmagaba
képezi le, tovabba
2 2 2
g =22 = g =<y
ha x € [0, 1], igy a konvergencia feltételek teljesiilnek, tehat az x4, = g(z)
(k=0,1,2...) iteracio konvergens tetszéleges xy € [0, 1] esetén.
Az {z}} sorozat tart az egyenlet egyetlen [0, 1]-beli gyokéhez. Legyen
323 + 4
fla) = 2
Az iteraciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xj értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

T

T f(xx)

0 0,333333
0,333333 | 0,009259
0,342593 | 0,000793
0,343386 | 7,00 - 107
0,343456 | 6,19 - 10-©
0,343462 | 5,48 - 107
0,343463 | 4,86 - 107°

DO | W=

3. Mivel a h(z) = Inx fliggvény szigortian monoton névekvs, a g(x) = 2 — = fiiggvény
szigortian monoton csokkend, tovabba h(1) < g(1) és h(2) > g(2) ezért azlnz =2 —x
egyenletnek egyetlen gytke van, ami az [1, 2] intervallumban talalhaté. Az egyenletet
Inz+2—x = 0 alakba irva alkalmazzuk a Newton-moédszert az xo = 1 pontbdél inditva
az iteraciot.

Az f(z) =Inz 4 2 — x jeldlést bevezetve f/(z) = 1 4 1, igy az iterdcio
Inxy, + z, — 2

I k=0,1,....
x—k-i-l

Tk4+1 = T —

Az iteraciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xy értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

Ty f(xk)
1 -1
1,5 —0,094535

1,556721 | —6,97 - 10~*
1,557146 | —3,72-107%
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4. f-nek van gyoke [0, 1]-ben, mert f(0) =1 > 0, f(1) = e —4 < 0 és f(x) folytonos.
Vizsgéljuk meg a fixpont-iteracié konvergenciatételének feltételeit:
1

a g(z) =1 -e? jeldlést bevezetve

g 0,11 [35v8| < o

és g'(x) =1-e2 < 1.
lgy az {z}} sorozat tetszéleges xy € [0, 1] esetén tart az egyenlet egyetlen [0, 1]-beli
gyokéhez.

5. A V5 az f(z) = 2® — 5 fiiggvény egyik zérushelye.
Legyen xy = 2. Mivel f'(z) = 2z, a Newton-modszer jelen esetben:

-5 1 5
Jlk+1:$k—xk :—<5L’k—|——> ]{320,1,2,...

2.17k 2 T
Ekkor
k T f(xr)
0 2 1
1] 2,25 0,0625
212,236111 0,000193
3 2,236068 | 1,00624 - 10"

6. Legyen h(x) = sinx és g(x) = e*. Ekkor h(—4) > g(—4) és h(—=3) < g(—3), ezért az
e” = sinz egyenletnek a [—4, —3| intervallumban van gyoke. Az egyenletet e* —sinx =
0 alakba irva alkalmazzuk a Newton modszert az xo = —4 pontbdl inditva az iteraciot.
Az f(x) = e* — sinx jeldlést bevezetve f'(x) = e* — cosz, igy az iteracio

e — sinwy,

T4l = T — k:0,1,2,...

€} — COS Ty,

Az iteraciot szamitogépen futtatva, az eredményeket tablazatba foglalva (az xy, értéket
6 tizedesjegyre kerekitve):

k Ty, f(zy)

0 —4 —0, 738487
11-2,900095 | 0,293252

21 —3,186770 | —0,003857
31 —3,183062 | 5,85 - 10~7
41 —-3,183063 | 2,01 - 107Y
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7. Ha xg > 0

T =Ty — f/(ﬂjO) = Tg — 1 x:? :fL‘O_Q'fEOZ—xO,
(o) 2" Uz
ha zo <0
x —/Z
a:l—azo—f/( 0) To— 5 \/F =20+ 2 (—x9) = —p.
f' (o) 2 V=m0

Az iteraci6 soran felvaltva kapjuk az xg, illetve —x( értékeket, tehat a sorozat nem
konvergal. A gépi megvalOsitas sordn, a kerekitési hibdk miatt, lassan ugyan, de az xy,
sorozat tartani fog a gyokhoz.

. Legyen f(z) = 2® — 3z — 2, ekkor f (2) = 322 — 3. Ezeket felhasznalva

a3 — 3z, — 2

Tpt+1 = T — 31%—_3, ahol k= O, 1, 2.

Az eredményeket tablazatba foglalva:
0 1,5 -3,125
11 2,333333 | 3,703704
2 1 2,055556 | 0,518690
31 2,001949 | 0,017567
4 | 2,000003 | 2.23-107°
5 | 2,000000 0

9. Legyen f(z) = 2° — 32 + 2, ekkor f (z) = 322 — 3. Igy

xy — 3wy, + 2

Th41 = Tk — 3x2 3
P —

,ahol k=0, 1, 2

Az eredményeket tablazatba foglalva:

0 1,5 0,875

1] 1,266667 | 0,232296
2 1 1,138562 | 0,060259
3| 1,070777 | 0,015383
41 1,035792 | 0,003889
5| 1,018001 | 9,78 - 10~*
6 | 1,009027 | 2,45-107*

Lathato, hogy a modszer lassabban konvergal mint az el6z6 feladat esetén.
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10.

11.

k=0, 1, 2...... iteracioval

15 0,875
1,033333 0,003370
1,000182 | 9,954191 - 10~8
1,000000 0

Wi~ o=

a konvergencia felgyorsult. A jelenség magyarazata, hogy az 1 az egyenlet kétszeres
gyoke.

(a) Ha az iteraciot valamely xy € (—1,1) kezd6pontbol inditjuk, akkor x; — 0 , ha

k — o0

(b) Ha zo € [—1,0), akkor 2 — —1 , ha k— oo, mig xy € (0,1] esetén z;, — 1, ha
k— o0.

Legyen

Lcos(2x; — a9 —%
G(:c):(j ( ) )

. 2
3sinxy — 3

és T=|—m, x| X [—m, 7]

Ekkor G: T— R? TC R? és az v = G(x) egyenlet gyokét kozelitjiik az zk+D) =
G(z®), k=0, 1, 2... iteracioval.

Megvizsgéljuk a konvergencia feltételeit:

1 3 1

—1 < ~cos(2z1 —19) — = < —= = G4(x) € [-7, 7,
4 4 2
1 2 1

-1< gsinxl ~3 < 3= Gy(x) € [—m, 7],

tehat G(T') C T.

Ezek utan felirjuk a G leképezés Jacobi-matrixat:

o %% %—% B —%sin(?xl—xg) }Lsin(2$1—$2)
@ =\ e, oe | = 1

95 oo 3 COS Iy 0

3
1 ]|oo < 7 igy a G(x)=x egyenletnek pontosan 1 gydke van T-ben. Minden z(®) € T

kezd6vektor esetén az xF+1) = G(2*)) sorozat tart ehhez a gyckhoz.
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12. T =[0,1] x [0,1] x [0,2]

Legyen
0,12% + 0,123 + 0, 123
g(l’) = 0, 11‘1 +0,1[E2+0,1ZE3
0, lz1x073
Lathato, hogy a g(T) C T

Ezek utan felirjuk a g leképezés Jacobi-matrixat:

991 9q1  Oq

Oz1 Oxy Ous 0,2z, 0, 2z, 0, 2x3
— 992 092 992 | _
J(l‘) - dz1  Oza  Oz3 - 0,1 0,1 0,1
dgs 9dg3 Ogs 0, 11’1372 0, 11’1373 0, 11’15[32

ox1 0z Oxs

A J sornorméja: ||J]|e < 0,8 <1

A konvergencia feltételei teljesiilnek, igy az iteracié minden z(®) € T kezdévektor
esetén konvergal.
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