3.9 Kozelit6 integralas

Az alapintervallumot ([3,6]-ot) 5 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezsek:
To=3 1 =3,6 To =4,2 r3 =4,8 ry=05,4 T5 = 6.

Osszetett trapéz formula:

[ (f(;o) f(ﬂ;m))

képletbe az adatokat behelyettesitve, és az eredményt 6 tizedesjegyre kerekitve

Az

(z1) + flw2) + -+ fwm) +

I5.0 = 4,659228.
A hiba becslése:

az
(b —a)®
12m?2

[1(f) = Imaa ()] <

becslést hasznéljuk, ahol

2

M, = max | f*(z)|.

z€|a,b|

Az f(x) =V —2=(x— 2) fliggvény elsé és masodik derivaltja,
fie)=4 (e=2)5,
fl(@) =—7 (& —2)72,

amibsl My = %, igy

1(f) — Isaa(f)] < G2

— 9 _ —2
= 2 =12,25-10"2

PN,

Osszetett Simpson formula:

Az

Ima:S =

ol s

(f(xo)+4f (:L’ﬁ—%) +2f(z1) + 4Af (x1+g) ot
+4f (xm 1+ h) + f(a ))
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képletbe az adatokat behelyettesitve, és az eredményt 6 tizedesjegyre kerekitve
15,3 = 4,666652.
A hiba becslése:

az

(b—a)
2880m*

|I(f)_ mm3( >| =

becslést hasznaljuk, ahol
My = max |f(z)].

z€|a,b|
A fuggveny harmadik és negyedik derivaltja:
(@) =2 (e —2)h,
_1
" (@) = 12 (z—2)72,
tehat My = 16, igy

5
[1(f) = Isea(f)] < 52803%4 ' % 640000 = 1,2656 - 107,

Az alapintervallumot ([1,2]-t) 5 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezsek:
ro=1 r1=1,2 ro=1,4 r3=1,6 ry=1,8 T5 = 2.

Osszetett trapéz formula:

Isea(f) = £ - (0+In(1,2%) + In(1,4%) + In(1,6%) + In(1, 8%) + %) = 0, 769263.
A hiba becslése:

Az f(z) = In(2?) = 2 - In(x) fiiggvény els6 és masodik derivaltja:

fl(x) =2,

f'@) =—-%,

amit felhasznalva My = 2, igy

I1(f) = Issa(f)] < &2 -2 = L = 6,6667 - 102,

Osszetett Simpson formula:

Lsas(f) = 35 - (0+4-In(L,1 ) +2-1n(1,2%) +4 - In(1,3%) + 2 - In(1,4%)+

+4-1n(1,5%) +2-In(1,6%) +4 - In(1,7%) + 2 - In(1,8%)+
+4-1n(1,9%) +In4) = 0, 772587.
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A hiba becslése:

A fiiggvény harmadik és negyedik derivéltja:

fl/l(x)

f””(x) _

4

239

" 12
4

tehat M, = 12, gy

I(f) = Ises(f)] < &0 12 = L = 6,6667 - 105

0

2880-54 150000

fl elzfldm, m=>5

Az alapintervallumot ([0, 1]-et) 5 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezGek:

LUOIO

Osszet

$1:O,2 $2:O,4 1’3:0,6 $4:0,8 $5:1.

ett trapéz formula:

Lao(f) = L (55 + €709 47081 4 7064 4 =036 1 1y — () 544702,

5

A hiba becslésére:

Az f(

z) = e~ fiiggvény els6 és masodik derivaltjat hasznaljuk:

fl(x) = e 1. 2z,
f(x) = e 1. (4a? + 2),

amibdl M, = 6, igy

—_0)3
1(f) = Lo ()] < S5 6= &5 =2- 1072

Osszet

12-52

ett Simpson formula:

1
Lsus(f) = o (€71 4 4.e709 1 9. 7096 4 4. o091 | o —084,
F 40T 9. em08 g oT08L 9. o036 g o000 | 1) =
=0, 538090.

A hiba becslése:

A fliggvény harmadik és negyedik derivaltja:

f(z) =

fl/l/ (x)

e 21 (422 +2) 4 8 = el (823 + 122),
= "1 2p - (823 4+ 122) + €771 (2422 +12) = e (162* 4 4822 + 12),
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amit felhasznélva My = 76, igy
=4,2222-1075.

I(f) — Lea(f)] < S 76 =

2880 2880-5% 450000

flz 2?Inzdr, m=4

>
Il
o
I
IS
Il

21 =0,25

Az alapintervallumot ([1,2]-t) 4 egyenls részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezsek:
x():l $1:1,25 272:1,5 5133:1,75 $4:2.

Osszetett trapéz formula:

Liao(f) = 0,25 (0 + (1,25% - In1,25) + (1,5% - In 1,5) + (1,75% - In 1, 75)+
n 22.1n2
2

) = 1,0902609.

A hiba becslésére:

Az f(z) =2*Inx fiiggvény elsé és méasodik derivaltjat felhasznalva:
fl(z) =22 -lnz+2* L =22 -lnx+uz,
f'(z) =2 -Inz+2z- 5—1—1 2-Inz+ 3,

amibdl My =2 -1In2 + 3, igy

|[(f)_[4902( )| < 124% (21n2+3):2,284510_2

Osszetett Simpson formula:

Lias(f) = 1,070613.
A hiba becslése:

A fiiggvény harmadik és negyedik derivaltja:
(o) = 2
f””(%) _ _932_27

tehat My = 2, igy
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(e)

fo% In(cosz)dx, m =3

h:b—a:

m

wlaln

Az alapintervallumot ([0, 7]-et) 3 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kiovetkezGek:

s m _m
CL’O:O l’lzﬁ xQZE ZL’3—Z.

Osszetett trapéz formula:
I35(f) = —0,0921.
A hiba becslésére:

Az f(x) = In(cos x) fiiggvény els6 és masodik derivaltjat hasznaljuk,
f'(z) = == - (—sinz) = —tanuz,

f'(2) = = s
tehat M2 = 2, igy

1(f) = Lo ()] < 52 .2 = 8,9717 - 1073,

12-32

Osszetett Simpson formula:

Is3(f) = —0,0864.
A hiba becslése:

A fliggvény harmadik és negyedik derivaltja:
f"(x) =2-cos3x-(—sinr) =—2-cos 3z -sinz,

f””($) _ 6-COS_4ZL" (—sinx) .sinxt — 2'COS_3$‘COS‘T =

. 9
. _ 6sin“ x 2
=—6-cos dx-sin®xr—2-coslr=— ol 5
costx cos?
Gsin’x + 2 6 —4cos?x
cost x cos x

tehat M, — 16, gy
\5
1(f) = Isas(£)] < 5200 16 = 2, 0497 - 102,

fi)l edr, m=3

Az alapintervallumot ([—1,0]-t) 3 egyenld részre osztjuk.
Az alappontok a kovetkezGek:
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5(30:—1 1 = —

Wi

IL‘3:0.

wl=

T9 — —

Osszetett trapéz formula: Is,5(f) = 1,512094.

A hiba becslése:

Az f(z) = e*” fiiggvény els6 és masodik derivaltjat kiszamolva,
fla)=e" -2z,
fi(x) =€ 20204 e" -2 =e" - (422 + 2),

amit felhasznélva My =6 - e, igy

1(f) — Tsaa(f)] < ©EF - (6 €) = 0,151016.

Osszetett Simpson formula:

Lias(f) = 1,462873.

A hiba becslése:

A fliggvény harmadik és negyedik derivaltja:
f"(x) = e 20 (422 +2) + ¢ - 8z = ¢ - (827 + 122),
f(x) = e - 2x - (823 + 122) + €% - (2422 4+ 12) = € - (162" + 4822 + 12),

tehat M, = 76 - e, igy
11(f) = Isgs(f)] < A2 (76 - ¢) = 8,8559 - 102,

2880-34

2. Oszetett trapéz képlet esetén a hiba becslése:
1(f) = Lnaa(f)] < G52 My, ahol My = maxeoy |/ (x)].

Mig Gsszetett Simpson formula esetén a hiba becslése:
|‘[(f) - ]m;r?)( )| < 2880 )4M47 ahol M4 maXIE[a,b} |f(4)($)|

A megoldas soran felhasznaljuk, hogy az M, és M, értékeket mar az 1. feladatnal
kiszamoltuk.

(a) f36 VvV —2dz

Ha a trapéz formula esetén az m értékét ugy hatarozzuk meg, hogy

(b—a)’

M, < 0,5-107%
Tom2 2=V

teljesiiljon, akkor a hiba a megadott korlat alatt marad.
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6-3)° 1

(12 )2'Z<0’5'104
-m
9
5-104<m2
106,066 < m.

Ha m-et legaldbb 107-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Ha a Simpson képlet esetén az m értékét tigy hatarozzuk meg, hogy

(b—a)
2880m

teljesiiljon, akkor a hiba a megadott korlat alatt marad.

M, <0,5-107*

637 15 »
O=9F 0 510
9880 -mi 16 =

35. 15
210* < m?
2880 - 8 mn

6,3067 < m.

Ha m-et legalabb 7-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

(b) ff In(z?)dz

Trapéz képlet esetén:

2-1)°
12 - m?

1
— .10 < m?
3 m

57,735 < m.

.2<0,5-107*

Ha m-et legalabb 58-nak valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

(2—1)° 4
5880 gt 12 <0010
1
— .10% 4
120 0*<m
3.0214 < m.

Ha m-et legalabb 4-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint 0,5 -
107
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Trapéz képlet esetén:

(1-0)° 4
) .1

12 m? 6 <0,5-10
10* < m?
100 < m.

Ha m-et legalabb 101-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%

Simpson képlet esetén:

(1-0)° 4
IS 1
oo T6<0,5-10
19
. 10* 4
360 0 ™
4,7931 < m.

Ha m-et legalabb 5-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

(d) ff 22 In zdx

Trapéz képlet esetén:

2 —1)°
gQ L-(2-m2-+3)<(x5-ur4
-m
2-1n2
HT%.104<m2
85,5019 < m.

Ha m-et legaldbb 86-nak valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

2-1y

2880 -
1
— .10 < m?
720 m

1,9305 < m.

-2<0,5-107*

Ha m-et legalabb 2-nek vélasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.
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(e) fo% In(cos x)dx

Trapéz képlet esetén:

(1)°
12 - m2
&)’

3

40,1859 < m.

.2<0,5-107*

-10* < m?

Ha m-et legalabb 41-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

(1)
2880 - m
&)’

90
2,4005 < m.

.16 <0,5-107*
210 <m?

Ha m-et legalabb 3-nak valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

(f) J° e da

Trapéz képlet esetén:

0+1)3
(1; )2 (6-¢)<0,5-107*
-m
e-10* < m?
164,8721 < m.

Ha m-et legaldabb 165-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.

Simpson képlet esetén:

(0+1)°
2880 - m4
19
. . 104 < 4

360 © mn

6, 1544 < m.

-(76-¢) < 0,5-107*

Ha m-et legalabb 7-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint
0,5-107%.
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3. In2= ff %dm,
igy az ff L dz integral kozelitését kell elvégezniink.

Mivel f”(z) = 2 és M, = 2, ezért ha az m értékét ugy valasztjuk, hogy

(2—1)°

12 -m?

teljesiiljon, akkor a hiba kisebb lesz, mint 0,5 - 1073.
Az el6bbi egyenlStlenséget atrendezve

-2<0,5-1073

1
3 10® < m?, amibél
18,2574 < m.

Ha m-et legalabb 19-nek valasztjuk, akkor a hiba biztosan kisebb lesz, mint 0,5-1073.
Ekkor I1gxo = 0,693320.

4. A kozelitést ay - f(x1) + as - f(z2) + as - f(x3) alaka kvadraturaval keressiik.
A kvadratira alappontjai:
1'1:0 s %2:05 s .1'321.

Ha az integralkozelits formula egytitthatoit tgy hatarozzuk meg, hogy az pontos legyen
az f(z) = 1, f(z) = xz, f(x) = 2? fiiggvények esetén, akkor a formula pontos lesz
minden legfeljebb masodfoki polinom esetén.

elegyen f(x) =1
) 1 1 2
Egyrészt [, 1-/xder = [ /xdx = 2,
mésrészt a; - flz1) +as- f(z2) +as- f(zs) = a1 + as + as.
Igy az a1 4+ az + a3 = % egyenletnek kell teljesiilnie.

elegyen f(x) ==z

Egyrészt fol x - \/rdr = 2,

illetve ay - f(z1) + ag - f(z2) + az - f(x3) :O-al—l—%-ag—i-l-ag.
Igy az % cag + az = % egyenletnek kell teljesiilnie.

(SN

—~

elLegyen f(z) = 22

Egyrészt fol a? - Jrdr = 2,

illetve ay - f(21) + az - f(z2) +ag- f(zs) =0-a1+ ;- as + 1 - as.
Igy az }l “ag + az = % egyenletnek kell teljesiilnie.

Az
2
a; + as +as = g
1 n 2
— - Aa = —
2 2T
1 n 2
—ay+az =~
4 Ty
egyenletrendszer megoldasa a; = 15z, a2 = 32, a3 = 5.
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5. f_ll f(x)dx
A kvadratura alappontjai:

3 3
Z)L'lz—\/; s IQZO s 1’3:\/;.

Hasonléan eljarva mint az el6z6 feladatnal:

elegyen f(z) =1
[t 1de =2,
az ag + a1 + as = 2 egyenletnek kell teljesiilnie.

elegyen f(z) ==z
f_ll xdx = 0,

az—\/§~ ap + \/g -ag = 0, azaz —ag + as = 0 egyenletnek kell teljestilnie.

2

Az
ag+a; +as =2
—Aag + a9 = 0
3 - 3 o — 2
5 05 73
egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy a kvadratira sulyai
5 8 5
an = — ar = — a9 = —.
0 9 ) 1 9 ) 2 9

Vizsgéljuk meg, hogy a kvadratiira pontos-e a legfeljebb harmadfoku polinomok esetén!

Ha f(x) = 2?, akkor
[, f(z)dz = 0, tovibba

Go‘f(-\/é)—i-al'f(o)‘i‘%'f( g)z
5 3 ’ 8 5 3 ’
—5‘(— 5) +§'O3+§'< 5) =0,

tehét a legfeljebb harmadfoki polinom esetén is pontos a képlet.

w

Vizsgaljuk meg, hogy a kvadratira pontos-e a legfeljebb negyedfokt polinomok esetén!

Ha f(z) = 2*, akkor
fjl f(z)dz = 2, tovébba
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aO'f(_\/§>+a1'f(0)+a2‘f<\/§> =
:5(_ §>4+§.O4+§.< §)4:z
9 5 9 9 5 5’

tehat a legfeljebb negyedfokii polinom esetén is pontos a képlet.

Vizsgaljuk meg, hogy a kvadratira pontos-e a legfeljebb 6tédfokt polinomok esetén!
Ha f(x) = z°, akkor

[, f(z)dz = 0, tovibba

3
GO'f(—\/g>+a1'f(0)+a2'f< g)z
) 3 ’ 8 5 3 ’
25'(— 5) +§'05+§'< 3) =0

tehat a legfeljebb 6todfoka polinom esetén is pontos a képlet.

w

Vizsgaljuk meg, hogy a kvadratiira pontos-e a legfeljebb hatodfoku polinomok esetén!
Ha f(z) = 25, akkor
fjl f(z)dz = 2, tovébba

3 3
GO'f(—@ﬂrﬂO)W'f(@:
5 3 ’ 8 5) 3 ’ 6
:§'<‘ 5) +§'OG+§'< 5) =%

tehét a legfeljebb hatodfoku polinom esetén mar nem pontos a képlet.
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