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Mi a statisztika?

A statisztika olyan gyakorlati tevékenység, illetve tudomanyos mdédszertan, amely arra szolgal,
hogy a valdsag tényeinek nagy tomegét tOmoren, szamszeriien jellemezze.

o Gyakorlati tevékenység: alapadatokat gylijt, feldolgoz, elemez, majd kdzzéteszi ezek
eredményét.

@ Tudomanyos maddszertan: az elemzéshez sziikséges megfontolasok, eljarasok megadasa.

A statisztika mindig a tények valamilyen nagy — esetleg végtelen nagy — tomegérdl igyekszik
tomor, szdmszerl képet adni.

Példa

Az alkalmazasban allok |étszama a nemzetgazdasagban 2022. méajus: 3232.4 ezer f6.
Pénziigyi, biztositasi tevékenység: 63.8 ezer f0.

A teljes munkaiddben alkalmazasban allék havi brutté atlakeresete a nemzetgazdasagban
2022. majus: 495 863 Ft.

Pénziigyi, biztositasi tevékenység: 848 688 Ft. Forras: KSH
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A valésag jellemezni kivant tényei bizonyos egységekhez kothetbek.

Példa
@ Az alkalmazasban allok.

@ Adott id6északban Magyarorszagra érkezd kiilfoldiek.

A vizsgalat targyanak egyedeirdl szerzett, megfelelé médon rogzitett kiildnféle informacidkat
alapadatoknak, mas néven elemi adatoknak nevezziik. Az alapadatok nem feltétleniil szam-
szerliek. A vizsgalt egységek bizonyos korét Gsszességében jellemz6 szamszerii informacidkat
altalanossagban adatoknak, bizonyos speciélis esetekben pedig mutatészamoknak hivjuk. A
mutatészam elnevezés tébbnyire a szabvanyositott tartalmu, egy-egy jelenség jellemzésére

Yo

visszatéréen hasznalt szdmszer(i informacidk megjelolésére szolgal.

A tovabbiakban adatok és mutatészamok helyett csak adatokat fogunk emlegetni.
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Példak
Alapadatok
@ A Magyarorszagra érkezé kilféldiek nemzetisége.
@ A Magyarorszagra érkezo kiilfoldiek életkora.
@ A Magyarorszagra érkez6 kilfoldiek tartézkodasi ideje.

Adatok

e Egy adott id8szak alatt Magyarorszagra érkezd kilfoldiek szama (ezer 6)
2018: 57 667; 2019: 61 397; 2020: 31 641; 2021: 36 688.
e Egy adott idészak alatt Magyarorszagra érkezd kilfoldiek osszes pénzkoltése (millié Ft).
2018: 2 066 780; 2019: 2 310 110; 2020: 1 054 342; 2021: 1 345 559.
Mutatok
o Egy idelatogatd kilféldi napi atlagos pénzkoltése (ezer Ft).
2018: 15.9; 2019: 16.7; 2020: 14.9; 2021: 15.7.
o Az vendégéjszakak atlagos szdma (éjszaka). 2018: 2.3; 2019: 2.3; 2020: 2.2; 2021: 2.3.
Fontosak a mértékegységek!
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Sokasagok

A vizsgalat targyat képezo egységek Osszességét, halmazat statisztikai sokasagnak, roéviden so-
kasagnak (populaciénak) nevezziik. A sokasag egységei kiilonféle tulajdonsidgaik megadasaval

jellemezhetok. E tulajdonsagok egy része a sokasdg minden egységére nézve kdzos, mas része

azonban nem.

Egy sokasdg megadhaté:

@ egységeinek felsorolasaval;
o eloszlasaval.

Sokasagok tipusai, I.:
@ Diszkrét, példaul:

> a magyar népesség 2022. janudr 1-én (9 689 010 f8);

» 2021-ben Magyarorszagra érkezd kilfoldiek szama (36 688 ezer f6).
@ Folytonos, dnkényesen elkiilonithet egységek, példaul:

» 2021 teljes blzatermése (5 316 074 tonna);

> a belfoldon kézdton szallitott druk mennyisége 2021-ben (184 218 tonna).
o Fiktiv, valamilyen eloszlassal megadott, példaul:

> 2022 lehetséges buzatermés eredményei.
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Sokasagok
Sokasagok tipusai, Il.:
o All6, azaz valamely idépontra vonatkozik (stock), példaul:
> a magyar népesség 2022. janudr 1-én;
» az IK beiratkozott hallgatéi 2022. szeptember 5-én.

e Mozgé, azaz valamely idétartamra értendé (flow), példaul:

> 2021 teljes blzatermése;

> a belfoldon koéziton széllitott aruk mennyisége 2021-ben;

» az IK hallgatéi ltal a 2021/22 tanév 2. félévének szorgalmi idészakaban elfogyasztott sor
mennyisége.

Sokasagok tipusai, Il
o Véges, példaul:
> a magyar népesség 2022. janudr 1-én.

o Végtelen, példaul:
> 2022 lehetséges blzatermés eredményei.
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Sokasagok

Aggergalt sokasdg: kilonféle dolgokbdl elfogyasztott/felhasznalt termékek vagy szolgaltatasok
Osszértéke. Példaul:

e Magyarorszag teljes exportja 2021-ben (42 781.5 milliard forint);

e az IK hallgatéi altal a 2021/22 tanév 2. félévének szorgalmi idészakaban elfogyasztott
alkoholtartalmd italok osszértéke.

Az aggregalt sokasag nagysaga (aggregatum):

n n
A= Z qipi = Z vj
i=1 i=1

g;: az i-edik fajta egységeinek mennyisége valamilyen alkalmas mértékegységben;
pi: az i-edik fajta egység egységara;
vi: az i-edik fajta egységek Osszértéke;
n: az egységek szama.
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[smérvek

Az ismérvek olyan vizsgalati szempontok, melyek alapjan a sokasag részekre bonthat6. A soka-
sag egységeinek valamely adott szempont szerint lehetséges tulajdonsagait ismérvvaltozatok-
nak nevezziik.

Ha szdmszeriiek az ismérvvaltozatok, akkor ezeket ismérvértékeknek, magat az ismévet pedig
valtozénak nevezziik.

Az ismérvek fajtai

teriileti, példaul lakhely, sziiletési hely;

°
o idébeli, példaul sziiletési id6, munkaba allas idépontja;
@ mindségi, példaul nem, foglalkozas;

°

mennyiségi, példaul életkor, testmagassag, testtomeg, tanulméanyi atlag.
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Mérési skalak

Ismérvvaltozatok atkddolhatdak szamokka. Csak olyan miveletek megengedettek, amik az
eredeti valtozatokkal is.

Meérési szintek

o Nomindlis: csak az vizsgalhatd, két érték egyenlé-e, példaul név, lakhely, foglalkozas.
Nincs mértékegysége.

o Ordindlis: csak az értékek sorendje szamit, tavolsdga nem, példaul vizsgajegyek, végzett-
ség. Nincs mértékegysége.

o Kiilénbségi: az értékek kilonbsége is informaciét hordoz, de az aranyuk nem, példaul ho-
mérséklet. A skila kezdépontja dnkényes (Celsius, Kelvin, Fahrenheit fok), van mérték-
egysége.

@ Arany: kezd6pont egyértelmiien adott, az arany is értelmezhetd, példaul havi jévedelem,
testmagassag. Van mértékegysége.
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Példa

l Sokasag [ Egy konkrét egység | Ismérv [ Ismérvvaltozat | Ismérvfajta | Mérési skala
A Mordorba allampolgarsag megyelakd minGségi nominalis
irdnyulé ide- | Zs3kos tartézkodasi idé (nap) | 7 mennyiségi | arany
genforgalom életkor (év) 50 mennyiségi | arany
a harmadkor Frodoé Utitarsak szama 2 mennyiségi | arany
3018. évében igénybe vett szallas szabad ég alatt | mindségi nominalis
faj ember mindségi nominalis
nem férfi mindségi nominalis

A Galaktikus | Luke (alternativ)

Birodalom sziiletési hely Polis Massa terileti nominalis

népessége Skywalker bolygd

YU! 4-ben szilletési id8 YE' 19 idébeli intervallum
anyabolygd Tatuin teriileti nominalis
életkor (év) 24 mennyiségi | ardny
foglalkozas Jedi lovag minoségi nominalis

YE, illetve YU: a yavini csata (a Halalcsillag megsemmisitése) elétt, illetve utan.
YT



Hibak
A statisztikai adatok, mutatészamok célszerli megadasi médja:
Axa

A: kozelitd érték.
a: abszolat hibakorlat.

A— a<valédi érték < A+ a
Relativ hibakorlat: a = a/A.
Példa. Magyarorszag népessége 2022. januar 1-én: 9 689 ezer f6.
A =9689, a=0.5, « =0.5/9689 ~ 0.00005 = 0.005%.

Két kozelitd érték osszegének vagy kilonbségének abszolit hibakorlatja a megfelelé abszolit
hibakorlatok dsszege. Két kozelitd érték szorzatdnak vagy hanyadosanak relativ hibakorlatja
nagyjabdl a megfelelé relativ hibakorlatok 6sszege.
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Statisztikai alapmiiveletek

I. A sokasag jellemzése valamely erre alkalmas adattal vagy mutatészammal.

A sokasaghoz hozzarendeliink egy annak egészét jellemzé adatot, példaul a nagysagat, atlagat,
varhaté értékét.

1. Osszehasonlitas.

Egy adott jelenség idobeli alakulasardl, teriileti eltéréseirdl, vagy egymashoz valamilyen médon
kapcsolédd jelenségek viszonyardl ad szamszerl informéaciét. Fontos, hogy az adatok &sszeha-
sonlithatéak legyenek.

Az adatokbdl képezhetiink kiilénbségeket vagy hanyadosokat.

Az alkalmazasban allék havi brutté atlagkeresete
Ev 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
Kereset (Ft) 230714 | 237695 | 247924 | 263171 | 297017 | 329943 | 367833 | 403616 | 438814
El8z6 év=100% | 103.4 103.0 104.3 106.1 112.9 111.3 111.4 109.7 108.7
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Tobb sokasag adatainak osszehasonlitasa

A sokasagok A sokasagok adatainak A hanyados

viszonya egymashoz felsorolasara | hanyadosara mértékegysége
hasznalt elnevezés
Id8ben és/vagy térben | 6sszehasonlité sor Osszehasonlitd viszonyszam —, illetve %
kiilénbdzé sokasagok (idésor/terileti sor)  (dinamikus viszonyszam/
teriileti 6sszehasonlité viszonyszam)
Id8ben és/vagy térben | dsszehasonlité sor index(szam) —, illetve %

kiilonb6z6 aggregalt
sokasagok

(id&sor/teriileti sor)  (teriileti/id&beli)

Id8ben és/vagy térben
azonos, de kiilonbozé
fajta egységekbdl

allé sokasagok

intenzitasi viszonyszam

a két adat mér-
tékegységének
hanyadosa
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Példa

Sor- Mérték- Dinamikus
szam Megnevezés egység | 2005 | 2006 | viszonyszadm
(2005=100)
1. Alkalmazottak évi atlagos szama fé 307 236 76.9
2. Ebbél: fizikai foglalkozasi fé 261 208 79.7
3. Feldolgozott cukorrépa 1000 t 650 475 73.1
4. Cukortermelés 1000 t 85 70 82.4
5. Fizikai foglalkozasuak altal teljesitett munkadrak szdma | 1000 h 520 360 69.2

Intenzitasi viszonyszamok

o Termelékenység 2005: 23026t — 125 t/h.

o Egy fizikai dolgozdra esé munkadrak szama 2005, illetve 2006:

520 ezerh — 1992.3 h/f5, illetve 300czerh — 1730.8 h/f6

Dinamikus viszonyszam

Hunyadi, Vita (2018, 1.5 tablézat)

o Egy fizikai dolgozé munkadrainak valtozasa: 105w/ = 0.8687 = 86.87%

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Statisztikai alapmiiveletek

1. Osztalyozas.

Valamely adott sokasag egy vagy tobb ismérv szerinti tagolasa, osztalyozdsa. A csoportok
valamilyen szempontbdél homogénebbek, mint az egész sokasag.

Osztalyok: az osztalyozas sordn kapott csoportok.

Csoportképz6 ismérv(ek): az osztalyok elhataroldséra szolgald ismérv(ek).
Példa. Az évfolyam osztalyozasa a Mikroskonémia jegyei alapjan.

Elvarasok egy osztalyozassal szemben:

@ legyen teljes;

o legyen atfedésmentes;

@ eredményezzen homogén osztalyokat.
Noémenklatlra: szabvanyositott osztalyozasi rendszer.

Foglalkozasok Egységes Osztalyozasi Rendszere (FEOR'08). 10 fécsoport, 42 csoport, 136
alcsoport, 632 foglalkozas.
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Csoportositd sor

Osztdly  Egységek szdma

G f
G H
G fi
Cx fi
Osszesen N

C;: az i-edik osztaly azonositéja (i =1,2,...,k);

fi: az i-edik osztaly gyakorisaga;

k: az osztdlyok szdma, éltaldban k a legkisebb egész, melyre 2K > N;

N: a sokasag nagysaga. N = Zf'(:l f.

Osztéaly masik elnevezése: részsokasag. Akkor hasznaljuk, ha az osztalyokat kiilén is tovabb
akarjuk vizsgalni.
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Kombinacids (kontingencia) tabla

Az X ismérv Az Y ismérv szerinti osztalyok S
szerinti osztalyok | 7 G c’ [
(&) fu1 fi2 fij fic fi.
G b1 o b fac fa.
cr fi1 fia fi fic fi.
& 1 fr2 frj fre fr.
S f1 fa £ fc N

C,-X: az X szerinti i-edik osztdly azonositéja (i = 1,2,...,

J

CY: az Y szerinti j-edik osztaly azonositéja (j = 1,2,...,

c);, c

fii: azon elemek szama, melyek mind C,-X, mind pedig C-y elemei;

c

Y fi=fi, > fj=*f

j=1 i=1

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Viszonyszamok
A viszonyszam két adat hanyadosa:
V =A/B.
V. viszonyszam;
A: a viszonyitas targya;
B: a viszonyitas alapja.
A=B-V, B=A/V.
Tipusai
@ Dinamikus: idésorok adataibdl szamitott hanyadosok.

@ Intenzitasi: két egymassal kapcsolatban Iévs, de nem feltétlenlil azonos fajta egységekbdl
allé sokasag nagysagabdl képzett hanyadosok.

o Megoszlasi: valamely sokasagrésznek az egészhez viszonyitott nagysagat mutatja.
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Példa

A magyar lakasallomany megoszlasa adott év januar 1-én

Szobdk szdma 1990 2010 2022
1 645 064 525228 458 437
2 1680918 1739538 1696221
3 és tobb 1527306 2065915 2 364 613
Osszesen 3853288 4330681 4519271

2010. évi | 2022. évi

2022. évi allomany

Szobak Szézalékos megoszlas

szama | 1990 | 2010 | 2022 | allomany (1990=100) (2010=100)
1 16.74 12.13 10.15 81.42 71.07 87.28
2 43.62 40.17 37.53 103.49 100.91 97.51

3éstobb | 39.64 4770 52.32 135.27 154.82 114.46

Osszesen | 100.00 100.00 100.00 | 112.39 117.28 104.35
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Dinamikus viszonyszamok kettonél tobb adat esetén
Yi,Yo, ..., Y, ..., Y, az idGsor adatai.
Bazisviszonyszam: by = Y;/Yp, t=1,2,...,n
Lancviszonyszam: £y = Y:/Yi_1, t=2.3,...,n

o Egymast kévetd bazisviszonyszamok hanyadosa:

bt/bt—l = (Yt/yb) : (Yt—l/Yb) = Yt/Yt—l = {4.
o Uj bazisra (példaul Yu-r8l Ye-re) val6 attérés:
be/be = (Ye/Yb) : (Ye/Yb) = Ye/Ye.
@ Lancviszonyszamok szorzata:

Ol ly = Yori Yor2  Ybik _ Yb+k:bb )
' Yo Ybi1 Ybtk—1 Yp *

o Két ugyanazon idéegységre vonatkozé bazisviszonyszdmsor hanyadosa:
(At/Ab) . (Bt/Bb) = (At/Bt) . (Ab/Bb) = Vt/Vb.
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Példa

A hazi gyerekorvosi betegellatds adatai 2005-2009

Hazi gyerekorvosok

Bejelentkezett lakosok

Betegforgalom

Ev szama (f6) szadma (ezer f8) (ezer eset)
2005 1571 14755 9634.4
2006 1557 1474.2 9856.7
2007 1554 1461.3 9676.1
2008 1559 1463.4 9780.6
2009 1548 1452.3 10284.2
A hazi gyerekorvosi betegellatas idébeli valtozasa
Orvosok Bejelentke- Beteg- Orvosok Bejelentke- Beteg-
Ev szdma  zettek szdma forgalom | szdma  zettek szdma forgalom
2005=100 El6z6 év=100
2005 100.0 100.0 100.0 - - -
2006 99.1 99.9 102.3 99.1 99.9 102.3
2007 98.9 99.0 100.4 99.8 99.1 98.2
2008 99.2 99.2 101.5 100.3 100.1 101.1
2009 98.5 98.4 106.7 99.3 99.2 105.1

Forras: KSH
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Példa

A hazi gyerekorvosi betegellatast jellemz6 intenzitasi viszonyszamok

Egy hazi gyerekorvosra jutd Szazezer bejelent- | Egy lakosra jutd
Ev bejelentkezett  betegforgalom | kezett lakosra jutd betegforgalom
lakos (f8) (eset) hazi gyerekorvos (eset)
2005 939 6132 106.5 6.53
2006 947 6331 105.6 6.69
2007 940 6227 106.3 6.62
2008 939 6274 106.5 6.68
2009 938 6644 106.6 7.08

”_

Az el6z6 tablazatbdl szamolt dinamikus viszonyszamok

Egy hazi gyerekorvosra jutd Szazezer bejelent- Egy lakosra juté
bejelentkezett betegforgalom kezett lakosra jutd betegforgalom
Ev lakos (f8) (eset) hazi gyerekorvos (eset)
2005 el6z6 év 2005  el6zd év | 2005 elézé év 2005  el6zd év
=100 =100 =100 =100 =100 =100 =100 =100
2005 | 100.0 - 100.0 - 100.0 - 100.0 -
2006 | 100.9 100.9 103.2 103.2 99.2 99.2 102.5 102.5
2007 | 100.1 99.3 101.5 98.4 99.8 100.7 101.4 99.0
2008 | 100.0 99.9 102.3 100.8 100.0 100.2 102.3 100.9
2009 | 99.9 99.9 108.3 105.9 100.1 100.1 108.4 106.0

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas

25/189



Grafikus abrazolas

Id6sorok abrazolasa: vonaldiagram
Mennyiségi ismérvek kapcsolata: pontdiagram
Szerkezeti megoszlas dbrézoldsa: osztott kor-, oszlop- vagy szalagdiagram.

Mennyiségi ismérv eloszlasadnak abrazolasa: hisztogram.
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Mennyiségi sorok

Y: mennyiségi ismérv;

N: a sokasag elemszadma;

Y1, Yo,..., Yn: az Y ismérv valtozatai, amik kiilonbségi, vagy arany skalan mért szamértékek.
Diszkrét: csak megszamlalhaté szamossagi értéket vehet fel. Valamilyen szamlalas eredmé-
nye, példaul haztartas nagysaga, csaladban Iévé gépjarmiivek szama. Megadhatd a pontos ér-
téke.

Folytonos: kontinuum szdmossagl értéket vehet fel. Valamilyen mérés eredménye, példaul a
haztartas 6sszjovedelme, a csalddban 1évo gépjarmiivek Osszértéke. Ertéke csak bizonyos pon-
tossagra kerekitve adhaté meg.

Ha a diszkrét ismérv nagyon sok értéket vehet fel, kezelhetjiik folytonosként, példaul nagyvaro-
sok népessége.

A rangsor a megfigyelési egységekhez tartozé Y; ismérvértékeknek az Y; monoton nemcsdkke-
né sorrendjében torténd felsoroldsa. A rangsor i-edik tagjat Y;*-gal jeldljiik.
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Gyakorisagi sor

Az Y szerint képzett osztaly

Osztalykozép

Abszoldt | Relativ

alsé hatara fels6 hatara gyakorisag
Y10 Yu Y1 fi &1
Y20 Y1 Y, fa &
Yio Yi Y; fi gi
Yo Y1 Yk fi 8k
Osszesen - N 1

Yio és Yj1: az Y ismérv szerint képzett C; osztdly hatarai. Egybe is eshetnek.

Osztalykozos gyakorisagi sor:

fi: a C; osztaly gyakorisaga.

gi = fi/N: a C; osztély relativ gyakorisaga.

Y = (Y,-o + Y,-1)/2: osztalykozép.

Yio és Y1 nem esik egybe.
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Gyakorisagi sor

a) Y diszkrét és kevés értéket vesz fel.

Példa. 405 személygépkocsi hengerszam szerinti megoszlasa.

A hengerek szdma A személygépkocsik
(darab) szama szazalékos megoszlasa
Yi fi 8i
3 4 1.0
4 207 51.1
5 3 0.8
6 84 20.7
8 107 26.4
Osszesen 405 100
A rangsor egyértelmiien felirhaté.
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Gyakorisagi sor
b) Y folytonos vagy diszkrét és sok értéket vesz fel.

Példa. Magyarorszag varosainak népességszam szerinti megoszlasa, 2006. januar 1.
(Hunyadi, Vita, 2018, 2.3. tablazat).

A varosok
A népesség Osztalykéz | szama szamanak népességének | népességének
szama (f6) hosszisag megoszlasa szama (f8) megoszlasa

1001 — 5000 4000 56 19.4 199629 4.0
5001 — 10000 5000 95 33.0 685534 13.6
10001 — 20000 10000 76 26.4 1078313 21.3
20001 - 40000 20000 39 135 1088993 21.5
40001 — 70000 30000 11 3.8 622350 12.3
70001 - 110000 40000 5 1.7 436468 8.6
110001 — 160000 50000 3 1.0 400349 7.9
160001 — 210000 50000 3 1.0 541758 10.7
Osszesen - 288 99.8 5053394 99.9

Osztalykozhossz: h; = Yii — Yio

Ha Yio és/vagy Yk1 nem ismert, akkor értelmesen megbecsiiljiik.
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Ertékosszegsor

Az értékosszegsor az Y ismérv alapjan kialakitott osztalyokhoz az egyes osztalyokba tartozé

egységeknél fellépd ismérvértékek S;-vel jelolt 6sszegét rendeli hozza.

Si= > Y, i=1,2,..., k.

Yio<Y<Yj
Si: tényleges értékosszeg.

Ha Yo = Y; = Yi1, akkor S; = £ - Y.

Osztalyk6zos gyakorisagi sor — becslilt értékdsszeg.

Relativ értékosszeg:

, ~ S.
1 1

Z, = X:k—s vagy Z, = k—§

=11 ZI:]. !
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Példa

Tényleges és becslilt értékosszegek.

Hunyadi, Vita (2018, 2.6. tablazat)

A népesség szdma | f; Y;: Si=1fY; Z; Si Z;
1001 - 5000 56 3000 168000 3.23 199629 3.95
5001 - 10000 95 7500 712500 13.69 685534 13.56
10001 - 20000 76 15000 1140000 | 21.90 | 1078313 | 21.34
20001 — 40000 39 30000 1170000 22.48 | 1088993 | 21.55
40001 - 70000 11 55000 605000 11.62 622350 12.32
70001 - 110000 5 90000 450000 8.64 436468 8.64
110001 — 160000 3 135000 405000 7.78 400349 7.92
160001 — 210000 3 185000 555000 10.66 541758 10.72
Osszesen 288 - 5205500 | 100.00 | 5053394 | 100.00
Kumulalas
Gyakorisagok, értékosszegek: f/ =37 ;f;, S/ = ZJ’-:I S .

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Kvantilisek

Az Y/ i-edik k-adrendii kvantilis az a szdm, amelynél az 6sszes eléfordulé ismérvérték legfel-
jebb i/k-ad része kisebb és legfeljebb (1 — i/k)-ad része nagyobb, k >2, i =1,2,... k— 1.

Az i/k helyett tetszéleges 0 < p < 1 szerepelhet.

k Elnevezés | Jelolés | Lehetséges kvantilisek
2 median Me Me
4 kvartilis Qi Q1, 2, Q3
5 kvintilis K; Ki, Ks, K3, Ky
10 decilis D,' Dl, D2, N Dg
100 | percentilis | P; P1,Ps, ..., Pog
Yi, Yy, ..., Yy rangsor
sp =p(N +1).
Has, € Z: Yp=Y,.
Ha sp & Z: Yp = Y+ {so} (Yo 101 — Yii)-
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Példa

Néhany alsé kdzépkategdrids személygépkocsi vegyes fogyasztasa.

Kia cee'd | Citroén C4 Ford Focus Honda Civic
1.4 CVVT 1.4 Vti 1.6 Ti-VCT 1.4i
Teljesitmény (LE) 100 95 105 100
Fogyasztas (I/100km) 6.0 6.1 5.9 5.4
Mazda 3 Opel Astra | Renault Mégane | Volkwagen Golf
1.6 MZR 1.4 Ecotec 1.6 1.2 TSI
Teljesitmény (LE) 105 100 100 105
Fogyasztas (I/100km) 6.5 5.5 6.7 5.7

Rangsor: 5.4, 5.5, 5.7, 5.9, 6.0, 6.1, 6.5, 6.7
Alsé kvartilis: p=1/4, s, =9/4, [sp] =2, {sp} =0.25.

Median: p=1/2, s, =9/2, [sp] =4, {sp} =0.5.

@1 =5.5+0.25(5.7 — 5.5) = 5.55.

Forras: Az Auté, 2012/9.

Q@ = Me =5.9+0.5(6.0 — 5.9) = (5.9 + 6.0)/2 = 5.95.

Fels6 kvartilis: p =3/4, s, = 27/4, [sp] =6, {sp} = 0.75.

Q@3 =6.1+0.75(6.5 — 6.1) = 6.4.
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Kvantilisek

Osztalykozos gyakorisagi sor: a kvantilis kozelitése adhatd meg.

= h
Yp = Yq0 + (PN - fé—l)?q-
q

g: annak a legelsé osztalynak a sorszama, melyre fé > pN (a kvantilist tartalmazé osztély).
Yq0, hg, fq: a kvantilist tartalmazé osztaly alsé hatara, szélessége, illetve gyakorisaga.
fé_lz a kvantilist tartalmazé osztaly el6tti osztallyal zarédé kumulalt gyakorisag.

Relativ gyakorisagokkal valé megadas:

~ h
q
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Példa

A népesség szama h; f; 100g; f! 100g/
1001 - 5000 4000 56 19.44 56 19.44
5001 — 10000 5000 95 32.99 151 52.43
10001 — 20000 10000 76 26.39 227 78.82
20001 — 40000 20000 39 13.54 266 92.36
40001 — 70000 30000 11 3.82 277 96.18
70001 — 110000 40000 5 1.74 282 97.92
110001 — 160000 50000 3 1.04 285 98.96
160001 — 210000 50000 3 1.04 288 | 100.00
Osszesen - 288 | 100.00 | - -

Alsé kvartilis: p=1/4, pN =72, g =2, Y4 = 5000, hy = 5000, f; = 95, fq',l = 56.
@1 = 5000 + (72 — 56) - 5000/95 = 5842.

Median: p=1/2, g =2, Y = 5000, hy = 5000, g, = 0.3299, gc',,l = 0.1944.

Q. = Me = 5000 + (0.5 — 0.1944) - 5000/0.3299 = 9632.

Felsd kvartilis: p = 3/4, 100p = 75.00, ¢ = 3, Y4 = 10000, hy = 10000, 100g, = 26.39, 100g,_; = 52.43.

Qs = 10000 + (75.00 — 52.43) - 10000/26.39 = 18552.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Gyakorisagi eloszlasok grafikus abrazolasa

Leveles 4g abra (stem-and-leaf)

Fliggbleges vonal. Téle balra az ismérvértékek legelsé helyiértékii szamjegyei (4gak). A vonal
jobb oldalan az ismérvértékek tovabbi azonositasdhoz sziikséges szamjegyek szdkodzzel vagy
vesszOvel elvalasztva (levelek).

Doboz abra (box plot, box-and-whiskers plot)

Vizszintes vagy fliggbleges tengelyen abrazolja a kvartiliseket, ezek alkotjak a dobozt, valamint
a legnagyobb és a legkisebb ismérvértéket. Qq: a doboz alja; Q3: a doboz teteje; Me: a doboz

osztovonala.
Hisztogram

Osztalykozds gyakorisagi sorban az osztalykozok folé oszlopokat emeliink, melyek terlilete ara-

nyos az adott osztaly gyakorisagaval (gyakorisdg hisztogram), vagy relativ gyakorisagaval (si-
rliség hisztogram).
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Helyzetmutatdk (kozépértékek). Median
A medidn az az ismérvérték, amelyiknél az dsszes el6forduld ismérvérték legfeljebb fele kisebb
és legfeljebb fele nagyobb. p = 1/2-hez tartozé kvantilis.

N

Z |Yi — Al minimumhelye A= Me.
i=1

Rangsorbdl szamolva:

N=2k+1: Me=Y.,,
N=2k:  Me=(Y;+Yi)/2

Osztalykézos gyakorisagi sorbol szamolva:

hme

Me = Yo+ (N/2 — 1! )f—
me

me—1
me: a legelsé olyan osztalykéz sorszama, ahol f,,, > N/2.
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Helyzetmutatdk (kozépértékek). Modusz

Diszkrét ismérv esetén a modusz a leggyakrabban el6fordulé ismérvérték, folytonos ismérv
esetén pedig a siiriiségfiiggvény maximumbhelye.

Osztalykézos gyakorisagi sorbél szamolhaté:

~ d,
Mo =, + “ hmo.
mo,0 da n df mo
mo: a mbduszt tartalmazé osztalykéz sorszama;
da = fmo - fmofla df = fmo - fmo+1-

Egyenld osztalykozok: d, és dr a tényleges gyakorisagok kiilonbségei.

Nem egyenld osztalykozok: d, és dr az egységesitett (korriglt) gyakorisdgok kiilonbségei.
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Példa

Magyar varosok gyakorisdgainak egységesitése.

A népesség Osztalykdéz | Eredeti | Egységnyi 5000 6
szdma (f8) hosszlisdg | hosszlsdgl osztalykdzok gyakorisdga
1001 - 5000 4000 56 0.014 70
5001 - 10000 5000 95 0.019 95
10001 - 20000 10000 76 0.0076 38
20001 — 40000 20000 39 0.00195 9.75
40001 - 70000 30000 11 0.000367 1.84
70001 — 110000 40000 5 0.000125 0.63
110001 — 160000 50000 3 0.00006 0.30
160001 — 210000 50000 3 0.00006 0.30
Osszesen - 288

dy = 95 — 70 = 25, df = 95 — 38 = 57.

Mo = 5000 +

B - 5000 = 6524.

25 + 57

Hunyadi, Vita (2018, 2.11. tablazat).
mo =2, fpo =095, fro—1 =70, fmot1 =38, Ymo,o = 5000, hpy, = 5000,
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Helyzetmutatdk (kozépértékek). Szamtani atlag
Y1, Yo,. .., Yn: ismérvértékek.

Szamtani atlag (sdlyozatlan eset):

Vit Yottty XNV Sy
N N N

Z(Y;—A)2 minimumhelye A =Y.

S értékosszeghdl: o
Y =S5/N.

Gyakorisagi sorbdl (sulyozott eset):
v S fYi _ XY X YgY zgv Y.
i f N NoXR

Y;: az i-edik osztaly egyedi értéke vagy osztalykdzepe; f;: az i-edik osztaly gyakorisaga.
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Szérédasi mutatdk. Terjedelemmutatdk

Terjedelem: R =Yy — Yy = Ymax — Ymin-

Osztalyk6zds gyakorisagi sor: problémas.
Interkvartilis tavolsag: Ros = Q3 — Q1.

Példa. Személygépkocsik vegyes atlagfogyasztasa.
Rangsor: 5.4, 5.5, 5.7, 5.9, 6.0, 6.1, 6.5, 6.7

R =6.7—5.4=1.31/100km.

Kvartilisek: Q1 = 5.55, @3 = 6.4.

Ros = 6.4 — 5.55 = 0.85 |/100km.
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Szérédasi mutatdk. Széras, variancia, relativ széras
Széras:

N
1 —
o=y E (Yi—Y)?2= sdlyozatlan eset,
i=1

Y= Y2
it

d=Y-Y: az atlagtél vald eltérés.

stlyozott eset.

Variancia (szérasnégyzet): o?.
N N , o,
S -Y2=3 Y2 NV, azaz o2=YZ-Y"
i=1 i=1

Relativ szo6ras:
V=o/Y.
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Példa

Személygépkocsik vegyes atlagfogyasztasa.

Ismérvértékek: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7.

0+61+4...+5.
60+6J8’ 57 5975 17100 km.

Y =

- 2 — 2 - 2
O_:\/(ﬁ.o 5.975)2 + (6.1 ~5.975) + ... + (5.7 - 5.975)> _

8

V = 0.4265/5.975 = 0.0714.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Példa

Magyar varosok népessége

A népesség szdma f; Y; fiY; di=Y,-Y F,-d,.2

1001 — 5000 56 3000 168000 -15075 12726315000
5001 — 10000 95 7500 712500 -10575 10623909375

10001 — 20000 76 | 15000 | 1140000 -3075 718627500
20001 — 40000 39 | 30000 | 1170000 11925 5546019375
40001 — 70000 11 | 55000 | 605000 36925 14998011875
70001 — 110000 5 90000 | 450000 71925 25866028125
110001 — 160000 3 | 135000 | 405000 116925 41014366875
160001 — 210000 3 | 185000 | 555000 166925 83591866875
Osszesen 288 - 5205500 - 195085145000

Y = 5205500/288 = 18074.65 ~ 18075.

= %81845000 = 2.6026.51 ~ 26027.

V = 26026.51/18074.65 = 1.4399.
YIS



Koncentracié

A sokasaghoz tartozé teljes értékosszeg jelentOs részének vagy egészének kevés egységre vald

Osszpontosuldsat koncentracidonak nevezzik.

Kicsi sokasag: abszolit koncentracié.

Nagy sokasag: relativ koncentracié.

Lorenz gorbe
Egyedi adatok: Y, Y5, ..., Yy rangsor, S értékdsszeg.

N’ S

k Sk yx
(0,0) és ( Z’_l’),k:1,2,...,N, pontok.

Osztalykézék: g!, Z! osztalykozos kumullt relativ gyakorisagok és relativ értékosszegek.

(0,0) és (g/,Z)), i=1,2,...,k, pontok.

Koncentracids egyltthat6: a gorbe és a négyzet atldja altal bezart teriilet (koncentracids

terlilet) ardnya a négyzet feléhez. Jele: L.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Példa

Magyar varosok népességeinek relativ gyakorisdgai és értékdsszegei.

A népesség szama fi g g S; Z; Z!
1001 — 5000 56 19.44 19.44 199629 3.95 3.95
5001 — 10000 95 32.99 52.43 685534 13.56 17.51
10001 — 20000 76 26.39 78.82 1078313 21.34 38.85
20001 - 40000 39 13.54 92.36 1088993 21.55 60.40
40001 — 70000 11 3.82 96.18 622350 12.32 72.72
70001 — 110000 5 1.74 97.92 436468 8.64 81.36
110001 — 160000 3 1.04 98.96 400349 7.92 89.28
160001 — 210000 3 1.04 100.00 541758 10.72 100.00

Osszesen 288 | 100.00 - 5053394 | 100.00 -

Koncentraciés egyiitthaté: L = 0.523.

Kozepes koncentracio.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Koncentracid
Herfindahl index:

HI =" Z7.

HI = 1/N: nincs koncentraci6. HI = 1: teljes koncentréacid.

Példa. Autdgyarak piaci részesedése (%) az Eurépai Unidban 2020-ban és 2021-ben:

Gyarté VW csop. Stellanis | Renault csop. | Hyundai csop. | BMW csop.
2021 251 21.9 10.6 8.5 6.8
2020 25.8 21.8 115 7.0 6.5

Gyarté | Toyota csop. | Daimler Ford Volvo Egyéb
2021 6.3 5.6 4.1 2.3 8.8
2010 5.7 6.3 4.9 2.2 8.3

Forras: Eurépai Autégyartok Szévetsége (ACEA)

2021: HI = 0.2512 +0.2192 + ... +0.088%2 = 0.1511.
2020: HI = 0.2582 + 0.2182 + ...+ 0.0832 = 0.1534.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Momentumok
A koruli r-edik momentum:

N N
1 ,
M, (A) = N ,Z =N ; di (A) stlyozatlan eset,
LAY :
M, (A) = ==L = Z f;d[(A)  silyozott eset.

di(A) = Y; — A az A értéktél valé eltérés.

A =0: r-edik momentum;

A=Y: r-edik centralis momentum.

Specialis esetek:
e M(0) = Y Ml(V) 0.
o My(0) = Y2, My(Y) =02
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Alakmutatok

= = = Csucsosabb

----- Jobbra elnyulo
‘‘‘‘‘ Balra elnyulo
= = = Lapultabb
- Normalis eloszlas
AN
4 \
1 \
1 \
1 \

Aszimmetria: jobbra vagy balra elnydlé.
Cslicsossag: hegyesebb vagy lapultabb, mint az ugyanolyan paraméter(i normalis eloszlas.
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Aszimmetriamutatdk
Ferdeség (skewness):

Pearson-féle mutaté:

Decilisek és a median eltérésén alapulé mutaté:
F o (Dg—Me)—(l\/Ie—Dl)
017 (Dy — Me) + (Me — Dy)’

-1<Fk1 <1

Mutaté | Jobbra elnyidldé | Szimmetrikus | Balra elnytlé
Ferdeség az >0 az ~ 0 az <0
Pearson P>0 P~0 P <0
Decilisek Fo1 >0 Fo1~0 Fo1 <0

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Példa

Személygépkocsik vegyes atlagfogyasztasa.
Ismérvértékek: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7.

Y =5.975, o = 0.4265, Me = 5.95.

-, (6.0-5.975)3 4 (6.1 —5.975)3 + ... + (5.7 — 5.975)3

Ms(Y) = 5 = 0.0262.
0.0262
a3 = 042653 0.3372,
3(5.975 — 5.95)
P=——— 2 —0.1759.
0.4265 0.1759

Jobbra elnyulé.
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Cslicsossagi mutaté
Lapultsag (kurtosis): o
Ma(Y)

-3,

g =
g

Normalis eloszlas esetén az elméleti értéke 0. Azonos paraméterli normalishoz hasonlitjuk.

Normalisnal csiicsosabb | Megegyez6 | Normalisnal lapultabb
ag >0 ag ~0 ag <0

Példa. Személygépkocsik vegyes atlagfogyasztasa.
Ismérvértékek: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7.

(6.0 — 5.975)* + (6.1 — 5.975)* + ... 4 (5.7 — 5.975)*
8

~0.0648

"~ 0.4265%

Lapultabb, mint az 5.975 varhaté értékii, 0.4265 szérast normalis.
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Heterogén sokasagok

Yo

Az elemzés Y ismérve szempontjabdl 1ényegesen eltérd jellegzetességeket mutatd részekre
bonthaté sokasagokat az adott ismérv szempontjabdl heterogén sokasdgoknak nevezziik.

A fBsokasagot M darab részsokasdgra bontjuk valamilyen csoportképzd ismérv alapjan.

Részviszonyszamok:
Vi = Aj/B;, j=12...,M.

Osszetett viszonyszam:

YA XA ay:-n% _ YA
Zj,\il B, 2B Ejl\il B; ZM ¢

j=1V;

A;j és B;j helyett a belSliik képzett megoszlasi viszonyszamok is hasznalhatdak.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Példa

A magyar lakasallomany megoszlasa adott év januar 1.-én

Szobak Lakasok szdma Szazalékos megoszlas 2016. évi allo-
széma 1090 | 2010 | 2022 1990 | 2010 | 2022 | mény (2010=100)
1 645 064 525 228 458437 16.74 12.13 10.15 87.28
2 1680918 1739538 1696221 | 43.62 40.17 37.53 97.51
3éstobb | 1527306 2065915 2364613 | 39.64 47.70 52.32 114.46
Osszesen | 3853288 4330681 4519271 | 100.00 100.00 100.00 104.35

Utolsé oszlop els6 3 sor: részviszonyszamok.

Utolsé oszlop utolsé sor: Osszetett viszonyszam.

25228 - 87.2 17 <9751+ 2 15.114.46  451928881.1
525228 - 87.28 + 1739538 - 97.51 + 2065915 _ — 104.3552 %;

4330681 4330681
12.13-87.28 +40.17-97.51 + 47.70 - 114.46  10435.4251
100 N 100
100

4519271

458437 + 1696221 +

2364613

87.28 97.51

114.46

= 104.3550 %;

= 104.3543 %.

= 104.3538 %.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Rész- és foatlagok

Yjj: a j-edik részsokasag (j =1,2,..., M) i-edik értéke (i =1,2,...,N;).
= Zj‘il Nj: a fésokasag nagysaga.

A j-edik részatlag:

VJ:NZYU m j=1,2,..., M.

Sj =22, Yj: aj-edik részsokasig értékosszege.

A féatlag:
M N N M
1 Z ! Y. — Z L Zj:l Nj\/J o Ej:l Sj
TN v DYV S
j=1 i=1 j=1 j=1"% EjZl 7]
mivel
Si=N;Y;, azaz N; =

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Teljes szbras és variancia
Atlagtél valé eltérés:

d,'j:Y,'j—VZB,'J'—i-Kj, f:1,2,...,Nj,j:1,2,...,M.
Belso eltérés:

Bi=VY;—Y, i=12.. N, j=12. M.
Kulso eltérés:

&:VJ_Va J:]-azu 7M
Teljes szoras:
1M N; 1M N;
SN D IR EN P
j=1i=1 Jj=1i=1
Teljes variancia:
1 M N; 1 M N
PN LY =20 4
j=1i=1 j=1i=1

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Bels6 széras és variancia
Részszérasok vagy csoporton beliili szérasok:

N;
oj = %Z(YU—VJ-V: NZBU, j=1,2,...,M.
S i=1
Bels6 széras:
1 M N; o M N
o = NZZ(YIJ—Yj)zz ZZ
j=1i=1 =1 i=1

A op bels6 sz6ras azt mutatja, hogy a fésokasag egyes egységeihez tartozé Yj; ismérvértékek
atlagosan mennyivel térnek el a sajat részatlaguktdl. A belsé széras négyzete a belsé variancia.

Részvariancidk és bels6 variancia kapcsolata:

1M
0p = N Z /Vjcrjz.
j=1
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Kiilso szdras és variancia
Kilso szbras:

OK —

A ok kiilsé széras azt mutatja, hogy a részatlagok atlagosan mennyire térnek el a féatlagtdl.

Kapcsolat a variancidk kozott:

o2 20'28-1-0'%(.

Négyzetosszegek kozotti dsszefliggés:

N; M
ZZ Y’J_Y ZZ(YU_ ] ZNJ(VJ_V)z
Jj=1i=1 j=1 i=1 j=1

SST = SSB + SSK
SST a teljes, SSB a bels6, SSK a kiilsé négyzetdsszeg.
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Példa

Kozépfolde népei évenkénti fogathajté versenye dont6jének masodpercekben mért eredményei:

N

j | Népcsoport Eredmény Y NS | (Y= Y)?
1 | Tandék 543 59.7 495 3 [1635 52.08
2 | Torpok 55.0 45.2 2 | 100.2 48.02
3 | Emberek 52.1 545 56.9 50.7 | 4 |214.2 22.35
4 | Hobbitok | 44.8 47.4 542 3 | 146.4 47.12
Osszesen 12 | 624.3 169.57

Y; = 163.5/3 = 54.50,
Y; = 214.0/4 = 53.55,

—  3-545042-50.10 +4-53.55 + 3-48.80  624.3

Y =

Y, = 100.2/2 = 50.10,
Y, = 146.4/3 = 48.80.

= 52.025.

12

12
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Példa

j | Népcsoport Eredmény Yj; N s ] Sl (Y - V)2
1 | Tindék 543 59.7 495 3 | 163.5 52.08
2 | Toérpok 55.0 45.2 2 | 100.2 48.02
3 | Emberek 52.1 545 569 50.7 | 4 | 2142 22.35
4 | Hobbitok 448 542 474 3 | 146.4 47.12
Osszesen 12 | 624.3 169.57

Y1 =54.50, Y, =50.10, Y; =53.55, Y, = 48.80, Y = 52.025.

SST = (54.3 — 52.025)> + ... + (47.4 — 52.025) = 235.8625,

SSK =3 - (54.50 — 52.025)? + ... + 3 - (48.80 — 52.025)* = 66.2925,

SSB = SST — SSK = 169.57.

o = /235.8625/12 = 4.4334,

op = 4/169.57/12 = 3.7591,

o1 = \/52.08/3 = 4.1665,
o3 = \/22.35/4 = 2.3638,

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas

o2 = \/48.02/2 = 4.9000,
o4 = \/47.12/3 = 3.9632.

ok = 1/66.292/12 = 2.3504.
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Az ismérvek kozotti kapcsolat fajtai

Lehetséges kapcsolatok két ismérv kozott:
o Az ismérvek fliggetlenek egymastdl. Példaul: hajszin, testmagassag.

o A két ismérv kozott sztochasztikus kapcsolat van, azaz példaul a sokasag egységeinek X
szerinti hovatartozasabdl, milyenségébdl kovetkeztetni lehet az Y szerinti hovatartozasra,
milyenségre. Példaul: hajszin, szemszin.

o A két ismérv kozott fliggvényszeril, azaz determinisztikus kapcsolat van. Példaul: 6szton-
dijatlag, tanulmanyi 6sztondij.
Az ismérvek fajtai szerinti csoportositas:
@ Asszociacié: mindkét ismérv mindségi vagy teriileti (nominélis skala).

o Vegyes kapcsolat: az egyik ismérv mennyiségi, a masik minéségi vagy teriileti (kilonbségi
vagy arany és nominalis skala).

e Korrelacié: mindkét ismérv mennyiségi (kilonbségi vagy arany skala).

@ Rangkorrelacié: mindkét ismérvet sorrendi skalan mérjik.
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Asszociacio
A kontingenciatabla altaldnos alakja:

Az X ismérv sze- Az Y ismérv szerinti osztalyok S
rinti osztalyok [ CJ-Y .o
a fu1 fi2 e fij S fic fi.
(@) 1 b ... h ... he | h
(@) fn fo ... f5 0 fi fi.
< fi f2 .. fy . fe f.
S f1 fo ... fj .. fe N

Utolsé sor: Y szerinti megoszlas.
Utolsé oszlop: X szerinti megoszlas.
Ha a soronkénti megoszlasok azonosak, akkor X és Y fiiggetlenek.

Ha a soronként legfeljebb egy nem 0 gyakorisdg van, akkor X értéke egyértelmiien meghata-
rozza Y értékét, azaz fiiggvényszerii a kapcsolat.
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Tényleges és vart gyakorisagok

A C,-X . CJ-Y tényleges, illetve relativ gyakorisaga: f;;, illetve f;;/IN.

P(CK- ¢~ LAJ/ P(CY) ~ fN P(CY

Ha C,-X és CJ-Y fuggetlenek, akkor
P(CK- ) =P(C) -P(G) ~ -

C,-X . CJ-Y vart gyakorisaga (ha fliggetlenek): NP(CI-X . CJY) ~ ﬁ','vf .

<.

Vart gyakorisagok (a fiiggetlenség feltételezése mellett): f;7 = ﬁ‘Nﬁf.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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A kapcsolat szorossaga
Khi-négyzet (chi-square) mutaté:

vy

i=1 j=1 i=1 j=1

Lehetséges értékei: O < X% < N min {(r —-1),(c—-1)}.

X% =0: X és Y fiiggetlenek.
X2=Nmin{(r—1),(c—1)}: X és Y kozétt fiiggvényszerii a kapcsolat.

Cramér-féle asszociacids egytitthaté (SPSS: Cramer’s V):

X2
C:\/Nmin{(r—l),(c—l)}’ 0sCsl.

C=0: X ésY fiiggetlenek.
C=1: X és Y kozott figgvényszerii a kapcsolat.
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Példa

Egy kutatécsoport azt vizsgalta, milyen szoros az &sszefiiggés egy bizonyos betegség lefolyasanak stlyossaga és
a betegek életkora kozott. A vizsgalati adatok:

Eletkor Osszesen
40 alatti | 40-60 | 60 folotti
enyhe 41 34 9 84
Lefolyas | kozepes 25 25 12 62
stlyos 6 33 15 54
Osszesen 72 92 36 200

r=c=3, N=200. Vart gyakorisagok:

30.24 3864 1512 | 84
2232 2852 11.16 | 62
19.44 2484 972 | 54
72 92 36 | 200
> (41-30.24)> (34 —38.64) (15-9.72)>
X = Bes Tt o7 — 225230

22.5230
€= 200.-2 0.2373. Gyenge kapcsolat.
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PRE eljaras a kapcsolat szorossaganak mérésére

Hatarozzuk meg annak a tobbletinforméaciénak a mennyiségét, amit a sokasag egységeinek az
X szerinti hovatartozasa ny(jt az Y szerinti hovatartozasrél.

PRE eljaras:
@ Meghatarozzuk, hogy 6sszességében mekkora hibaval jarna, ha a sokasag egységenek Y

szerinti hovatartozasat kizardélag azok Y szerinti megoszlasa alapjan prébalnank meg
megadni. Jeldlés: E;.

@ Meghatarozzuk a hibat akkor is, ha ismerjiik az egységek X szerinti hovatartozasat.
Jeldlés: E,.

© Meghatarozzuk a relativ hibacsokkenést:

PRE =0: X és Y figgetlenek.

PRE =1: X és Y kozott fliggvényszerli a kapcsolat.
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Vegyes kapcsolat

Y a mennyiségi, X a min6ségi vagy teriileti ismérv.

Yij: a X szerint képzett j-edik részsokasag i-edik egységéhez tartozé Y ismérvérték
UG=12,....M, i=12,....N)).

X ismerete nélkiil az Y értékének becslése Y. A becslési hiba:

M N
Er=> Y (Yj—Y)*=S5ST,

j=1 i=1
Ha tudjuk, a vizsgalt egység az X szerinti j-edik részsokasagba tartozik, akkor az Y értékének
becslése Yj. A becslési hiba:

M N; o
Ex=) Y (Yj-Y))?=SSB.
j=1i=1
PRE mutaté:
Ey—E SST—-SSB SSK 0% o% )
E SST SST 02 g2
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Varianciahanyados
Varianciahanyados:

SST —S5B  SSK
SST ~ SST
H? az Y ismérv szérasnégyzetének az X ismérv altal megmagyarazott hanyada.

0< H?=

<1

M
H?=0 <= SSK=> N(V;-Y)’=0 <= Y
j=1

=

Ez teljesiil, ha X és Y fliggetlen.

M N;
H'=1 = SSB=) Y (Y;-Y)’=0 < Y; =Y,
j=1i=1

Ekkor X és Y kozott fliggvényszer(i a kapcsolat.
Szérashanyados: H = Vv H2.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas

71/189



Példa

Kozépfolde népei évenkénti fogathajté versenye dont6jének masodpercekben mért eredményei:

j | Népcsoport Eredmény Yj; N;

1 | Tiindék 54.3 59.7 495 3

2 | Torpok 55.0 45.2 2

3 | Emberek 52.1 545 569 50.7| 4

4 | Hobbitok 448 474 542 3

Osszesen 12
SST =235.8625, SSB =169.57, SSK = 66.2925.

66.292
2 0

= =0.2811 (28.11 H = 0.5302.

H 35 3605 0.28 (28.11%), 0.530

A népcsoporthoz valé tartozds az Y szdérasnégyzetének 28.11%-4t magyardzza. H = 0.5302

kozepesen er6s kapcsolatot jelez.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Empirikus (tapasztalati) regressziéfiiggvény
X és Y mennyiségi ismérvek (akar fel is cserélhetd a szerepiik).
X: csoportképzo ismérv. X szerinti osztalyokat sorrendbe tudjuk allitani X értékei szerint.

Vizsgalhat6 az X és az Y kozoétti kapcsolat irdnya. Ha X novekedésével Y értéke is n6, az
irdny pozitiv, ellenkezé esetben negativ.

Az X szerint képzett részsokasagokhoz hozzarendelt VJ részatlagok sorozatat az Y valtozé X
valtozdra vonatkozd (X szerinti) empirikus regressziéfiggvényének nevezziik.

Grafikus dbrazolas: az (X;, Y;) pontokat 6sszekétd vonaldiagram.

Y-nak X-re vonatkozé determinaciés hanyadosa (az X szerinti osztalyokbdl szamolt variancia-
hanyados):

2
2y = ox(Y)
X o2(y)
o2(Y), illetve o2(Y): Y Kkiilss, illetve teljes szérasnégyzete.
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Példa

A haztartasok taglétszama és atlagos egy fbre jutd havi netté jovedelme 2004-ben Budapesten

és a kozségekben.

A haztartas

Az adott taglétszdmu haztartasban |1évé személyek

tagjainak szazalékos megoszlasa egy fére jutd jovedelme (Ft)
szama Budapesten kozségekben | Budapesten  kdzségekben
1 13.0 7.9 99586 65921
2 26.6 19.7 94538 64996
3 25.6 20.2 83887 62287
4 21.4 26.7 69762 53235
5 8.5 14.9 65900 44985
6 és tobb 49 10.6 58996 38796
Osszesen 100.0 100.0 82974 55619

Forras: KSH

Legaldbb 6 f6s haztartasok atlagos létszdma Budapesten 6.55 f6, a kozségekben 6.74 f6.
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Empirikus regressziofiiggvény

100=

—&— Budapest
—v— kozsegek

901

801

701

60

501 b

Egy fore juto havi netto jovedelem (ezer Ft)

40t ]

30 | | | | |
1 2 3 4 5 6 7
Tagletszam (fo)

Az egy fbre jutd havi nettd jovedelem és a haztartdsok taglétszdma kozotti kapcsolat empirikus regresszidfiigg-
vényei.
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Analitikus regressziéfiiggvény
X és Y mennyiségi ismérvek. Az (X, Y;) parokat vizsgaljuk.

Kérdés: Felhasznalhaté-e az X valtozd X; értéke az Y valtozd ugyanazon egységéhez tartozd
Y; érték el6rejelzésére?

Az X és Y kozotti sztochasztikus kapcsolat természetét egy f(X) fiiggvénnyel, analitikus reg-
resszidéfiggvénnyel akarjuk leirni.

Példaul:
f(X)=po+ 51X, linearis regresszio;
f(X) = fo- By, exponencialis regresszid.
Az Y valtozd Xj-hez tartozo értékének elbrejelzése f(X;).
Pontdiagram: az (Xj, Y;) parok abrazolasa a kétdimenzids tér pontjaiként. Utal az f(X) léte-

zésére, illetve alakjara.
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Pontdiagram tipusok

a) b)
o o‘
. ¢ o o
.
o ,° * ..
® o
>~ oo . >~ ;
. . 0
oo .oa.. ..f
. .. o ¢
oo o ....
X X
c) d)
. o 0, oo 0
%% o .ﬁs
° ° °
. .
L) . %
. o % Sy .
° °
® e o,
0o .
° .
.
X X
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a) X és Y flggetlen.

d) X és Y kozott
nemlinearis kapcsolat.

b) X és Y kozétt pozitiv
iranyt (linearis) kapcsolat.

c) X és Y kozott negativ
iranyd (linearis) kapcsolat.
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Korrelacié

(Linearis) korrelacids egyiitthaté:

X y) - St XY — NXY
VIR T, \/(zxg_/v(xy)(zyﬁ—/v(s/)z)
L sxvemxEv
J (s (£x)7) (W vz - ()

Az —1<r(X,Y) <1 korrelaciés egyiitthaté abszolit értéke az X és Y kozotti linedris kap-
csolat szorossagat méri, el6jele pedig a kapcsolat irdnyat mutatja.

r(X,Y) = +1: fuggvényszerii lineéris kapcsolat;

r(X,Y) = 0: nincs linedris kapcsolat. Korrelalatlanok. Nem feltétlenil fiiggetlenek!

Minél nagyobb |r(X, Y)|, annal szorosabb a kapcsolat.
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Kovariancia

X és Y kovarianciaja:

dx.dy.
(X, v) = 22w,
N
Kapcsolata a korrelaciéval:
C(X,Y)

OX0y

r(X,Y) =
ox, oy: X, illetve Y szbérésa.
Kapcsolata a variancidval: C(X,X) = o%.

C(X,Y)>0: X ésY kozott pozitiv iranyd kapcsolat;
C(X,Y) < 0: X és Y kozott negativ iranyl kapcsolat.

C(X,Y)=0: nincs linearis kapcsolat. Nem feltétleniil fiiggetlenek!
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Determinéacios egyltthato, silyozott alakok

Determinaciés egyiitthaté: r2.

PRE mutaté. 100r? azt mutatja, hogy az X ismerete hany szazalékkal csokkenti az Y
nagysagaval kapcsolatos bizonytalansagot, ha X és Y kozott linearis kapcsolat van.

Silyozott alakok:

cx,v)= =fidadvi oy 2 dd

fi: az (X;, Y;) par gyakorisaga.

N = > f;: a sokasag elemszama.
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Példa

Néhany alsé kozépkategdrids személygépkocsi vegyes fogyasztasa és CO, kibocsatasa.

Kia cee'd | Citroén C4 Ford Focus Honda Civic
1.4 CVWT 1.4 Vti 1.6 Ti-VCT 1.4i
Teljesitmény (LE) 100 95 105 100
Fogyasztas (I/100km) 6.0 6.1 5.9 5.4
CO; (g/km) 139 140 136 128
Mazda 3 Opel Astra | Renault Mégane | Volkwagen Golf
1.6 MZR 1.4 Ecotec 1.6 1.2 TSI
Teljesitmény (LE) 105 100 100 105
Fogyasztas (I/100km) 6.5 55 6.7 5.7
CO; (g/km) 149 129 155 134

X: 6.0, 6.1, 5.9, 5.4, 6.5, 5.5, 6.7, 5.7;
Y . 139, 140, 136, 128, 149, 129, 155, 134,

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas

Forras: Az Auté, 2012/9.

X = 5.975;

Y = 138.75.
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Példa

dy : 0.025, 0.125, —0.075, —0.575, 0.525, —0.475, 0.725, —0.275;
dy,: 0.25, 1.25, —2.75, —10.75, 10.25, —9.75, 16.25, —4.75.

> d? =0.025% +0.125% + ... + (—0.275) = 1.455,
> d? =025 +1.25% + ... + (—4.75)> = 611.5,
> dedy, =0.025-0.25+ ... + (—0.275) - (—4.75) = 29.65.
_ Ydxdy,  29.65

c(X,Y)= = = 3.7062
(7) N 8 3067

Ldadv 265 g949
\/Zdi.zdi. V/1.455 - 611.5
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r(X,Y) =




Pontdiagram

1551 LI

150

1301

125

54 5£ Sé é éZ GA 6£ 6.8
Fogyasztas (X)
Korrelacié: r(X,Y) = 0.9940. Determinaciés egyiitthaté: r? = 0.9881.
Az egyenes egyenlete: f(X) = 16.9914 4 20.3780 - X.
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Rangkorrelacié
Mindkét ismérv sorrendi skaldn mérheto.

Rx és Ry: az X és Y valtozd szerinti rangok.

Kapcsolt rangok: az adott ismérv tobb értéke is megegyezik. A hozzajuk tartozd rangok atlag-
at kapja meg mindegyik azonos ismérvérték.

Spearman-féle rangkorrelaciés egyiitthaté:

_OL(Re = RYPE

—1<p=1 NNZ 1) =

o =1: tokéletesen egyezd rangsorolas.
o = —1: tokéletesen ellentétes rangsorolas.
o0 = 0: nincs kapcsolat a rangsoroldsok kozott.

Nincsenek kapcsolt rangok — o megegyezik a rangokbdl szamolt r korrelaciés egyiitthatéval.

0°: a kapcsolat szorossagat méré PRE mutaté.
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Példa

A hazai informatikai képzohelyek 2015-6s, a hallgatdi, illetve az oktatdi kivaldsag szerinti
rangsorai. (Forrds: eduline.hu)

Intézmény Hallgaték (Rx) | Oktaték (Ry) | (Rx — Ry)?
BME-VIK 1 5.5 20.25
ELTE-IK 2 8 36
SZTE-TTIK 3 2 1
PE-MIK 7 3 16
DE-IK 5 55 0.25
DF 10 7 9
OE-NIK 4 4 0
PPKE-ITK 6 1 25
GDF 9 9.5 0.25
Kf-GAMFK 8 9.5 2.25
Osszesen 55 55 110
6-110 1 5 1
0 10.(100-1) 3 0.3(3), o 5 0.1(1), r=0.3293.

Gyenge kapcsolat a rangsorok kozott.
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Osszetett intenzitasi viszonyszamok o6sszehasonlitasa
Két azonos tartalmd, de kiillénb6z6 Osszetett viszonyszamot kivanunk ésszehasonlitani.
Voi = Aoi/Boi, Vaii = A1i/Bij:  részviszonyszamok.

Osszetett viszonyszamok:

V. — Zj Asj - Zj Bsj Vs - Zj Asj
s Z_[ Bs Z_/ BSJ Zﬁa

J Vs

s=0,1.

Vo és V eltérésének okai:

o eltérbek lehetnek a két sokasdg ugyanazon részeire szamitott Vp; és Vi, részviszonyszam-
ok, és/vagy

@ eltérS lehet a két sokasdg szerkezete (Osszetétele).
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Jeldlések

Osszehasonlitas

Részsokasag Elsé sokasag Masodik sokasag
sorszama szamlalé  nevezd  viszonyszdm | szamldlé  nevezd  viszonyszam | kiildnbség | hanyados
1 Ao1 Bo Vo1 A1l B Vi1 ki it
2 Ao2 Bo2 Vo2 A1z Biz Viz ka i
i Aoj Boj Vo Ayj Byj Vyj k; i
M Aom Bom Vom Y Bim Vim km im
Fésokaség Z A()j Z BOj Vo Z Alj Z Blj V1 K 1
Részviszonyszam kiilénbségek: ki = Vi; — V.
Részviszonyszam hanyadosok: ij = Vy;/Vj;.
Osszetett viszonyszam kiilonbségek: K = Vi — V.
Osszetett viszonyszdm hanyadosok: | = V1/Vy.
88189
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Kilonbségfelbontas
Teljes kiilonbség: K = V1 — V.

k- 2BiVi 3 B

B Bo
Részhatas kiilonbség(ek): 2B 2B
K/:KIZZBSVI_ZBS\/O:ZBS(VI_VO):ZBSI( s—0.1
° XB Y > Bs > B’ o

A részviszonyszamok kozotti eltérések hatdsat mutatja.
Osszetétel hatés kiilonbség(ek):
K" — K" — ZBlVS _ EBOVS
L > B’

A sokasagok eltéré Osszetételének a hatasat mutatja.

Feltétel: K =K'+ K".

@ Ha K'-ben B; = By, akkor K”-ben Vs = Vi (K = K} + K{).
@ Ha K’'-ben Bs = By, akkor K”-ben Vs =V (K = K| + K§).
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Példa

Korcsoport | Népesség szama (millié f8) | Halilozasok szdma (f8) | Haldlozasi ardnyszam (%)
(év) Mexiké Svédorszag Mexiké | Svédorszag Mexiké Svédorszag
0-14 33.86 1.53 110 471 904 3.3 0.6
15-59 53.01 5.17 140 238 9 674 2.7 1.9
60-69 4.74 1.12 61 826 13 751 13.1 12.3
70— 1.40 0.95 133 913 66 001 95.7 69.5
Osszesen 93.01 8.77 446 448 90 330 4.8 10.3
Keresztély, Sugar, Szarvas (2005, B.7 feladat, 87. old.)

Korcsoport | Népesség megoszlasa (%) A1: haldlozasok szdma, Svédorszag;

(év) Mexiké | Svédorszag Ao: halalozasok szama, Mexiké;

0-14 36.4 17.4 Bi: népesség szdma, Svédorszag;

15-59 570 59.0 By: népesség szama, Mexiké;

60-69 5.1 128 0- Nepesseg szama, WIexIko,

70— 15 108 Vi: halélozasi aradny, Svédorszag;
Osszesen 100.0 100.0 Vo: haldlozasi arany, Mexiké.

K=V;—Vy=10.3—-4.8=5.5 %o
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Példa

Hal4lozasi ardnyszam Y%o)

Korcsoport | Népesség megoszlasa (% ) | Haladlozasok szama (f8)
(év) Mexikd Svédorszag Mexiké | Svédorszag Mexiké | Svédorszag
0-14 36.4 17.4 110 471 904 3.3 0.6
15-59 57.0 59.0 140 238 9 674 2.7 1.9
60-69 5.1 12.8 61 826 13 751 13.1 12.3
70— 1.5 10.8 133 913 66 001 95.7 69.5
Osszesen 100.0 100.0 446 448 90 330 4.8 10.3
17.4.3.3459-27+4+12.8-13.14+10.8-95.7
Kl =103 - + +100 T — 3.9 %
36.4-0.6+57-19+5.1-123+15-69.5
K = i + + —48=-18 %
100
K =K—-Kj=55+18=7.3 % K{ = K—K{ =5.5+3.9=9.4 %
K| + K} —-39-1.8 K/+K) 73+94
Ky = 1; 0 _ — 285% Kl = 1; o _ 2128 8359,
91/189
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Hanyadosfelbontas
Osszhatasindex: | = V1/Vo.

o xA YA YA Y B Y BiVi Y BV
B YBo YA YB  YB  YB
Részhatasindex(ek):
P 1= > B:Wva : > BsWo ZBSVI’
Z Bs Z Bs Z Bs VO
A részviszonyszamok valtozasanak hatasat mutatja.
Osszetételhatas index(ek):
/" — Is" _ ZBlVS : ZBOVS’
>B1 > Bo
A sokasagok Osszetétele megvaltozasdnak a hatasat mutatja.
Feltétel: [ =1"-1".
@ Ha /’-ben Bs = By, akkor [”-ben Vs = Vi (I =I§-1]).
@ Ha /’-ben Bs = By, akkor [”"-ben Vs = Vo (I = 1] - If).
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Példa

2007 2010
Legmagasabb Létszam Havi brutté Létszam Havi brutté | 2007=100
iskolai végzettség fo megosz- | atlagkereset, o megosz- | atlagkereset, | i = Vi/Vp
By las (% ) eFt W, B: las (% ) eFt \;
8 altalanos alatt 8866 0.4 126 6236 0.3 127 100.8
8 altalanos 315625 142 109 263124 12.7 123 112.8
Szakiskola 647433 29.2 129 564221 27.3 144 111.6
Kozépiskola 726217 32.8 172 689006 333 186 108.1
Féiskola 329675 14.9 270 348364 16.9 300 111.1
Egyetem 189436 8.5 407 196527 9.5 440 108.1
Osszesen 2217252 100.0 184.9 2067478 100.0 209.7 113.4
Forras: Munkaiigyi adattar. 2008, 2011.
| = 113.4%,

I{ =209.7 : 190.96 = 1.0981 (109.81%),
I§ =203.18 : 184.9 = 1.0989 (109.89%),

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas

I = 113.4 : 109.81 = 1.0327 (103.27%),
I = 113.4 : 109.89 = 1.0320 (103.20%).
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Aggregatumok osszehasonlitasa

Aggregatum:
n n
A= aqipi=> v
i=1 i=1

q;i: az i-edik fajta egységeinek (termékeinek) mennyisége valamilyen alkalmas mértékegységben;
pi: az i-edik fajta egység egységara;
vi: az i-edik fajta egységek Osszértéke.
Ha a g; adatok:
o termelt mennyiségek, akkor A a termelés;
@ eladott mennyiségek, akkor A a forgalom;
o fogyasztott mennyiségek, akkor A a fogyasztas.

g;: valamilyen id6szakra értelmezhetd.
pi: valamilyen idépontra értelmezhetd.

Tovabbiakban: q; — termelt mennyiség; p; — egységar.
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Két idoszak kozotti dsszehasonlitas

n termék két idészakra vonatkozéan: bazisidészak, targyid6szak

Termék Termelt mennyiség | Egységar Termelt mennyiség Egységar
sorszama (1) a bazisiddszakban a targyid6szakban
1 qo1 po1 qu pi1
2 q02 Po2 q12 p12
i qoi Poi qii P1i
n qdon Pon din Pin
Roévid jelolés qo Po q1 p1

Kérdések egy termékkel, vagy a termékek 6sszességével kapcsolatban:

a) hogyan valtozott a termelés értéke;
b) hogyan véltozott a termelés mennyisége (volumene);

c) hogyan valtozott az 4r, illetve az drszinvonal.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Egyedi indexek
Egy termék vizsgalata — dinamikus viszonyszamok.

. q1iP1i Vii . aii . P1i
I, = = —, lg=—, Ip=—.
Goi Poi Voj oi Poi

Az egy termékre vonatkozbéan meghatarozott i,, iy és i, dinamikus viszonyszamokat egyedi
indexeknek nevezziik. Az egyedi indexek rendre azt mutatjdk meg, hogy hogyan (hany szaza-
lékkal) valtozott az adott termékre vonatkozd

o termelési érték,
@ termelt mennyiség,
@ egységar

a bazisiddszakrél a targyidoszakra.

Osszefiiggés az egyedi indexek kozott: i, = g - Ip.
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Erték- és volumenindex

Ertékindex:

[ > qip _ Yo

YT Y qm Y
Az |, értékindex azt mutatja, hogy hogyan (hany szazalékkal) valtozott a teljes termelés értéke
a bazisidoszakrdél a targyiddszakra.

Volumenindex:
q

B Z qoPs ‘
ps: mindkét id6szakra érvényesnek feltételezett egységar.

Az I volumenindex azt mutatja, hogy a termelt mennyiségek ésszességiikben hogyan (hany
szazalékkal) valtoztak, vagyis hogyan valtozott a termelés volumene a bazisidészakrdl a targy-
idOszakra.
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Arindex

Arindex:
b = .
Z dspo

gs: mindkét idBszakra érvényesnek feltételezett mennyiség.

Az I, arindex azt mutatja, hogy az egységarak osszességiikben hogyan (hany szazalékkal) val-
toztak, amit az drszinvonal-valtozds mértékének is szokas nevezni.

Ly, lg, lp: indexek aggregat formai.

| = qul [ = Equ?s | = Z%Pl
" Y qopo’ T3 qops’ P 3 aspo
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Legfontosabb volumen- és arindexformulak

Meg kell valasztani a ps egységarakat és a gs mennyiségeket. Hasznalhatunk

o bazisidészaki adatokat: [lg-ban ps = pg, I,-ben gs = qo;
o targyiddszaki adatokat: I,-ban ps = p1, I,-ben g5 = q1;
@ a bazisidbszaki és targyidészaki indexek mértani atlagat.
Bazisidoszaki stlyozasl, avagy Laspeyres-féle indexek:
10— > q1po 10— > qop1
> qopo’ P 3 qopo
Targyiddszaki stlyozasi, avagy Paasche-féle indexek:
. > qip1 L= > qip1
7 Y qop’ P Y aipo

Mértani atlagolasd, Gn. Fisher-féle indexek:

F F
IF= 1013, 1F =\ J10- 1L,

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Példa

Egy fOvarosi piacon egy biifében a jellegzetes termékek téli és nyari arai és a fogyasztott
mennyiségek.

December Julius
Megnevezés ar eladott ar eladott
(Ft)  mennyiség (Ft)  mennyiség

Nagyfroccs (pohar) 70 1500 80 1800
Sér (korsé) 120 1740 130 2110
Langos (db) 100 2100 100 2000
Bableves (tal) 400 650 410 660
Hurka (10 dkg) 80 980 85 1060

Keresztély, Sugar, Szarvas (2005, Gy.108 feladat, 103. old.)

[ 80 -1800+130 - 2110+100 - 2000+410 - 660+85 - 1060 979000
Y 70-1500+120 - 1740+100 - 2100+400 - 650+80 - 980 862200

=1.1355 (113.55%).
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Példa

December Julius
Megnevezés ar eladott ar eladott
(Ft)  mennyiség (Ft)  mennyiség

Nagyfroccs (pohar) 70 1500 80 1800
Sér (korsé) 120 1740 130 2110
Langos (db) 100 2100 100 2000
Bableves (tal) 400 650 410 660
Hurka (10 dkg) 80 980 85 1060

70-1800+120-2110+100-2000+400-660+80-1060 928000

0 0
= = =1.07 107.63 %).
q 70-1500+120-1740+100-2100+400-650+80-980 862200 0763 ( %)

: . . . . 7
1_ 80-1800+130-2110+100-2000+410-660+85-1060 _ 979000 —1.0806 (108.06%).
9 80-15004130-1740+100-2100+410-650+85-980 906000

IF = V/1.0763-1.0806 = 1.0784 (107.84 %).
e

/



Példa

December Julius
Megnevezés ar eladott ar eladott
(Ft)  mennyiség (Ft)  mennyiség

Nagyfroccs (pohar) 70 1500 80 1800
Sér (korsé) 120 1740 130 2110
Langos (db) 100 2100 100 2000
Bableves (tal) 400 650 410 660
Hurka (10 dkg) 80 980 85 1060

o _ 80-1500+130-1740+100-2100+410-650+85-980 906000

P~ 70-1500+120-1740+100-2100+400-650-+80-980 862200

1 80-1800+130-2110+100-2000+410-660+85-1060 979000

/

I} = V/1.0508 - 1.0550 = 1.0529

(105.29 %).

P 70-1800+120-2110+100-2000+400-660-+80-1060 928000

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas

= 1.0508

= 1.0550

(105.08 %).

(105.50 %).
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Indexek atlagformai

Minden aggregét formaban felirhat6 index egyben a

azaz Osszetett viszonyszam.

Indexformula | A B 4

b qip1 | qopo | v

19 q1Po | qopo | g

/% qip1 | qop1 | g

I qop1 | Gopo | Ip

1 qip1 | Gipo | ip

Volumenindexek felirdsa atlagforma alakban:

[0 2 doPolg _ 2 Volg _ D0 dqipo
7 > qopo >0 e

o 2 q0Piig _ @1 _ Y

7 Y qopr @b T

megfelelé egyedi indexek silyozott atlaga,
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Osszefiiggések

Egyedi termékekre vonatkozd Osszefliggések:

qopPo * ig = q1P0, QoPo * ip = GoP1, QoPo iy = q1P1,
qip1 qipr qip1

= qopP1, —— = q1po, — = dqopo-
Ig Ip Iy

Indexformulak o6sszefiiggései:

0 41 _ 1 40 _ F F _
=t F0=1, 1505 =1,
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Példa

A karacsonyi fenyo6fapiac forgalmi

adatairdl az alabbiakat tudjuk:

Feny6 fajtaja

A forgalom értékének
%-0s megoszlasa 2021-ben

Arvaltozas
(2020=100%)

Lucfenyd 50 105
Ezistfenyo 30 107
Nordmann feny6 20 115

Ismert, hogy a fenyék dsszes forgalma 2020-r6l 2021-re 20%-kal emelkedett. Szamitsa ki a
forgalom érték-, ar- és volumenindexét. Minden kapott eredményt szovegesen is értékeljen.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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A Laspeyres- és a Paache féle indexek eltérése

Volumenindexek: ] ) _
0 _ > qoPolq _ ol 1 > qopiig

9 > qopo S T Y qop1

Az egyedi volumenindexek stlyozott atlagai. A sulyok:

Wy = Gopo _ 1o wp = qop1
> Gopo D10 > qop1
Osszefiiggés a siilyok kozott:
we — _J0Po _ Pi/po W ip
P S qp T O
> qopo P

106 /189
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Bortkiewicz formula

Yo

Az Ig és I(} volumenindexek minden olyan esetben eltéré eredményt adnak, amikor

@ szo6rdédnak az egyedi volumenindexek és
@ sz6rédnak az egyedi arindexek és
@ az egyedi volumen- és egyedi arindexek kozott sztochasztikus kapcsolat van.

Ha az egyedi volumen- és arindexek kozotti sztochasztikus kapcsolat pozitiv irdnyd, akkor
Ig < /c}, ha negativ irdny(, akkor /3 > /C}.

Bortkiewicz formula:

/1
L A VS
10 1+ V’q V’p Fig,ip-
q

Vi,, Vi,: az egyedi indexek relativ szérasa;

Fig,ip: aZ egyedi ar- és volumenindexek korreldcids egyttthatéja.
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Arollék

Két egymassal valamilyen kapcsolatban Iévé csoport indexeit hasonlitjuk ossze, legtobbszor
arindexeket.

Arollé: két arindex hanyadosa. A leggyakoribb arolldk:
@ agrarollé: a mezdgazdasagi termékek termeldiar-indexének és a mezégazdasagi rafordi-
tasok arindexének hanyadosa.
@ cserearanyindex (terms of trade): az exportélt és importalt termékek arindexének hanya-
dosa.

Az 3drollé azt mutatja, hogy a bevételt biztositdé termékek bazisidészakival azonos, illetve egy-

ségnyi volumenéért mennyivel nagyobb vagy kisebb volumen(i masféle termék kaphatd cserébe
a targyidGszakban.
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Cserearanyindex

A cserearényindex azt mutatja, hogy az exportalt termékek és szolgaltatasok bazisidoszakival
azonos, illetve egységnyi volumenéért hanyszor akkora volumen( terméket és szolgéaltatast le-
het importalni a targyidészakban, mint a bazisidészakban.

I3 az exportalt termékek arindexe;

I az importalt termékek arindexe.

Példa. 2020-ban az export forintban mért arszinvonala 4.7 %-kal, az importé 2.6 %-kal nétt az
el6z6 évihez képest.

5 =104.7, I =102.6, les = 104.7/102.6 = 1.0205.

A cserearany 2.05 %-kal javult.
Forras: KSH, Helyzetkép a kiilkereskedelemrél, 2020.
T



Tobb idoszak kozotti dsszehasonlitas

Az indexsor valamely index — egy érték-, egy ar- vagy egy volumenindex — ketténél tobb id6-
szakra vonatkozé sorozata.

Aggregatumok:
Aljzqupja ia.j:1727"'7k'

@ az Osszegzés mindig a termékek ugyanazon kérére terjed ki minden id6szakban;

@ az | index azt jelzi, melyik id6szak termelési értékérél van sz, melyik idészak
mennyiségi adatait vessziik alapul;

@ a j index azt jelzi, a termelési értéket melyik id6szak egységarain szamitottak;
@ k: az idészakok szama.

Az Aj; aggregatum nem mas, mint az i-edik idészak termelési értéke a j-edik idészak egységar-
ain szamitva.
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Aggregatummatrix
Aggregdtummatrix: A = [A,J]

A f6atldja: folydaras aggregatumok.

Az A matrix f6atléjaban talalhaté aggregatumok hanyadosai értékindexeket, valamely adott
oszlop aggregatumainak hanyadosai voumenindexeket, valamely sor adataibdl szamitott hanya-
dosok pedig arindexeket adnak.

Példa
Magyarorszagon a haztartasokban az egy fére jutd fogyasztas értékei 1997-2000 kozott.

Fogyasztéds | 1997 [ 1998 | 1999 [ 2000
éve évi arakon (ezer Ft)
1997 219 [ 223 [ 238 | 251
1998 240 | 244 | 261 | 275
1999 261 | 266 | 284 | 299
2000 288 | 203 | 313 | 330

Keresztély, Sugar, Szarvas (2005, Gy.121 feladat, 111. old.)
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Indexsorok

1. Ha a féatldban vagy valamely adott sorban/oszlopban |évé minden aggregdtumot egy ba-
zisidoszaknak vélasztott idoszak aggregatumaval osztunk, akkor bazisindexsorokat kapunk, ha
pedig minden aggregatumot a f6atléban vagy valamely adott sorban/ oszlopban kézvetleniil
elétte talalhatd aggregdtummal osztunk, akkor lancindexsorokhoz jutunk.

2. Ha a volumen- és arindexsorok esetében az indexsor minden egyes tagjat ugyanazon oszlop
vagy sor aggregdtumaibdl szadmitjuk, akkor allandé sulyl indexsorokhoz jutunk, ha viszont az
indexsor minden egyes tagjat mas-méas oszlopban/sorban taldlhaté két aggregdtum hanyadosa-
ként szamitjuk, akkor valtozé silyl indexsorokat kapunk.

3. A valtozd sulyl lancvolumen- vagy lancarindexek tagjairdl mindig egyértelmiien eldénthetd,
azok Laspeyres- vagy Paache-féle indexek-e. Meg kell nézni, az adott ,,lancszem” milyen si-
lyozasi.

4. Egymast kovetd lancindexek szorzata (érték vagy éllandé sulyd volumen ill. arindexek ese-
tén) bazisindexet ad.
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Tertleti indexek

Teriileti indexek: indexszamitasban az idészakok szerepét teriileti egységek veszik at, a kap-
csolédd aggregatumokat hasonlitjuk Gssze.
Sajatossagai:
o A terileti egységeknek nincs sorrendje. Fontos, hogy az azonos relaciéji 6sszehasonlita-
sok azonos eredményhez vezessenek.

o Adott orszag régidi vagy azonos valutdjd orszagok esetén a teriileti indexek jelentése
ugyanaz, mint az eddigi indexeké. Eltér6 valutdju orszagok: nemzetkdzi indexek. Az
egyes orszagok aggregatumai mas valutdban vannak kifejezve.

Vasarléer6-paritds: nemzetkdzi arindex.

Jelolése: PPP (Purchasing Power Parity)

lutaegysége A orszag hany valutaegységével egyenértékii, ha azt a vizsgalt termékek megvasar-
lasara forditjuk.
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Vasarlbero-paritas

Egyedi vasarloeré-paritds: pa/pp, azaz a B orszag egy valutaegysége hany A valutat ér.
A nemzetkézi drindex az egyedi vasarléeré-paritasok silyozott atlaga.

Példa. Big-Mac index (Economist, 2022 jilius).

Egy Big Mac atlagara Magyarorszdgon 1030 HUF, az Egyesiilt Allamokban 5.15 USD.
1 USD vasarléereje 1030/5.15=200.00 HUF vasarlberejével egyezik.

HUF/USD éarfolyam: 389.05 HUF/1 USD.

2022 juliusadban a forint 48.6 %-kal volt alulértékelve a dollarral szemben.
2020 jaliusdhoz képest (40.0 % alulértékelés) 8.6 % esés.
2010 juliusdhoz képest (5.6 % alulértékelés) 43.0 % esés.

Az 6sszehasonlitandé orszagok lakossagszama, teriilete, mérete altaldban jelentésen kiilonbozo.
Megoldas: egy fére vetitett aggregatumokat vizsgalnak.
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Bilateralis 6sszehasonlitas
A, B: két eltér6 valutaju orszag.

A Y qapa  2-9APB L2 S qapa
PPP?(A/B) = = = GAPA
ZqAPB ZqAPB Zm

PA
98PB * £4
PPPB(A/B) = > aspa _ 2.98P5 _ 2_9BPA

- > qgsps > asps A '

A Paache- és a Laspeyres-féle arindexek megfelel6i. A Fisher index megfelelje:

PPPF(A/B) = \/PPPA(A/B) - PPPB(A/B) = 1/PPPF(B/A).

Arszinvonalindex (Price Level Index): PLI(A/B) = %.

ER(A/B): valutaarfolyam (Exchange Rate).

Az arszinvonalindex megadja, hogy az A orszag arszinvonala hanyszorosa a B orszag arszinvo-
naldnak, ha az egységarakat azonos valutdban fejezziik ki az ER(A/B) atvaltasi kulcs segitsé-

gével.
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Sokasagok megadasa
Egyetlen ismérv szerint vizsgalt sokasdg megadasanak madjai.

o Véges N elemii sokasag esetén az elemek felsorolasaval:
Y1, Yo, ..., YN
o Végtelen sokasag esetén diszkrét ismérvre megadjuk a

P(Y = yk) = Pk

eloszlast vagy az
F(y) =P(Y <y)

eloszlasfuggvényt, folytonos ismérvre pedig vagy az F(y) eloszlasfuggvényt, vagy a f(y)
siirliségfliggvényt, melyre
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Sokasagi varhaté érték és szérasnégyzet
Elemeivel adott sokasag esetén:

— 1< 1 .
E(Y):Y:N’Z:;Y,‘:M, Var(Y):N;(y’._y) 2

Eloszlasaval adott sokasdg esetén diszkrét esetben:

E(Y) =) _wP(Y = yi) =,
k

Var(Y) = 3~ (yk — E(Y))*P(Y = yi) = 0%

k
folytonos esetben:
EY) = [ )y =p Var(Y) = [ (v - E)ry)dy = o2
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Minta
Minta (n elemi):
Yy =1y Yn)
Elemeivel megadott sokasag esetén egy n elemi minta elemei a sokasag elemei koziil keriilnek
ki.

Véletlen mintavétel: minden sokasagi elem elére megadott valdszinliséggel keriil a mintaba.

Eloszlasaval megadott sokasag esetén a mintaelemek a megadott eloszlasi valészinliségi valto-
z6k.

A mintalemek a mintavétel elétt valdszinliségi valtozéknak tekinthetéek. A mintavétel utan
megkapjuk a minta egy realizaciéjat, ami konkrét (szam)értékeket tartalmaz.

A mintabdl szamitott tetszéleges mintajellemzé (pl. atlag, széras, kvantilisek) szintén valészi-
niiségi valtozé.

A mintajellemz6k eloszlasat mintavételi eloszlasnak nevezziik.

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas 119 /189



Flggetlen, azonos eloszlasti (FAE) minta
Véges homogén sokasag esetén FAE mintat kapunk, ha minden sokasagi elemet azonos valé-
szinliséggel kivalasztva vesziink visszatevéses mintat.

Nagyon nagy sokasag esetén a visszatevés nélkiili mintavétel is kozel FAE mintat ad.
Eloszlasaval megadott sokasag esetén a FAE minta fiiggetlen, a megadott eloszlassal biré valé-
szinliségi valtozokbdl all.

Y1,¥2,.-.,¥n: FAE minta egy sokasagbdl, melynek varhatd értéke és szérasa rendre p és o.

V= %(yl + ...+ yn): mintadtlag.

1 1
)=~ (E01) +... +Eom) = —(pt ..+ p) =p,
n darab
ar()/)—ay——nz( ar(y1) +...+ ar(yn))——n2(a +... 40 )_7

n darab

oy = o/y/n: standard hiba.
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Egyszeri véletlen (EV) minta

Egyszer(i véletlen mintavételt hasznalunk homogén, véges elemszami sokasag esetén, amikor a
mintat visszatevés nélkil valasztjuk ki, minden lehetséges n elemii minta kivalasztasanak azo-
nos valészinliséget biztositva.

Yi,¥2,...,¥n: EV minta egy N elemii sokasagbdl, melynek varhatd értéke és szdérasa rendre
és 0.

n

_ _ o2 (N—n o2 n
EVev) =w,  Var(Yey) = — <N— 1) ~ (1 - N)'

Szisztematikus kivalasztas

n eleml EV mintat akarunk venni N elemii sokasagbdl.

k= N/n: |épéskoz.

ko: véletlen kiindulépont (1 < kp < k).

Ciklikusan haladva a kp-bdl kiindulva minden k-adik elemet kivalasztunk. Ha a sokasag a vizs-

galt ismérv szerint véletlenszerlien van rendezve, akkor EV mintdhoz jutunk.
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Rétegzett (R) minta

Heterogén sokasag jellemzéit vizsgaljuk, pl. a lakossag jovedelmi viszonyait vagy iskolazottsa-
gat a lakhely jellege szerint (Budapest, megyeszékhely, stb).

A rétegzett mintavétel végrehajtasa tgy torténik, hogy el6szor a sokasagot tobbé-kevésbé ho-
mogén rétegekbe soroljuk be, gy, hogy a rétegek atfedésmentesen és teljesen lefedjék a soka-
sagot, majd az egyes rétegeken beliil, egymastdl figgetlenil EV (ritkdbban FAE) mintavételt

hajtunk végre.

M:  rétegek szama;

N1, Ny, ..., Ny az egyes rétegek elemszama, Zjl\i1 N; = N;

ny, Ny, ...,np:  az egyes rétegekbol kivalasztott mintdk elemszama, Zj‘il nj = n;
W1, 2y .-« fipg: Az egyes rétegek varhato értékei;

01,02,...,00: az egyes rétegek szdrasai.
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Mintavételi tervek
a) Egyenletes elosztds. Minden réteghdl azonos elemszamu mintat vesziink: n; = n/M.
Egyszer(i, az egyes rétegek jellemzo6i konnyen szamolhatdak.

b) Aranyos elosztds. Az egyes rétegekbdl vett mintdk elemszamai gy aranylanak egymashoz,
mint maguknak a rétegeknek az elemszamai:
N N

n— s -——n .
nyzl N N

Egyszer(i, a mintdban ugyanazok a stlyaranyok, mint a sokasagban.

nj:

c) Neyman-féle optimalis elosztds. A nagyobb szérédasi rétegekbdl nagyobb mintakat
vesziink:
Njoj
iy Niok
A féatlag becslésénél a mintavételi hiba minimalis. Problémas a megvalésitas, mert a o; széra-

sok altaldban nem ismertek.
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Csoportos mintak

Egylépcsés (1L) minta

Az 6sszes sokasagi elem nem all rendelkezésiinkre (vagy csak nagyon dragan), de nagyobb
Osszetartozé csoportokrél van listank.

Egylépcsés (csoportos) mintavétel esetén a csoportok halmazabdl vélasztunk EV mintat, majd

az igy kivalasztott csoportokat teljeskoriien megfigyeljik.

Minél homogénebbek az egyes csoportok, annal kevésbé hatékony az eljaras.

Tobblépcsés (TL) minta

Minden egyes |épcs6ben a kordbban kivalasztott csoportokbdl vesziink Gjabb mintat. Példaul a
kétlépcsés mintavétel is kevesebb redundans mintaelemet tartalmaz, mind az egylépcsos.
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Becsl6fliggvény
Yi,¥2,...,yn: minta (FAE, ritkdbban EV).

Statisztika: a mintaelemek tetszéleges fliggvénye. Valdsziniiségi valtozo.

A becsléfiiggvény olyan statisztika, ami valamely sokasagi jellemzé mintabdl torténd kozelitd
meghatarozasara szolgal.

0: becsiilni kivant sokasagi jellemzd. Becslofliggvénye:
é(}/l,}% cee ;yn) = é\(n) = é
Példa. 6 = 02, azaz a sokasagi szérasnégyzetet becsiiljiik.
n A A 1< _\2
O =01(n) = Oi(va, 2 oym) =~ > (vi—7)" =",

i=1

" A A 1
02 = b2(n) = O2(y1,y2, - yn) = —— > (v —y)? =5

s?: korrigalt tapasztalati (empirikus) szérasnégyzet.
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A becslofiiggvény tulajdonsagai. Torzitatlansag
Egy becslofiiggvényt torzitatlannak neveziink, ha annak varhaté értéke megegyezik a becsiilni
kivant sokasagi jellemzovel, azaz

E(d) =o.

Példa. 0 = i, azaz a sokasagi varhato értéket becsiiljiik.
1 n
Oh==y= ;Zy,'-
i=1

Mind FAE, mind EV minta esetén: E(,&l) = E()_/) = L.

A mintaatlag a sokasagi varhaté érték torzitatlan becslése.
02 =fia = (y1+yn)/2.

Mind FAE, mind EV minta esetén: E(fi2) = p (torzitatlan).

Torzitas (bias): X R
Bs () = E(6) — .
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Példa

0 = 02, azaz a sokasagi szérasnégyzetet becsiiljiik.

E(s*2) S + o2

Torzitas:

Korrigalt empirikus szérasnégyzet:

1

n - n 1 B
szzn_ll;(y;—y)zz =Y (i—y

n—1 n“
i=1

E(Sz) = E<%5*2> =7 n- 102 =0°.

n— n—1 n

A korrigdlt empirikus szérdsnégyzet a sokasagi szérasnégyzet torzitatlan becslése.
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Mintavételi szérasnégyzet
O: a 6 torzitatlan becslése, azaz E(é) =0.

A becsl6fliggvény szdrasnégyzetét mintavételi szérdsnégyzetnek, ennek négyzetgydkét pedig a
becsl6fiiggvény, illetve a becslés standard hibajanak (standard error) nevezziik.

Se () = \/Var (9).

Példa.

0 = j1, azaz a sokaségi varhaté értéket becsiiljitk. FAE minta 02 sokasagi szérasnégy-
zettel.

L 1Y N
91=N1=;2Yi, 02 = fiz = (y1+yn)/2.
1=
Mindkét becslés torzitatlan.

Var (1) = o?/n, Var (6) =022,
Se (61) = o/v/n, Se (2) =0 /V2.
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A becslofiiggvény tulajdonsagai. Hatasossag

0 egy olyan b torzitatlan becsl6fliiggvényét, melynek szérasnégyzete 6 tetszOleges torzitatlan
becsl6fiiggvénye szérasnégyzeténél nem nagyobb, 6 minimalis szérasnégyzetii torzitatlan becs-
l6figgvényének (MVUE, Minimum Variance Unbiased Estimator) nevezziik.

01, 0> a 0 torzitatlan becsl6fliggvényei. A 6, becsl6fliggvénynek a fp-re vonatkozé relativ ha-

tasfoka: R
gr, — v (0),
Var (92)

Ef, > 1: 92 hatasosabb, mint 91.
Ha létezik o MVUE, akkor f; abszolit hatasfoka:

. Var (él)

Ef,= ——=~
? Var (00)

> 1.
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Példa

0 = p1, azaz a sokasagi varhaté értéket becsiiljiilk. FAE minta 02 sokasagi szérasnégyzettel.

é1=ﬁ1:;2}/i, é2:ﬁ2:(YI+Yn)/2'

Mindkét becslés torzitatlan.

~

Var (61) = o?/n, Var (62) = o2/2.

Relativ hatasfok:

N

:Var( 2) _0%/2 n

Ef, — = =—>1, han>2
Var (91) o2/n 2 ’
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MSE kritérium. Aszimptotikus torzitatlansag

Ha két nem feltétleniil torzitatlan becslés dsszehasonlitasara az atlagos négyzetes hiba (MSE,
Mean Squared Error) szolgal.

Mse () = E(6 — ) = Var (§) + Bs?(f).
Az a becsléfliggvény a ,,jobb”, amelyiknek az atlagos négyzetes hibdja kisebb.

6 = O(n) aszimptotikusan torzitatlan, ha

lim Bs (é(n)) =0.

n—o0

Példa
2

Bs (5*2) :—%—>O, ha n — cc.

s*2 torzitott, de aszimptotikusan torzitatlan.
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A becslofiiggvény tulajdonsagai. Konzisztencia

A 0 paraméter b = é(n) becsl6fliiggvénye konzisztens, ha n — oo esetén varhaté értéke tart a
valédi paraméterértékhez, szérasnégyzete pedig tart nulldhoz, azaz

lim E(é(n)) =4 és lim Var (@(n)) =0.

n—o0 n—oo
Példa. 6 = 11, FAE minta o2 sokasagi szorasnégyzettel.

2
E() =n,  Var(y) =~ =0, han- o

FAE minta esetén a mintaatlag a sokasagi varhaté érték konzisztens (és torzitatlan) becslése.
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Becslési mddszerek. Momentumok mddszere

Y1,¥2, ..., Yn: FAE minta egy 6 paraméter(i Y valdsziniiségi valtozéra.

A koruli r-edik elméleti momentum:

M, (A) = E(Y — A)'.

A koriili r-edik empirikus momentum:

Ismert tipust eloszlas esetén a momentumok az eloszlas paramétereinek fliggvényei. Ezekbe a

fuggvényekbe behelyettesitve az empirikus momentumokat megkapjuk a paraméterek becslése-
it.
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Exponencialis eloszlas A > 0 paraméterrel

Y ~ Exp(A). Y siirliségfiiggvénye:

Xe™™ . hay>0;
fly) =
0, ha y <O0.

r!

M (0)=E(Y") = T

Yi,¥2,...,¥n: FAE minta Y-ra, M]_(O) =Y.
A becslése az M;(0) = My(0), azaz az 1/\ = y egyenlet megoldasa:

N=

<[ =

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon
Y ~ U(a,b). Y slirliségfiiggvénye:

2L haye€]la b
_ b—a
fly) = {o, ha y ¢ [a, b].

Mi(0) =E(Y)=(a+b)/2,  Ma(E(Y)) = Var(Y)=(b—a)?/12.
Y1,¥2,...,¥n: FAE minta Y-ra.
Mi0) =7, M) = 5 S (i~ 7P =57
i=1
(a,b) becslése (a< b) az M;(0) = My(0), M2(E(Y)) = Ma(y), azaz az

(a+b)/2=7, (b—a)?/12=5"
egyenletrendszer megoldasa:
d=y— V352 b=v+ V352
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Normalis eloszlas 11, 0 paraméterekkel
Y ~ N(u, 02).

Y slirliségfiiggvénye:

fly) = \/21—7m exp (—%) :

Mi(0) =E(Y)=p,  Mz(E(Y)) = Var(Y) =o.
Vi, Y2, ..., ¥n: FAE minta Y-ra.

egyenletrendszer megoldasa:

P— 2 _ %2
f=y,  o*>=s"
Baran Sandor Statisztika 1 el6adas
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Becslési médszerek. Maximum likelihood (ML) médszer

Y1,¥2,.-.,¥n: FAE minta egy 6 paraméterli Y valdszinliségi valtozéra.

A minta L(0; y1,...,yn) likelihood figgvénye diszkrét esetben a minta egyiittes eloszldsa, foly-
tonos esetben a minta egyiittes sliriiségfliggvénye.

Log-likelihood fiiggvény: £(0; y1,...,yn) = log L(8; y1,...,¥n)

A 0 paraméter § ML becslése az

L(nyla s ,}/n)
likelihood vagy az

E(O;y]_, L 7}/n)

log-likelihood fiiggvény maximum helye.
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Sokasagi arany becslése
20-szor feldobunk egy érmét, y; az i-edik dobas kimenetele.
yi = 1, ha fejet dobunk és y; = 0, ha irast. A minta realizacidja:

0,1,001,1,1,0,01,1,1,1, 1,0, 1,1, 1, 0, 1.

Becsiilend6 a fej dobas p valdszinlisége.

L(piy1,-- - y20)=P(y1=0,y2=1,...,y20=1|p)=P(y1=0|p) - P(y2=1|p) - ... - P(y20=1|p)
=(1—p)p(L = p)*P*(1 = p)*p°(L = p)P*(1 = p)p = (1 - p)!

Up;y1,---,y20) = 13log p+ 7log(1 — p).

%—E—L—O azaz _ 13
op p 1—p 7 P= %
9?0 13 7

3
= —— ——>5 <0, azaz p= — maximumhely.
op:  p*>  (1-p)? 20

p = 13/20: a fej dobasok relativ gyakorisaga.
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Exponencialis eloszlas A > 0 paraméterrel

Y ~ Exp(\). Y siriiségfiiggvénye:

Xe ™™, hay>0;
f(y)z{ Y

0,

Yi,¥2, ..., ¥n: FAE minta Y-ra.

L(A;yla cee 7,Vn) - H)\ef)‘y" = )\ne
i=1

ha y <0.

7>‘Z?:1 YI’

n
LN y1se ey yn) = nlog/\—/\Zy;: nlog A — Any.

i=1
ot _n_ o
o A Y
820

n
W——p<0, azaz A\ =

0, azaz A=

<=

<|| —

maximumbhely.
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Tovabbi példak
Normalis eloszlas 1, 0> paraméterekkel

Stirliségfiiggvénye:

202

fly) = L exp (—M) :

<

2o
Yi,¥2,...,¥n: FAE minta.

A 2
A=y, o2 =%,

Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon
Siirliségfiiggvénye:

2+ haye [a, b];
_ b—a
fly) = {o, ha y ¢ [a, b].

Vi, ¥2,...,¥n: FAE minta.

A

d=min{y1,y2,...,¥n}, b = max{y1, y2,...
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Egyenlotlenségek

Markov egyenlétlenség: Legyen Y > 0 egy valdsziniiségi valtozd, aminek létezik E(Y') varhaté
értéke. Ekkor barmely 6 > 0 esetén

E(Y)

P(Y >4) < i

Csebisev egyenlétlenség: Legyen Y egy val6sziniliségi valtozd, aminek létezik E(Y') varhatd ér-
téke. Ekkor barmely ¢ > 0 esetén

Var(Y)
ez

P(JY —E(Y)|2¢) <

Példa. Hanyszor kell egy szabalyos kockat feldobnunk, hogy a hatos dobas valdsziniiségét az
esemény relativ gyakorisaga legalabb 0.8 valdszinliséggel 0.1-nél kisebb hibaval megkdzelitse?
Mi a helyzet, ha nem tudjuk, hogy a kocka szabalyos-e?
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Nagy szamok gyenge torvénye

Azt mondjuk, hogy valdsziniiségi valtozdk egy Y1, Ya,..., Yy, ... sorozata sztochasztikusan
konvergal egy Y valdszinliségi valtozéhoz, ha barmely € > 0 esetén

lim P(|Y,—Y|>¢)=0.

n—o0

Ha Y = c (konstans), akkor elegendé:
nILn;o E(Yn) =c, nhj;o Var(Y,) = 0.

Nagy szamok gyenge torvénye: Legyenek Y1, Ya2,..., Yy, ... paronként fliggetlen, azonos

eloszlast valdszinliségi valtozok, legyen E(Y1) = és Var(Y1) < oo, tovabba legyen
So=Yi+Yo+...+ Y,

Ekkor Y = S,/n sztochasztikusan konvergdl a u vérhaté értékhez.

Az atlag a varhato érték konzisztens becslése.
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Baran Sandor Statisztika 1 el6adas

Kozponti hatareloszlas tétel

Kozponti hatareloszlas tétel: Legyenek Y1, Ya,...,Ys,... flggetlen, azonos eloszlasi val6-
szinliségi valtozék, E(Y1) =p és 0 < Var(Y;) =02 < 0o, tovabbi legyen

So=Yi+...+ Y,
Ekkor E(S,) = n-pu, Var(S,) =n-o? és

. Sp—n-p B 1 o—t2/2
nll_}n;op (W <X> —‘D(X) /OO \/_ dt x € R.

Nagy n esetén Y = S,/n eloszlasa hozzavetSlegesen normélis 1 varhaté értékkel és o2 /n
szOrasnégyzettel.

145 /189



Normalisbdl szarmaztathaté eloszlasok. Khi-négyzet eloszlas
X1, Xa, ..., X, fliggetlen standard normalis valdszinliségi valtozok.

Y=X24+XZ+...+X2>0.
Y eloszlasa n szabadsagi foki khi-négyzet (chi-square) eloszlas. Jeldlés: Y ~ X2,
Varhato értéke: n; szérasnégyzete: 2n.

p-kvantilis:  X2(n). Ha Y ~ X2, akkor P(Y < X2(n)) =p. Téblazatbél kiolvashato.

Ha y1,yo,...,y, FAE minta N(p,0?) eloszlasbél, akkor

__1¢ , 2 1 e
y:;X;Yi é s Zn_lz()’i—,\/)
=

i=1

fuggetlenek, valamint

_ B n—1)s?
y ~ N (p,0%/n) és %w)\fﬁ_l.
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Normalisbdl szarmaztathatd eloszlasok. t-eloszlas
Xo, X1,...,Xp: fluggetlen standard normalis valésziniiségi valtozdk.

Y — VnXo
VXX .+ X2

Y eloszlasa n szabadsagi fokl t-eloszlas (Student-eloszlas). Jelolés: Y ~ t,.
Varhat6 értéke: 0, ha n > 1; szérasnégyzete: n/(n—2), ha n>2.
p-kvantilis: t,(n). Ha Y ~t,, akkor P(Y < ty(n)) = p. Tablazatbél kiolvashato.

Ha n— oo, akkor t, — N(0,1) (standard normélis). n= oo eset.

Ha n— oo, akkor t,(n) ™\, zp, ahol z, a standard normilis eloszlas p-kvatilise.

Ha y1,yo,...,y» FAE minta N(p,0?) eloszlasbél, akkor
y—u

s/v/n
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Normalisbdl szarmaztathato eloszlasok. F-eloszlas
X1, Xp: fliggetlen khi-négyzet eloszlast valdsziniiségi valtozdk n és m szabadsagi fokkal.

X1/n
_X/n o,
Xg/m
Y eloszladsa n és m szabadsagi foki F-eloszlas. Jeldlés: Y ~ F, .
Varhat6 értéke: 5, ha m > 2; szérasnégyzete: %, ha m > 4.

p-kvantilis:  Fp(n;m). Ha Y ~ Fpm, akkor P(Y < Fy(n;m)) = p. Tablézatbdl
kiolvashaté.
Ha x1,X2,. .., X S ¥1,¥2, .. ., ¥m FAE mintak N (pix, 02) és N(py, 02) eloszlasbél, valamint
1 < 1 <&
5)% = Z(X,’ — Y)2 és 53 = m Z(yj — y)27
j=1

n—14%
i=1

akkor
2/.2
SX/Sy ~ Fn—17m—1~
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Az intervallumbecslés alapjai
Y1,¥2,...,Yn: mMinta
0: becsiilni kivant sokasagi jellemzo.

Intervallumbecslés esetén a minta alapjan olyan intervallumot hatdrozunk meg, amely el6re

megadott (nagy) valdszinliséggel tartalmazza az ismeretlen jellemz6t. Ezt az intervallumot
konfidencia intervallumnak nevezziik.

0 < a<1: adott érték (jellemzden o < 0.2).
Keresiink olyan éa(a) és éf(a) becsl6fiiggvényeket, melyekre
P(é\a(a) <0< éf(a)) =1-oa.

éa(a), éf(a): az (1 — «) - 100%-os megbizhatésagi konfidencia intervallum alsé és felsé ha-
tarai. Példaul o = 0.05: 95%-o0s megbizhatésagl konfidencia intervallum.
A minta egy konkrét realizaciojat behelyettesitve a 9a(a) és 9f(a) becsl6fiiggvénybe egy
.. konkrét" intervalumot kapunk.
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Normalis eloszlas, ismert széras

Y1,¥2,-..,¥n: FAE minta N(p,0?) eloszlasbél, o ismert.
0 = u: becsiini kivant sokasagi jellemzé.

y ~N(p,02/n), ezért

Z:Z/\/’iNN(o 1).

Ha (z1,22) egy intervallum, és ®(z) a standard normélis eloszls eloszlasfiiggvénye, akkor

P (zl < < 22) = P(z) — (z1).
of f
Olyan intervallumot keresiink, hogy az intervallumon kiviil esés valésziniisége mindkét oldalon
egyenld (a/2) legyen.

Z eloszldsa szimmetrikus, 0,,) €s 0r,) a mintadtlagra nézve szimmetrikusan helyezkednek
el.
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Normalis eloszlas, ismert széras

Adott z € R esetén a (—z, z) intervallumba esés valdsziniisége:

y =d(2) = (1 — d(2)) =2d(2) —
P (-2 < Lt < 2) =0(a) - 0(-2)=0(2) - (1 - 0() =20(c)

Adott 0 < v < 1 esetén keressiik azt a z értéket, melyre

P( z<—<z> 20(z)—1=1-a <= P(z)=1—-q/2.

/v/n
Megoldds: z = z;_,/, a standard normilis eloszlas p = 1 — a/2 rendii kvantilise. Tablazatbol
meghatarozhaté.

Példaul: a =0.05, 1 —a/2 = 0.975, z.975 = 1.9600,
o = 0.10, 1-— Oé/2 = 0.950, Z0.950 — 1.6449.

P z U<<-|-z Uzl—oz.
Y- 1a/2\/—,uy 1a/2\/—
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Normalis eloszlas, ismert széras

Alsé hatdr: O, =V —z1_4 125 (valésziniiségi valtozo).

Fels6 hatar: 9f(a) =y+ 21—04/2% (valésziniiségi valtozd).
Hibahatdr: Ay =A = zl,a/Q%.

Ismételt mintavétel esetén az esetek atlagosan (1 — «)- 100 szazalékdban igaz, hogy a
(0a(a): Of(a)) intervallum lefedi (tartalmazza) a keresett sokasagi jellemzét.

@ Minél nagyobb « értéke, annal kisebb a megbizhatdsig. Kisebb megbizhatdsag keske-
nyebb konfidencia intervallumot eredményez.

@ A mintaelemszam névelése csdkkenti a hibahatart, azaz révidebb intervallumot eredmé-
nyez.

A mintavételezés utidn a szdmegyenes egy konkrét intervallumat kapjuk. ltt mar nem beszél-
hetlink arrdl, hogy ez 1 — a valdszinliséggel lefedi a keresett sokasagi jellemzot.
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Példa

Egy teherautérakomannyi félliteres tiditéitalbdl 10 palackot véletlenszeriien kivalasztva és le-
mérve azok (rtartalmat az alabbi, milliliterben kifejezett értékeket kaptuk:

499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495.

Ismert, hogy a palackokba toltott tiditSital mennyisége normélis eloszlasi 3 ml szérassal.
Adjon 95%-0s megbizhatdsagi konfidencia intervallumot az atlagos toltétdmegre.

n=10, 0 =3, « =0.05, z;_,/» = 20.975 = 1.96, y = 500.7.

A keresett konfidencia intervallum:
Y+ 21 g = 500.7 + 1.96—>_ — 500.7 & 1.8504.

Vn V10

Hatarok: 6, = 498.8406, O = 502.5594; hibahatar: A = 1.8594.
Jelolés: Intgos(u) = (498.8406,502.5594).
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Példa

n=10, 0 =3, A =1.8594, Intgos(1) = (498.8406,502.5594).

Mekkora mintaelemszam sziikséges egy kétszer ilyen pontos 95%-os megbizhatésagi konfiden-
cia intervallum meghatarozasidhoz?

Uj hibahatar: A = A/2.
Uj mintanagysag: 7.

- 3 3
A= 20975 =1.96—— =1.96——

g
— Zo075—— = AJ2.
NG NG 2v10  "2y/n /

Megoldas: n = 4n = 40, azaz négyszeres mintanagysag szlikséges.
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Példa

n=10, c =3, A =1.859%, Intg.os(n) = (498.8406,502.5594).

Mekkora mintaelemszam sziikséges egy fele ilyen pontos 90%-os megbizhatdsagi konfidencia
intervallum meghatarozasahoz?

Uj hibahatar: A = 2A.
Uj mintanagysag: 7.

Uj megbizhatésag: & = 0.1, Z1_gz/2 = 20.95 = 1.6449.

~ o 3 3
A= — =16449—==2-196—==2- =2A.
1.644 2-1. 1.6449 - /1
0 ~9 = % o Vi L0 VIO 60 o G- 17608,
Vi V10 2-1.96
Megoldas: legaldbb 2 elemii minta sziikséges.
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Egyoldali konfidencia intervallumok
Y1,¥2,...,¥n: minta. 6: becsiilni kivant sokasagi jellemz6.
Adott « esetén keresiink olyan éa(a) és éf‘(a) becsl6figgvényeket, melyekre

P(6 < HAf(a)) =1l-a (baloldali konfidencia intervallum);
P(éa(a) <f)=1-a (jobboldali konfidencia intervallum).
Normalis eloszlas, ismert széras
Y1,Y2,...,Yn: FAE minta N(u,02) eloszlasbdl, o ismert.
0 = u: becsiilni kivant sokasagi jellemzé.

Baloldali konfidencia intervallum:
o

P (,u <y+ Zl_O‘\/E) =1—-q, azaz <—oo, y+ zl_a\%> .

Jobboldali konfidencia intervallum:

P <y — Zl—a% < M) =1—q, azaz (y - Zl—a%? OO) :

Baran Sandor Statisztika 1 el6adas 157 /189



Normalis eloszlas, ismeretlen szbras
Y1,¥2,---,¥n: FAE minta N(u,0?) eloszlasbél, o nem ismert.

0 = p: becsiilni kivant sokasagi jellemzo.

02 becslése: s2 =131 (Yi—}_/)z-

n—1

YRy
S/\/ﬁ n—1,
ezért adott o esetén

P ()_/ - tl—a/2(n - 1)

S S

\/ﬁ <,u<y—|—t1_a/2(n—1)%):1—a.

ti—aj2(n—1): az n—1 szabadsagi fok( t-eloszlas p = 1 — /2 rendii kvantilise. Tablazatbol
meghatarozhaté.

Az (1 — «) - 100%-0s megbizhatdsagi konfidencia intervallum

als6 hatéra: 7—t1_a/2(n—1)ﬁ; fels6 hatéra: }7—|—t1_a/2(n—1)%.
158 /189



Példa

Egy gabonaraktarban 60 kg-os kiszerelésben blzat csomagolnak. A havi mindségellendrzés
soran lemértek tiz darab véletleniil kivalasztott zsakot. Eredményiil a kovetkezdket kapték:

60.2, 63.4, 58.8, 63.6, 64.7, 62.5, 66.0, 59.1, 65.1, 62.0.

Feltételezve, hogy a toltétomeg normalis eloszldsi, adjon 95%-0s megbizhatdsigl konfidencia
intervallumot a zsdkokba lévé blizamennyiség varhaté értékére.

n=10, @ =0.05, t;_,/(n—1) = togrs(9) = 2.2622, ¥ = 62.54, s* = 6.2938, s = 2.5087.

A keresett konfidencia intervallum:

2.5087
Y+ t1_a(n— 1)% = 62,544 2.2622=

= 62.54 + 1.7946,

azaz
Int 0.05(12) = (60.7454, 64.3346) kg.
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Sokasagi variancia becslése
Y1,¥2,---,¥n: FAE minta N (u,0?) eloszlasbél.
0 = 0%: becsiilni kivant sokasagi jellemzd.

, \2
0% becslése: s> =131 (y;—y)".

—1)s?
X2 — (n ~ X2
o2 n—1»
ezért adott « esetén
P( (n=1)s* _ 5 _ (n=1)s ) .
2 2 = :
Xl—a/Z(n -1) Xa/z(” -1)

X§/2(n —1) és Xf_a/2(n —1): az n— 1 szabadségi fokli X%-eloszlas /2, illetve 1 — /2
rendli kvantilisei. Tablazatbdél meghatarozhatdak.

A o2-re adott (1 — a) - 100%-0s megbizhatésagii konfidencia intervallum

; . n—1)s? y . (n—1)s?
alsé hatéra: (ﬁ fels6 hatara: —5y———.
X1—a/2(”* )’ Xa/z(”* )

160 /189



Példa
Tekintsiik az el6z6 példa normaélis eloszlasiinak feltételezett mintéjat:
60.2, 63.4, 58.8, 63.6, 64.7, 62.5, 66.0, 59.1, 65.1, 62.0.
Adjunk 95%-0s megbizhatésagl konfidencia intervallumot a szérésra.
n=10, a=0.05, X2(n—1) = X5 qs(9) = 2.7004,
X7 o(n—1) = X5 g75(9) = 19.0228, s> = 6.2938.
A o°-re vett 95%-0s megbizhatésagii konfidencia intervallum
(n—1)s? ~9-6.2938
X7 p(n—1)  19.0228
(n—1)s>  9-6.2938
XZ,(n—1) 27004
A o-ra vett 95%-0s megbizhatdésagi konfidencia intervallum:
Intg.os(o) = (\/2.9777, \/20.9762) = (1.7256, 4.5800).
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Sokasagi arany becslése
Legyen adott egy esemény, aminek a valdsziniisége P. Példaul feldobunk egy érmét és fejet
dobunk, egy véletlenszeriien kivalasztott hallgatd lany, stb.

n eleml minta: n darab figgetlen kisérlet az adott eseményre.

P = p= %: P torzitatlan és konzisztens becslofiiggvénye, k a vizsgilt esemény bekovetkezé-
seinek szama.

k eloszlasa binomidlis n és p paraméterekkel:

P(1-P 1-—
E(p) =P, Var(p) = ,% = (n)’ becslése 53 = p(np)

Ha a mintaelemszam nagy, azaz min{np, n(1 — p)} > 10, akkor

7=P"

eloszlasa kozel AN(0,1).

Adott o esetén

Ip(1— Ip(1—
P(P_Zl—a/Q p(np)<P<P+zl—oz/2 p(np))zl_a-
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Mintanagysag

Az P aranyra vett (1 — «) - 100%-0s megbizhatésagi konfidencia intervallum

alsé hatdra: p—2z;_4p2 @; felsd hatara: p+2z;_ 40 p(ln_p)

Adott A pontossaghoz sziikséges mintanagysag:

zlzia/z-P-(l—P)
n= A2 .

P nem ismert, de P-(1— P) <1/4, azaz egy fels6 becslés a mintanagységra:

2
N = zl—a/2
4. A2
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Példa

A Median kozvéleménykutatd 2017 oktdber végi 1200 fés reprezentativ mintan alapuld felmér-
ése alapjan az 6sszes megkérdezett 30%-a vallotta magat bizonytalan szavazénak, vagy nem
valaszolt a kérdezébiztosnak (HVG, 44. szam, 2017. november 2). Adjon 95%-o0s megbizhaté-
sagl konfidenciaintervallumot a bizonytalan/nem vélaszolé szavazék az ardnyara az Gsszes
valasztopolgar kozott.

n=1200, p= 03, @ =0.05, z_,/p = Zog75 = 1.96, 52 = 0.000175.

A keresett konfidencia intervallum:

p(l—p) 0.3-0.7

pj:zlfa/2 =0.3+1.96 1200

= 0.3 £0.0259,

azaz

Int 0.05(P) = (0.2741,0.3259).
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Példa

Az el6z6 példaban 90%-os megbizhatésadg mellett hany elem(i minta kell az 1%-os pontossag
eléréséhez?

a=01, 2,/ = 2005 = 1.6449, A = 0.01.

A sziikséges mintaelemszam egy fels6 becslése:

n

v (1.6449

2
=1 a2 " 2'0.01> = 6763.9.

6764 elem(i minta mar biztosan teljesiti a kivant feltételeket.
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Ertékésszeg becslése

Y1, Y2,..., Yn: N elem(i sokasag.
1 =Y: sokasagi varhat6 érték.
Y' = NY = Npu: értékosszeg.

Ha a wu varhaté értékre adott egy az y1,y»,...,yn minta alapjan késziilt konfidencia inter-
vallum, akkor az értékdsszegre vett konfidencia intervallum ennek az intervallumnak az N-sze-
rese.

Példa. Tiz véletlenszeriien kivalasztott zsdk biiza toltotomege alapjan az atlagos toltotomeg-
re vett 95%-0s megbizhatésagu konfidencia intervallum:

Int 0.05(1) = (60.7454, 64.3346) kg.

Tegylik fel, hogy a raktarban egy hét alatt 10000 zsdkot toltenek meg. Ekkor az Gsszes t6lto-
mennyiségre vett 95%-o0s megbizhatésagi konfidencia intervallum:

Int 0.05(Y’) = 10000(60.7454, 64.3346) kg = (607.454, 643.346) tonna.
e



Varhato értékek kiilonbségének becslése. Ismert széras
X1,X2, -y Xny: FAE minta N(ux,o%) eloszlasbél.

Y1,¥2, -, Yny: FAE minta ./V’(,U/y,U%/) eloszlasbdl.

A két minta fiiggetlen és a 0% és 0% variancidk ismertek.

0 = py — px: becsiilend6 sokasagi jellemzd.

d =y —Xx: becsl6fiiggvény, normalis eloszlasi,

2

2

E(d) =6 (torzitatlan), Var(d) = Var(y) + Var(x) = O% = 7Y 4 %X,
ny nx
Adott « esetén B B
P (d — 21204 < o< d+ Zlfa/za'g) =1-oq.
Az (1 — «)-100%-os megbizhatésagu konfidencia intervallum
2 2 2 2
alsé hatara: y =X —z1_o/21/ % + %; felsd hatara: y — X+ z1_q/2 % + %
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Varhato értékek kiilonbségének becslése. Ismeretlen szoéras
X1,X2, -y Xny: FAE minta N(ux,o%) eloszlasbél.

V1,2, -+, Yny: FAE minta N(uy,o%) eloszldsbél.
A két minta fiiggetlen és a a§< és cr%, variancidk nem ismertek, de egyenléek, azaz
0'2 = 0'2 = 0'2
X Y :
0 = py — px: becsiilend6 sokasagi jellemzd.

0% becslése: s2 = nxl_l S (xi = X)?; 02 becslése: s2 = nyl—l > (i — y)2.

ol = ai = a% kombinalt becslése:

2 (x =g+ (ny —1)sy
nx +ny — 2

c

d =y — X becsldfiiggvény standard hibdja és becsiilt standard hibdja

2 2

o o 1 1
og = 7Y+7X, 5S4 = Sc

ny nx ny nx
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Varhato értékek kiilonbségének becslése. Ismeretlen szoéras

d =y —X becsléfiiggvény eloszlasa N (6, 0’%), valamint

d—96
F

~ t,, ahol v =nx+ny —2.
Adott o esetén _ _
P (d - tl—a/2(l/)5§ <d<d+ tl—a/2(V)59) =1-a.

tl_a/z(l/)i a v =nx+ ny —2 szabadsagi fokl t-eloszldés p =1 — a/2 rendii kvantilise.
Tablazatbdl meghatarozhaté.

Az (1 — «) - 100%-0s megbizhatdsagi konfidencia intervallum

alsé hatara: ¥ —X — t1_q/o(nx + ny — 2)sc =+ %
felsd hatdra: y — X + t1_q/0(nx + ny — 2)sc 1 s+ nl
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Példa

Kétfajta instant kavé oldédasi idejét tesztelték, melyekbdl minden alkalommal azonos mennyiséget tettek 1 dl

forrasban 1évé vizbe. A kisérletek eredményeit az alabbi tablazat tartalmazza:

Kavé Oldédasi id6 (masodperc)
Mokka Makka (Y) | 82 50 68 67 58 73 64 7.8
Koffe In (X) 51 43 34 37 61 47

Az old6dasi id8ket normélisnak, a szérasokat pedig egyenldnek tételezve fel adjon 95%-o0s megbizhatésagl kon-

fidencia intervallumot az atlagos oldédasi idék kiildnbségére.

ny =8, nx =6, v=12, a=0.05 t_,p»(r)=21788,y = 6.75, X =4.55, sy =1.0857, sx = 0.9670.

A variancia kombinalt becslése:

— 2 — 2 . .
53 _ (nx—1)sx + (ny —1)sy _ 7-1.0857 +5-0.9670 ~1.0362, s — 1.0180.
nx +ny —2 12

A keresett konfidencia intervallum:

1 1 1
¥ =X+ ti_a/a(nx + ny —2)sey/— + — = 6.75 — 4.55 +2.1788 - 1.01804/ = +
ny nx 8

|nto_95(5) = Int 0,95(/1\( — ux) = (1.00227 3.3978).
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Paros minta
<y1> , (y2> ey (y,,): FAE minta (;) vektorra. A két ismérv nem feltétleniil fiiggetlen!

X1 X2 Xn
di = y; — x; normalis eloszlasd (i = 1,2,...,n), E(Y)=py, E(X)=pux.
0 = py — px: becsillendd sokasagi jellemzo.

di,da, ..., dy: Gj minta N(6, 03) eloszlasbél. Ezzel a mintaval készitiink konfidencia inter-
vallumot é-ra.
. 2
03 becslése: s3 =237 (d—d)".
d—o

TG
Adott o esetén
P(d—t1_qp(n—1)sq/v/n<d<d+ti_np(n—1)s4/v/n) =1—a.
Az (1 — «)-100%-os megbizhatésagu konfidencia intervallum
alsé hatéra: d — ty_qo(n—1)sq//n;  felsd hatéra: d + ty_qo(n — 1)sq/+/n.
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Példa

A Mindent Tudas Egyeteme masodéves gazdasaginformatikus hallgatdi két zarthelyi dolgozatot irtak statisztika-
bél. Az alabbi tablazat tiz véletlenszerilien kivalasztott hallgaté eredményeit tartalmazza:

Hallgaté A|B|C|D]|E F| G| H | J
I. dolgozat (Y) | 57 | 63 | 67 | 82 | 45 | 65 | 53 | 32 | 51 | 27
I. dolgozat (X) | 53 | 62 | 63 | 80 | 46 | 64 | 44 | 28 | 50 | 29

A dolgozateredmények eltérését normilis eloszldsiinak tételezve fel adjon 98%-os megbizhatésagi konfidencia
intervallumot az atlagos pontszamok kiildnbségére.

Uj minta (d; =y, — x;): 4, 1, 4,2, =1, 1, 9, 4, 1, —2.

n=10, a=0.02, t;_o/;(n—1) = too(9) = 2.8214, d = 2.3, s3 = 9.7889, s; = 3.1287.

A keresett konfidencia intervallum:

d+ty_op(n— 1)% =23+28214 3‘\2%7 =2.3+27915,

azaz
Into.08(0) = Into.gs(py — 1x) = (—0.4915,5.0915).
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Hanyadosbecslés paros minta esetén

<y1> , (y2> ey (y,,): FAE minta <Y> vektorra.
X1 X2 Xn X

E(Y) =py, E(X)=ux, Var(Y)=o0%, Var(X)=o0%.
H = py/pux: becsillendd sokasagi jellemzd.

h=7y/x: becsléfiggvény, eloszldsa nem ismert, de nagy minta esetén kozel normilis.
H o
E(h) ~ H+ ;(VX —r(X, Y)VXVy).

Vx =ox/ux, Vy =oy/uy: X és Y relativ szérasa.
r(X,Y): X és'Y korrelicidja.
H2
Var(h) =

n

(VZ + V& —2r(X, Y)VxVy).

h a H héanyados torzitott, de aszimptotikusan torzitatlan és konzisztens becslése.
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Kiilso informacids becslés

Kiils6 informacié: példaul ismert pux.

py becslése: f[iy = px - % = ux - h.

Var(fiy) = u% Var(h) =~ i(oy + H?0% — 2Hr(X,Y)oxoy).
Hagyomanyos becslés variancidja: Var(y) = %
Var(fiy) < Var(y), ha % > %(0—%, + H?0% — 2Hr(X, Y)oxoy),
azaz 1 VX
r(X,Y) > 2V

Ha az X és Y korrelacidja elég nagy, a kiilsé informaciét hasznalé becslés hatékonyabb,
mint a mintaatlag.
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Becslés EV mintabdl

EV minta: N elemii sokasagbdl valasztunk n elemet visszatevés nélkiil.

Kiilonbségek a FAE mintadhoz képest.
@ A minta fontos jellemz6je az alapsokasdg N nagysaga.
@ Az egyes mintaelemek nem fliggetlenek.

@ A mintajellemzék eloszlasdnak meghatarozasa jéval bonyolultabb, mint FAE minta esetén.
Nagy mintak esetén a mintaatlag, az értékosszeg és a sokasagi arany kozelitéleg normalis
eloszlasu.

. . o2 (N —n o2 n
E(Vev) =u,  Var(yey) = " <N 1) - (1 - N)’

EV mintdbdl a varhatd érték becslése pontosabb, mint ugyanakkora FAE mintabdl.
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Sokasagi atlag becslése, nagy minta
Yi,¥2,.-.,¥n: EV minta egy N elemi sokasaghdl, n > 30.
p=Y: becsiilni kivant sokasagi jellemzd.

Ha o értéke ismert, adott o esetén

P( —Z1— a/2\/> *<Y<y+21 a/z\f 1—n)—1—a.

Az (1 — «) - 100%-0s megbizhatésagl konfidencia intervallum
alsé hatara: )7—21_&/2%\/1 — N fels6 hatara: Y—i—zl_a/gﬁw/l - N
Ertékésszeg becslése: FAE mintdhoz hasonléan

Ha o nem ismert, akkor az s empirikus szérassal helyettesihetjiik.

Adott A pontossaghoz sziikséges mintaelemszam:

2 2
. A0/
— 2 2 2
7 o0 /N+ A
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Sokasagi arany becslése EV mintabdl
Legyen P valamilyen tulajdonsagi elemek ardnya az N elemi sokasagban.
Minta: n darab visszatevés nélkil kivalasztott sokasagi elem.

P=p= %: P torzitatlan és konzisztens becsl6fiiggvénye, k a vizsgalt tulajdonsagl elemek

szama a mintaban.

E(p) =P, Var(p)zp(l;P)(l—Xl)wsg:p(l;m(l—:l).

Ha a mintaelemszam nagy, akkor

eloszldsa kozel N(0,1).

Adott « esetén az (1 — «) - 100%-0s megbizhatésagi konfidencia intervallum

alsé hatdra: p—2z;_q/21/ @ﬂ; felsé hatara: p+z1_q 21/ @Ml — &
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A hipotézisvizsgalat altalanos kérdései

A sokasagokra vonatkozé kiilonféle feltevéseket hipotéziseknek, az azok helyességének minta-
vételi eredményekre alapozott vizsgalatat pedig hipotézisvizsgalatnak nevezziik. A hipotézisek
a vizsgalt sokasag(ok) eloszlasira vagy az adott eloszldso(ok) egy vagy tobb paraméterére vo-
natkozhatnak. A kilonféle hipotézisek vizsgalatara szolgald eljarasokat statisztikai probaknak
nevezziik.

Eredményiil nem azt kapjuk, hogy egy hipotézis igaz-e, vagy sem, hanem hogy az adott koriil-
mények kozott elfogadjuk-e.

Példa

@ Tudva, hogy egy lditbitalt gyartd gépsorrdl lekeriilé palackokban a folyadékmennyiség
normélis eloszlasti 3 ml szérassal, egy 10 elemii minta alapjan vizsgéljuk meg, az atlagos
toltdmennyiség 500 ml-e.

@ Egy 15 elemi minta alapjan vizsgéljuk meg, a gyartésorrdl lekeriilé palackokban a folya-
dékmennyiség normdlis eloszlasu-e.

© 500 ember haj-, illetve szemszinét megvizsgalva dontsiink, a hajszin fuggetlen-e a szem-
szintol.
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Hipotézisek megfogalmazasa
Két egymasnak ellentmondd feltevést — hipotézist — fogalmazunk meg.
Az egyik: nullhipotézis, jelolése Hp, errdl hozunk dontést.

A masik: alternativ hipotézis, vagy ellenhipotézis, jelolése Hj.

Példa
@ Jeldlje i a palackokba toltott folyadékmennyiség varhatd értékét.

Ho : p =500 ml; Hy @ p # 500 ml.

@ Hy: a folyadékmennyiség normalis eloszlasi;
Hi: a folyadékmennyiség nem normalis eloszlasu.
© Hy: a hajszin és a szemszin fiiggetlenek egymastdl;

Hi: a hajszin és a szemszin nem fiiggetlenek egymastdl.

Egyszer( nullhipotézis: fennallasa esetén a sokasag eloszlasa egyértelmiien meghatarozott.
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A prébafliggvény meghatarozasa
Probafiiggvény: az yi,y»,...,yn minta egy olyan T(yi,y2,...,yn) fliggvénye, melynek
eloszlasa Hp teljesiilése esetén ismert.

Példa. Az uditditalt gyartd gépsorrdl lekertld palackokban a folyadékmennyiség normalis eloszlasa
o =3 ml szérassal és ha Hy igaz, akkor 500 ml varhaté értékkel. n= 10 esetén y ~ N(500,32/10),

azaz
_ y-500 y-—500

R

N(0,1).

A hipotézisek vizsgalatara prébafiiggvényeket hasznalunk, amik a becsléfiiggvényekhez hason-
[6an valdsziniiségi valtozok. A prébafliiggvényt tgy kell megvalasztani, hogy

@ a sokasigra tett bizonyos kikotések teljesiilése (példaul normélis eloszlas, ismert széras),
@ a mintavétel adott médja és a minta adott nagysaga (példaul FAE minta vagy n > 100),
@ az ellendrzendd Hy helyességének feltételezése

mellett annak eloszldsa pontosan ismert legyen. Ehhez Hg-nak egyszerii hipotézisnek kell
lennie.
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Szignifikanciaszint, kritikus tartomany

A prébafiiggvény értékkészletét két diszjunkt részre bontjuk, egy elfogadasi (E) és egy kriti-
kus (K) tartomanyra.

A hatarok megadasa: ha Hp teljesil, akkor a prébafiiggvény egy el6re megadott nagy 1 — «
valészinliséggel az elfogadasi tartomdnyba esik, ahol « kicsi (példaul 0.1, 0.05, 0.01).

Szignifikanciaszint: « - 100% (példaul 10%, 5%, 1%)

K E
a 1-a Bal oldali kritikus tartomany.
c, Ca: a probafliggvény eloszlasdnak p = a rendi kvantilise.
E K
1—a o Jobb oldali kritikus tartomany.
cr cr:  a prébafliggvény eloszlasdnak p =1 — a rendi kvantilise.
K E K Kétoldali kritikus tartomany.
/2 1-a a2 Ca, Cr: a probafiiggvény eloszldsanak p = «/2, illetve 1 — /2
C, cr rendii kvantilise.
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Egy- és kétoldali kritikus tartomanyok

A valésagnak a nullhipotézisben rogzitett allapottdl valé meghatéarozott iranyd eltérései egyol-
dali alternativ hipotézisként irhatdk fel. Ha az egyoldali alternativ hipotézis fennéallasa esetén a
prébafliggvény kisebb értéket vesz fel, mint Hy fennalldsakor, bal oldali, ellenkezé esetben pe-
dig jobb oldali alternativ hipotézisrél beszéliink. A bal oldali alternativ hipotéziseket ezutan
H{’—vel, a jobb oldaliakat pedig Hj-vel jeldljik.

A valésagnak a nullhipotézisben rogzitett allapottdl vald tetszbleges irdnyl eltérései kétoldali
alternativ hipotézisként fogalmazhaték meg. A kétoldali alternativ hipotézis fennalldsa esetén
a probafiiggvény értéke akar kisebb, akar nagyobb lehet, mint Hp fennallasakor. A kétoldali
alternativ hipotéziseket ezutan Hi-gyel jeloljiik.

Példa
Hp : 1 = 500 ml;
HP -y <500 ml; Hi:p>500 ml; Hy:p# 500 ml.

Ca, Cf: kritikus értékek, hozzatartoznak a kritikus tartomanyhoz.
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Példa

Tudva, hogy egy uditéitalt gyartd gépsorrdl lekeriilé palackokban a folyadékmennyiség normilis eloszlasi 3 ml

széréssal, egy 10 elem{i minta alapjan 5%-os szinten vizsgaljuk meg, az atlagos téltémennyiség 500 ml-e

fel az egyoldali és a kétoldali kritikus tartomanyokat.

Szignifikanciaszint: 5%, azaz « = 0.05.

Prébafiiggvény: z = A 500. Ha Hp teljesiil, eloszlasa standard normalis.
3/v/10

Kvantilisek:
Rend: p | @/2=0.025 | a =005 | 1—a =095 | 1 —a/2=100975
Kvantilis: z, | -1.9600 | -1.6440 | 16449 | 1.9600
Ho : ;o =500 ml; Hi @ p # 500 ml.
Kritikus tartomany: z < ¢, = Zos2 = Z0.005 = —1.96, vagy

Z2> ¢ =21_q/2 = Zo.97s = 1.96, azaz |z| > 1.96.
Ho : 1 = 500 ml; Hf @ pu < 500 ml.

Kritikus tartomany: z < ¢; = zo = 20.05 = —1.6449.

Ho : =500 ml; H : p > 500 ml.

Kritikus tartomany: z > ¢r = z1_o = 20.95 = 1.6449.
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Mintavétel és dontés
A minta adataibdl kiszamitjuk a prébafiiggvény értékét. Ha az a kritikus tartomanyba esik, a
megadott szinten elvetjilk Hp-t, ellenkezd esetben elfogadjuk.

Példa. Egy teherautérakomannyi félliteres tidit6italbél 10 palackot véletlenszeriien kivalasztva
és lemérve azok lrtartalmat az aldbbi, milliliterben kifejezett értékeket kaptuk:

499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495.

Ismert, hogy a palackokba toltott dditéital mennyisége normalis eloszlasti 3 ml szérassal.
5%-o0s dontési szintet hasznélva vizsgalja meg a gyart6 azon allitasat, hogy a palackokba atla-
gosan fél liter aditoitalt toltottek.

Ho : o =500 ml; Hi @ # 500 ml  (kétoldali ellenhipotézis).
n=10, a =0.05, 0 =3, ¥y =500.7. Kritikus tartomany: |z| > 1.96.
500.7 — 500
Prébafliggvény értéke: z = ————— = 0.7379 < 1.96.

3/1/10
5%-os szinten elfogadjuk Hp-t.
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Hibak

Els6faji hiba: a Hp hipotézist elvetjiik, pedig igaz. Valdszinlisége megegyezik az o szignifi-
kanciaszinttel.

Masodfaji hiba: a Hp hipotézist elfogadjuk, pedig nem igaz. Ennek a ( valdsziniiségét csak
akkor szamszer(sithetjiik, ha pontosan tudjuk, a Hp helyett a valésagban milyen egyszer( al-
ternativa all fenn.

Ho igaz nem igaz
elvetjik els6faju hiba () helyes dontés (1 — f3)
elfogadjuk | helyes dontés (1 — «) | masodfaju hiba (/)

Adott mintanagysag és egyszerii alternativa mellett az els6faji és a masodfaji hiba elkdvetési
valdszinlisége egymassal ellentétes irdnyba mozog.
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p-érték

A p-érték az a legkisebb szignifikanciaszint, amin Hy mar éppen elvetheté Hi-el szemben. A
p-érték a T prébafiiggvénynek a hipotézisvizsgalathoz hasznalt mintabdl nyert értéke alapjan
hatarozhaté meg.

Egyoldali alternativ hipotézis esetén a p-érték ugy hatarozhaté meg, hogy a prébafiiggvény
mintabdl nyert értékét H; irdnyanak megfelelGen alsé vagy felsd kritikus értéknek tekintjiik,
majd megallapitjuk, vagy megbecsiiljik a hozza tartozé szignifikanciaszintet.

Kétoldali alternativ hipotézis esetén a probafiiggvény mintabdl nyert értékét eldjelétdl — egyes
esetekben nagysagatdl — fliggben alsé vagy fels6 kritikus értéknek tekintjiik, majd a hozzatar-
tozé szignifikanciaszint kétszeresét vessziik.

Adott « szint esetén:

p < a: elvetjik Hp-t; p > a: elfogadjuk Hp-t.
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Példa
Minta:
499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495.

Hipotézisek:

Ho : o =500 ml; Hi @ # 500 ml  (kétoldali ellenhipotézis).
n=10, 0 =3, y = 500.7.
500.7 — 500
Probafiggvény értéke: z= —— =0.7379 > 0.
3/V/10

Felso kritikus értékként kezeljiik:

P(Z >0.7379) =1 — P(Z < 0.7379) = 1 — $(0.7379) = 1 — 0.7697 = 0.2303.

p-érték: 2-0.2303 = 0.4606.

a > 0.4606: elvetjik Ho-t; o < 0.4606: elfogadjuk Hp-t.
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Osszetett nullhipotézisek

Példa
Ho : > 500 ml; Hi < 500 ml.

Az oOsszetett nullhipotézis helyett az egyoldali alternativ hipotézisnek legkevésbé ellentmondé
egyszerll hipotézist valasztjuk. A példaban: p = 500 ml.

A H{’ vagy H{ egyoldali alternativ hipotézisnek legkevésbé ellentmondé egyszerii hipotézist
technikai nullhipotézisnek nevezziik és HOT—veI jeloljik. A példaban:

H()T:u:500 ml; Hy - p < 500 ml.

Ha H{ elvethetd valamely egyoldali alternativ hipotézissel szemben, akkor vele egyiitt elvet-
het6 az adott egyoldali alternativ hipotézisnek HOT—néI jobban ellentmondé minden egyszerii
hipotézis is. Ha HOT nem vethetd el valamely egyoldali alternativ hipotézissel szemben, akkor
csak annyi allithatd, hogy a vizsgalt alternativ hipotézissel szemben legalabb egy egyszerii hi-
potézis nem utasithatd vissza.
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