
Γ, A ` B

Γ,¬B ` ¬A
(1)

Bizonyítás:

Γ, A ` B
(Bővítés)

Γ, A,¬B ` B
(Felcserélés)

Γ,¬B, A ` B

ε (Azonosság)
Γ, A,¬B ` ¬B

(Felcserélés)
Γ,¬B, A ` ¬B

(¬ 1.)
Γ,¬B ` ¬A

Γ, A ` ¬B

Γ, B ` ¬A
(2)

Bizonyítás:

ε(Azonosság)
Γ, A,B ` B

(Felcserélés)
Γ, B,A ` B

Γ, A ` ¬B
(Bővítés)

Γ, A,B ` ¬B
(Felcserélés)

Γ, B,A ` ¬B
(¬ 1.)

Γ, B ` ¬A

Γ,¬A ` B

Γ,¬B ` A
(3)

Bizonyítás:

Γ,¬A ` B
(Bővítés)

Γ,¬A,¬B ` B
(Felcserélés)

Γ,¬B,¬A ` B

ε (Azonosság)
Γ,¬A,¬B ` ¬B

(Felcserélés)
Γ,¬B,¬A ` ¬B

(¬ 1.)
Γ,¬B ` ¬¬A

(¬ 2.)
Γ,¬B ` A

Γ,¬A ` ¬B

Γ, B ` A
(4)

Bizonyítás:

ε(Azonosság)
Γ,¬A, B ` B

(Felcserélés)
Γ, B,¬A ` B

Γ,¬A ` ¬B
(Bővítés)

Γ,¬A, B ` ¬B
(Felcserélés)

Γ, B,¬A ` ¬B
(¬ 1.)

Γ, B ` ¬¬A
(¬ 2.)

Γ, B ` A

` A ⊃ A (5)

Bizonyítás:

ε(Azonoság)
A ` A(⊃ 1.) ` A ⊃ A
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A, A ⊃ B ` B (6)

Bizonyítás:

ε
A ⊃ B, A ` A

A, A ⊃ B ` A
ε

A, A ⊃ B ` A ⊃ B

A, A ⊃ B ` B

A ` B ⊃ A (7)

Bizonyítás:

ε(Azonoság)
B, A ` A

(Felcserélés)
A, B ` A

(⊃ 1.)
A ` B ⊃ A

A,¬A ` B (8)

¬A ` A ⊃ B (9)

Bizonyítás (8), (9):

ε
A,¬B,¬A ` ¬A

A,¬A,¬B ` ¬A

ε
¬A,¬B, A ` A

¬A, A,¬B ` A

A,¬A,¬B ` A

A,¬A ` ¬¬B

A,¬A ` B

¬A, A ` B

¬A ` A ⊃ B

B ` A ⊃ B (10)

Bizonyítás:

ε
B ` B

B, A ` B

B ` A ⊃ B

` A ⊃ B ≡ ¬A ∨B (11)

Bizonyítás: Először lássuk be, hogy

A ⊃ B ` ¬A ∨B (12)
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ε
A ⊃ B ` A ⊃ B

A ⊃ B,¬(¬A ∨B) ` A ⊃ B

ε
¬A ` ¬A
¬A ` ¬A ∨B(3)
¬(¬A ∨B) ` A

A ⊃ B,¬(¬A ∨B) ` A

A ⊃ B,¬(¬A ∨B) ` B

ε
B ` B

B ` ¬A ∨B(1)
¬(¬A ∨B) ` ¬B

A ⊃ B,¬(¬A ∨B) ` ¬B

A ⊃ B,¬(¬A ∨B) ` B A ⊃ B,¬(¬A ∨B) ` ¬B

A ⊃ B ` ¬¬(¬A ∨B)
A ⊃ B ` ¬A ∨B

(11) bizonyításához lássuk be, hogy

¬A ∨B ` A ⊃ B (13)

(9)
¬A ` A ⊃ B

(10)
B ` A ⊃ B

¬A ∨B ` A ⊃ B

A ⊃ B,¬B ` ¬A (14)

A ⊃ B ` ¬B ⊃ ¬A (15)

Bizonyítás (14), (15):

ε
A ⊃ B, A,¬B ` ¬B

A ⊃ B,¬B, A ` ¬B

ε
A, A ⊃ B ` B

A ⊃ B, A ` B

A ⊃ B, A,¬B ` B

A ⊃ B,¬B, A ` B

A ⊃ B,¬B ` ¬A

A ⊃ B ` ¬B ⊃ ¬A

¬B ⊃ ¬A ` A ⊃ B (16)

Bizonyítás:

ε
¬B ⊃ ¬A,¬B, A ` A

ε
¬B ⊃ ¬A,¬B ` ¬A

¬B ⊃ ¬A,¬B, A ` ¬A

¬B ⊃ ¬A, A ` ¬¬B

¬B ⊃ ¬A, A ` B

¬B ⊃ ¬A ` A ⊃ B
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(15), (16) alapján:

` A ⊃ B ≡ ¬B ⊃ ¬A (17)

Bizonyítás:

A ⊃ B ` ¬B ⊃ ¬A ¬B ⊃ ¬A ` A ⊃ B
` A ⊃ B ≡ ¬B ⊃ ¬A

` (A ∨ ¬A) (18)

Bizonyítás:

ε
A,¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)
¬(A ∨ ¬A), A ` ¬(A ∨ ¬A)

ε
¬(A ∨ ¬A), A ` A

¬(A ∨ ¬A), A ` A ∨ ¬A

¬(A ∨ ¬A) ` ¬A

ε
¬A,¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)
¬(A ∨ ¬A),¬A ` ¬(A ∨ ¬A)

ε
¬(A ∨ ¬A),¬A ` ¬A

¬(A ∨ ¬A),¬A ` A ∨ ¬A

¬(A ∨ ¬A) ` ¬¬A

¬(A ∨ ¬A) ` A

¬(A ∨ ¬A) ` ¬A ¬(A ∨ ¬A) ` A

` ¬¬(A ∨ ¬A)
` (A ∨ ¬A)

A ∧B ` B ∧A (19)

Bizonyítás:

ε
A, B ` B

ε
B, A ` A

A, B ` A

A, B ` B ∧A

A ∧B ` B ∧A

A ∧ (B ∨ C) ` (A ∧B) ∨ (A ∧ C) (20)

Bizonyítás:

ε
B, A ` A

A, B ` A
ε

A, B ` B

A, B ` A ∧B

A, B ` (A ∧B) ∨ (A ∧ C)

ε
C, A ` A

A, C ` A
ε

A, C ` C

A, C ` A ∧ C

A, C ` (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
A, B ∨ C ` (A ∧B) ∨ (A ∧ C)

A ∧ (B ∨ C) ` (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
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(A ∧B) ∨ (A ∧ C) ` A ∧ (B ∨ C) (21)

Bizonyítás:

ε
B, A ` A

A, B ` A

A ∧B ` A

ε
C, A ` A

A, C ` A

A ∧ C ` A
(A ∧B) ∨ (A ∧ C) ` A

ε
A, B ` B

A ∧B ` B
A ∧B ` B ∨ C

ε
A, C ` C

A ∧ C ` C
A ∧ C ` B ∨ C

(A ∧B) ∨ (A ∧ C) ` B ∨ C

(A ∧B) ∨ (A ∧ C) ` A ∧ (B ∨ C)

(20) és (21) alapján:

` A ∧ (B ∨ C) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C) (22)

` A ∨ (B ∧ C) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∨ C) (23)

Bizonyítás: Először lássuk be, hogy

A ∨ (B ∧ C) ` (A ∨B) ∧ (A ∨ C) (24)

ε
A ` A

A ` A ∨B

ε
B ` B

B, C ` B

B, C ` A ∨B

B ∧ C ` A ∨B
A ∨ (B ∧ C) ` A ∨B

ε
A ` A

A ` A ∨ C

ε
C ` C

C ` A ∨ C
B, C ` A ∨ C

B ∧ C ` A ∨ C
A ∨ (B ∧ C) ` A ∨ C

A ∨ (B ∧ C) ` (A ∨B) ∧ (A ∨ C)

Most lássuk be, hogy

(A ∨B) ∧ (A ∨ C) ` A ∨ (B ∧ C) (25)

ε
A ` A

A ` A ∨ (B ∧ C)
A ∨B, A ` A ∨ (B ∧ C)

ε
A ` A

A ` A ∨ (B ∧ C)
A, C ` A ∨ (B ∧ C)

ε
B ` B

B, C ` B

ε
C ` C

B, C ` C

B, C ` B ∧ C

B, C ` A ∨ (B ∧ C)
A ∨B, C ` A ∨ (B ∧ C)
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A ∨B, A ` A ∨ (B ∧ C) A ∨B, C ` A ∨ (B ∧ C)
A ∨B, A ∨ C ` A ∨ (B ∧ C)

(A ∨B) ∧ (A ∨ C) ` A ∨ (B ∧ C)

` (A ⊃ B) ⊃ (B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C) (26)

Bizonyítás: Használjuk fel már bizonyított (6) szekvenciát.

A ⊃ B, A ` B B,B ⊃ C ` C

A ⊃ B, A,B ⊃ C ` C

A ⊃ B, B ⊃ C, A ` C

A ⊃ B, B ⊃ C ` A ⊃ C

A ⊃ B ` (B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)
` (A ⊃ B) ⊃ (B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)

` (A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ (A ⊃ C) (27)

Bizonyítás: Használjuk fel már bizonyított (6) szekvenciát.

A, A ⊃ B ` B

A, A ⊃ B, A ⊃ (B ⊃ C) ` B

A, A ⊃ (B ⊃ C) ` B ⊃ C

A, A ⊃ B, A ⊃ (B ⊃ C) ` B ⊃ C

A, A ⊃ B, A ⊃ (B ⊃ C) ` C

A ⊃ B, A ⊃ (B ⊃ C) ` A ⊃ C

A ⊃ B ` (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ (A ⊃ C)
` (A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ (A ⊃ C)

A De Morgan azonosságok:

` ¬(A ∧B) ≡ (¬A ∨ ¬B) (28)

` ¬(A ∨B) ≡ (¬A ∧ ¬B) (29)

A (28) bizonyításához először lássuk be, hogy

¬(A ∧B) ` (¬A ∨ ¬B) (30)

ε
¬A ` ¬A

¬A ` ¬A ∨ ¬B(3)
¬(¬A ∨ ¬B) ` A

ε
¬B ` ¬B

¬B ` ¬A ∨ ¬B(3)
¬(¬A ∨ ¬B) ` B

¬(¬A ∨ ¬B) ` A ∧B
(3)
¬(A ∧B) ` ¬A ∨ ¬B

A (28) bizonyításához most lássuk be, hogy

¬A ∨ ¬B ` ¬(A ∧B) (31)
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ε
A ` A

A, B ` A

A ∧B ` A
¬A ∨ ¬B, A ∧B ` A

ε
¬A ` ¬A

B,¬A ` ¬A

(8)
B,¬B ` ¬A

B,¬A ∨ ¬B ` ¬A

¬A ∨ ¬B, B ` ¬A

¬A ∨ ¬B, A,B ` ¬A

¬A ∨ ¬B, A ∧B ` ¬A

¬A ∨ ¬B ` ¬(A ∧B)

A (29) bizonyításához először lássuk be, hogy

¬(A ∨B) ` ¬A ∧ ¬B (32)

ε
A ` A

A ` A ∨B(1)
¬(A ∨B) ` ¬A

ε
B ` B

B ` A ∨B(1)
¬(A ∨B) ` ¬B

¬(A ∨B) ` ¬A ∧ ¬B

A (29) bizonyításához most lássuk be, hogy

¬A ∧ ¬B ` ¬(A ∨B) (33)

ε
¬A ` ¬A
¬A,¬B ` ¬A

¬A ∧ ¬B ` ¬A(2)
A ` ¬(¬A ∧ ¬B)

ε
¬B ` ¬B
¬A,¬B ` ¬B

¬A ∧ ¬B ` ¬B(2)
B ` ¬(¬A ∧ ¬B)

A ∨B ` ¬(¬A ∧ ¬B)
(2)
¬A ∧ ¬B ` ¬(A ∨B)
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