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1. Definiciok

1. Adja meg a klasszikus nulladrend( nyelv definici6jat!

Megoldas: Klasszikus nulladrendi nyelven az L(®) = (LC, Con, Form) rendezett harmast értjiik, ahol
LC = {—=,D,A,V,=,(,)} (a nyelv logikai konstansainak halmaza). Con # () a nyelv nemlogikai
konstansainak (llitas- vagy kijelentés-paramétereinek) legfeljebb megszamlalhatéan végtelen halmaza. Az
LC N Con = (). A nyelv formuldinak a halmazat, azaz a Form halmazt az aldbbi induktiv definicié adja

meg:
e Con C Form
e Ha A € Form, akkor —A € Form.
e Ha A, B € Form, akkor

- (AD B) € Form,
- (AAB) € Form,
- (AV B) € Form,
- (A= B) € Form.

2. Adja meg a nulladrendi atomi formula definicigjat!

Megoldas: Ha L(® egy nulladrendii nyelv (azaz L(®) = (LC,Con, Form)), akkor Con halmaz elemeit
nulladrendd atomi formuldknak vagy nulladrend@ primformuldknak nevezziik.

3. Adja meg a részformula definiciéjat a nulladrendd nyelvben!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy tetszdleges nulladrendd nyelv, A € Form pedig a nyelv
tetszGleges formuldja. Az A formula részformuldinak halmaza az a legsziikebb halmaz [jel6lés: RF(A)],

amelyre teljesiil, hogy
e A€ RF(A), azaz az A formula részformuldja nmagénak;
e ha-~B € RF(A), akkor B € RF(A);
e ha (B D () € RF(A), akkor B,C € RF(A);
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e ha (BAC) € RF(A), akkor B,C € RF(A);
e ha (BV () e RF(A), akkor B,C € RF(A);
e ha (B=C) € RF(A), akkor B,C € RF(A).

4. Adja meg a kozvetlen részformula definici6jat a nulladrend nyelvben!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy tetszdleges nulladrendii nyelv.

e Ha A atomi formula (azaz A € C'on), akkor nincs kozvetlen részformuldja;
o —A egyetlen kozvetlen részfomuldja A;

e Az(AD B),(AAB),(AV B), (A = B) formuldk kozvetlen részformuldi az A és a B formuldk.

5. Adja meg a részformula definiciéjdt a kdzvetlen részformula segitségével nulladrenddi nyelvben!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy tetszdleges nulladrendd nyelv, A € Form pedig a nyelv
tetszGleges formuldja. Egy A formula részformuldinak halmaza az a legszlikebb halmaz [jelolés: RF(A)],
amelyre teljesiil, hogy

e A€ RF(A), (azaz az A formula részformuldja 6nmaganak);

e ha A’ € RF(A) és B kozvetlen részformuldja A’-nek, akkor B € RF(A) (azaz, ha egy A’ formula
részformuldja A-nak, akkor A’ dsszes kozvetlen részformuldja is részformuldja A-nak).

6. Adja meg a szerkezeti fa definicigjat nulladrend( nyelv esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy tetszleges nulladrendd nyelv, A € Form pedig a nyelv
tetszGleges formuldja. Az A formula szerkezeti fajan egy olyan véges rendezett fat értiink,

e amelynek csiicsai formulak,

gyokere az A formula,

— B alaku csticsanak egyetlen gyermeke a B formula,

(B> (C),(BAC),(BVC(C),(B = () alaki csicsainak két gyermekét a B, illetve a C' formuldk
alkotjék,

levelei primformulédk (atomi formuldk).

7. Adja meg a nulladrendi logika interpreticidjanak definicidjat!

Megoldas: A o fiiggvényt az L(®) = (LC, Coon, Form) nulladrendii nyelv egy interpretaci6janak nevezziik,
ha




Logika kiskaté Mérnok informatikus, gazdasdgi informatikus 3/29

e Dom(p) = Con

e Hap € Con, akkor g(p) € {0,1}.

8. Adja meg a formula szemantikai értékének definicidjat nulladrendd logika esetén (azaz adja meg nulladrendi
logika szemantikai szabdlyait)!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendd nyelv, és ¢ egy nulladrend( interpretacio.
Az A € Form formula p interpretdcié szerinti szemantikai értékét a kovetkezG szabdlyok hatdrozzak meg
(jelolés: | Al, jeloli az A formula p interpretdcid szerinti értékét):

e Hap € Con, akkor |p|, = o(p)
e Ha A € Form, akkor |-A[, =1 — |A],.

Ha A, B € Form, akkor

[0, halAl,=1és|B|,=0
KADB)'@_{ 1, egyébként

1, ha|A|,=16s
0, egyébként.

Bl,=1

0, hal|A|,=06és|B|,=0
1

, egyébként.

17 ha‘A|Q:|B‘Q
0, egyébként.

[ ]
N
[
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9. Adja meg a formulahalmaz modelljének definicidjat nulladrendti logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendii nyelv és I' C Form egy tetszleges formu-
lahalmaz. A p interpretdcié nulladrendd modellje a I" formulahalmaznak, ha minden A € I" esetén |A|, = 1

10. Adja meg a formula modelljének definici6jit nulladrendii logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendi nyelv és A € Form egy tetszleges for-
mula. Az A formula modelljén az { A} egyelem( formulahalmaz modelljét értjiik.

11. Adja meg a formulahalmaz kielégithetéségének definici6jat nulladrendi logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendt nyelv és I' C Form egy tetszleges formu-
lahalmaz. A T" fomulahalmaz kielégithetd, ha van modellje.

12. Adja meg a formula kielégithet6ségének definicidjat nulladrendii logika esetén!
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15.

16.

17.

18.

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendd nyelv és A € Form egy tetszdleges for-
mula. Az A formula kielégithets, ha az { A} formulahalmaz kielégithetd.

. Adja meg a formulahalmaz kielégithetetlenségének definicidjat nulladrendii logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendt nyelv és I' C Form egy tetszleges formu-
lahalmaz. Az I" formulahalmaz kielégithetetlen, ha nem kielégithetd, azaz nincs modellje.

. Adja meg a formula kielégithetetlenségének definiciéjat nulladrendi logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendi nyelv és A € Form egy tetszleges for-
mula. Az A formula kielégithetetlen, ha az { A} formulahalmaz kielégithetetlen.

Adja meg a formulahalmaz logikai kovetkezményének definicidjat nulladrendi logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendi nyelv, I' C Form egy tetszSleges formu-
lahalmaz, és A € Form egy formula. A I' formulahalmaznak logikai kévetkezménye az A formula, ha a
I' U {—A} formulahalmaz kielégithetetlen. Jelolés: I = A

Adja meg a formula logikai kovetkezményének definicigjat nulladrendd logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendd nyelv és A, B € Form két tetszSleges
formula. Az A formuldnak logikai kovetkezménye a B formula, haa {A} | B. Jelolés: A = B

Adja meg az érvényesség definicidjat nulladrendi logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrend(i nyelv, és A € Form egy formula. Az A for-
mula érvényes, ha () = A, azaz ha az A formula logikai kivetkezménye az iires halmaznak. Jelolés: = A

Adja meg a formulék logikai ekvivalencidjdnak definici6jat nulladrendd logika esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendd nyelv, és A, B € Form két formula. Az A
és a B formula logikailag ekvivalens, ha A = B és B |= A. Jelolés: A < B

. Adja meg a zardjelelhagyasi konvencidkat nulladrend nyelv esetén!

Megoldas:
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

A legkiils6 zardjelpar mindig elhagyhatd.

A kétargumentumd logikai konstansok elsébbségi (precedencia) sorrendje: A, V, D, =
e A negicié erdsebb barmely kétargumentumu logikai konstansnal.

e Az azonos kétargumentumu logikai konstansok egymds kozotti els6bbségét a balrdl jobbra szabaly
rendezi: el6szor mindig a bal oldali formulat tekintjiik kiilon mtiveleti komponensnek.

Adja meg a literal definici6jat!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendii nyelv. Ha p € C'on, akkor a p, —p formuldkat
literdlnak nevezziik. A p, —p literdlok esetén a p paramétert a literdl alapjdnak nevezziik.

Adja meg az elemi konjunkcié definiciéjat!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendi nyelv. Haaz A € Form formula literdl vagy
kiilonboz6 alapu literalok konjunkcidja, akkor A-t elemi konjunkciénak nevezziik.

Adja meg az elemi diszjunkcié definiciéjat!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendii nyelv. Haaz A € Form formula literdl vagy
kiilonbozd alapi literdlok diszjunkcidja, akkor A-t elemi diszjunkciénak nevezziik.

Adja meg a diszjunktiv normélforma definici6jat!

Megoldas: Egy elemi konjunkciét vagy elemi konjunkcidk diszjunkcidjat diszjunktiv normalforméanak ne-
vezzik.

Adja meg a konjunktiv normalforma definici6jat!

Megoldas: Egy elemi diszjunkciét vagy elemi diszjunkciok konjunkciéjat konjunktiv normélforménak ne-
vezziik.

Adja meg az axiémaséma definiciéjat nulladrendd kalkulus esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendii nyelv (a klasszikus 4llitaslogika nyelve). A
nulladrendd kalkulus (klasszikus allitdskalkulus) axiomasémai (alapsémai):

(Al) AD(BDA)
(A2) (AD(BD(C)D((ADB)D(ADC(C))
(A3) ("AD>-B)D>(BDA)
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26. Adja meg a axiémaséma szabalyos behelyettesitésének definicidjat!

Megoldas: Az axiomaséma szabdlyos behelyettesitésén olyan formulét értiink, amely az axiémasémabdl a
benne szerepld betiik tetszbleges formulaval valé helyettesitése dtjan jon 1étre.

27. Adja meg az axiéma definici6jit nulladrendd kalkulus esetén!

Megoldas: A nulladrendd kalkulus (klasszikus allitaskalkulus) axiémdi az axiomasémék szabdlyos behe-
lyettesitései.

28. Adja meg a formulahalmaz szintaktikai kovetkezményének definiciéjat nulladrendd kalkulus esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendi nyelv, I' C Form egy tetszGleges formula-
halmaz. A T formulahalmaz szintaktikai kovetkezményeinek induktiv definiciéja:

Bazis:

e HaA e, akkorI' - A.

e Ha A axiéma, akkor I" - A.
Szabaly (levdlasztasi szabaly):

e Hal'F B,ésT' - (B D A), akkor ' F A.

29. Adja meg a formula szintaktikai kovetkezményének definicidjat nulladrendi kalkulus esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendd nyelv és A, B € Form két tetsz6leges
formula. Az A formuldnak szintaktikai kovetkezménye a B formula, ha {A} F B. Jelolés: A+ B

30. Adja meg az inkonzisztens formulahalmaz definiciéjat nulladrendd kalkulus esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendd nyelv és I' C Form egy tetszdleges formu-
lahalmaz. A T' formulahalmaz inkonzisztens, ha Cns(T") = Form.

31. Adja meg az inkonzisztens formula definici6jdt nulladrendii kalkulus esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrend( nyelv és A C Form egy tetszSleges for-
mula. Az A formula inkonzisztens, ha Cns({A}) = Form.

32. Adja meg a konzisztens formulahalmaz definiciéjat nulladrendd kalkulus esetén!
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33.

34.

35.

36.

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendt nyelv és T' C Form egy tetszleges formu-
lahalmaz. A T" formulahalmaz konzisztens, ha nem inkonzisztens.

Adja meg a konzisztens formula definicigjat nulladrendd kalkulus esetén!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrend( nyelv és A C Form egy tetszSleges for-
mula. Az A formula konzisztens, ha nem inkonzisztens.

Adja meg a levezethet6 formula definiciéjat!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendd nyelv, és A € Form egy formula. Az A
formula levezethetd, ha () - A, azaz ha az A formula szintaktikai kovetkezménye az iires halmaznak. Jelolés:
FA

Adja meg a szekvencia definicigjat!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendi nyelv, ' C Form egy formulahalmaz és
A € Form egy formula. Ha az A formula szintaktikai kovetkezménye a I' formulahalmaznak, akkor a
'T' B A’ jelsorozatot szekvencidnak nevezziik.

Adja meg a természetes levezetés altal bizonyithat6é kovetkezményrelacidk definicidjat nulladrendi kalkulus ese-
tén (azaz adja meg a természetes levezetés altal bizonyithat6 szekvencidk definicidjat)!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendt nyelv, I, A C Form és A, B,C € Form.
A természetes levezetés dltal az L(%) nyelvben bizonyithaté kévetkezményreldciok PrN D halmazat az aldbbi
induktiv definicié adja meg:

Bazis:
e A A€ PrND.
Szabalyok:

e Strukturdlis szabdlyok:

- Hal'F A€ PrND,akkorI'y B+ A€ PrND.

— Hal,B,B,AF Ac PrND,akkor ', B,A+ A € PrND.

- Hal'y)B,C;,A+ A€ PrND,akkorI',C,B,A+ A€ PrND.

- Hal'FAe PrNDés, A,A+- Bec PrND,akkorTUA+ B € PrND.

o Logikai szabdlyok:

- HaT A+ B € PrND,akkorT'+ (A D B) € PrND.
- Hal'FAe PrNDéT'F(ADB) e PrND,akkorI' - B € PrND.
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- Hal''AF-Be PrNDéT,AF--B e PrND,akkorI'+ -A € PrND.

- HaT'lk—=-—-A € PrND,akkorI'- A € PrND.

-HaT'F A€ PrNDésT+ Be PrND,akkorT'+ (AA B) € PrND.

- HaT' A,BFC € PrND,akkorI',(AANB)+C € PrND.

- HaT'- A€ PrND,akkorT'+ (AV B) € PrND.

- HaT'-Be PrND,akkorI' - (AV B) € PrND.

—HaT,AFC e PrNDéT,BF C € PrND, akkor T, (AV B) - C' € PrND.
- HaT''’AF-Be PrNDéT,B+Ae PrND,akkorT'- (A= B) € PrND.
- Hal'F A€ PrNDéT+F(A=DB) € PrND,akkorI' - B € PrND.

- Hal'-Be PrNDésT'(A=B) e PrND,akkorT'+ A € PrND.

37. Adja meg a klasszikus elsérendii nyelv definicidjat!

Megoldas: Klasszikus els6rendd nyelven az
LM = (LC,Var,Con,Term, Form)
rendezett 6tost értjiik, ahol

o LC={-,D,AV,==V,3(,)} (anyelv logikai konstansainak halmaza).

e Var (={z,|n=0,1,2,...}) anyelv vdltozéinak megszdmldlhatéan végtelen halmaza.

halmaza.

F(0) a névparaméterek (névkonstansok),
F(n) az n argumentumi (n = 1,2, ...) fiiggvényjelek (miiveleti jelek),
P(0) az allitasparaméterek (éllitdskonstansok),

)

P(n

maza.
- Az LC, Var, F(n), P(n) halmazok (n = 0,1, 2, ...) paronként diszjunktak.

e A nyelv terminusainak a halmazat, azaz a T'erm halmazt az aldbbi induktiv definici6 adja meg:

- VarUF(0) C Term
-HafeF(n),(n=12,...),6st1,ta,...,t, € Term, akkor f(t1,t2,...,t,) € Term.

e A nyelv formuldinak a halmazét, azaz a F'orm halmazt az aldbbi induktiv definici6 adja meg:

P(0) C Form
Haty,ty € Term, akkor (t; = t3) € Form

Ha A € Form, akkor —A € Form.
Ha A, B € Form, akkor (A D B),(AAB),(AV B),(A = B) € Form.
— Haxz € Var, A € Form, akkor Vz A, 3x A € Form.

Ha P € P(n),(n=1,2,...),6ést1,ta,...,t, € Term, akkor P(t1,ts,...,t,) € Form.

e Con = ;2 (F(n)JP(n))anyelv nemlogikai konstansainak legfeljebb megszdmlalhat6an végtelen

az n argumentumid (n = 1,2,...) predikdtumparaméterek (predikdtumkonstansok) hal-
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38. Adja meg az els6rendd atomi formula definici6jat!

Megoldas: Ha L(Y) egy els6rendi nyelv (azaz LY = (LC, Var, Con, Term, Form)), akkor az elsGrendi
atomi formulak halmazat (jellés: AtForm) az aldbbi induktiv definici6 adja meg:

e P(0) C AtForm
e Haty,ty € Term, akkor (t1 = to) € AtForm

e HaPeP(n),(n=1,2,...),6ést1,ta,...,t, € Term, akkor P(t1,ta,...,t,) € AtForm.

39. Adja meg az els6rendl nyelv részformuldinak definiciéjat!

Megoldas: Legyen L") = (LC,Var,Con,Term, Form) egy tetszdleges els6rendd nyelv, A € Form
pedig a nyelv tetsz8leges formuldja. Az A formula részformuldinak halmaza az a legsziikebb halmaz [jel6lés:
RF(A)], amelyre teljesiil, hogy

e A€ RF(A), azaz az A formula részformuldja nmagénak;

e ha =B € RF(A), akkor B € RF(A);

e ha (B D () € RF(A), akkor B,C € RF(A);

e ha (BAC) € RF(A), akkor B,C € RF(A);
ha (BV C) € RF(A), akkor B,C € RF(A);

e ha (B=C) € RF(A), akkor B,C € RF(A);

e haVazB € RF(A), akkor B € RF(A);

e hadzB € RF(A), akkor B € RF(A).

40. Adja meg a kozvetlen részformula definicidjat az elsérendd nyelvben!

41.

Megoldas: Legyen L(V) = (LC,Var,Con,Term, Form) egy tetszGleges elsGrendd nyelv.

e Ha A els6rendi atomi formula, akkor nincs kozvetlen részformuldja;

—A egyetlen kozvetlen részfomuldja A;

Az (AD B),(AAB),(AV B), (A = B) formuldk kozvetlen részformuldi az A és a B formuldk.

Vx A egyetlen kdzvetlen részformuldja A;

Jx A egyetlen kozvetlen részformuldja A.

Adja meg a részformula definicidjat kozvetlen részformuldk segitségével elsérendd nyelv esetén!



Logika kiskaté Mérnok informatikus, gazdasdgi informatikus 10/29

Megoldas: Legyen L") = (LC,Var,Con,Term, Form) egy tetszdleges els6rendd nyelv, A € Form
pedig a nyelv tetsz6leges formuldja. Egy A formula részformuldinak halmaza az a legsziikebb halmaz [jel61és:
RF(A)], amelyre teljesiil, hogy

e A€ RF(A), (azaz az A formula részformuldja 6nmaganak);

e ha A’ € RF(A) és B kozvetlen részformuldja A’-nek, akkor B € RF(A) (azaz, ha egy A’ formula
részformuldja A-nak, akkor A’ osszes kozvetlen részformuldja is részformuldja A-nak).

42. Adja meg a szerkezeti fa definici6jat elsérend(i nyelv esetén!

Megoldas: Legyen L") = (LC,Var,Con, Term, Form) egy tetszdleges els6rendd nyelv, A € Form
pedig a nyelv tetszdleges formuldja. Az A formula szerkezeti fdjan egy olyan véges rendezett fat értiink,
amelynek cstcsai formuldk,

e gyokere az A formula,
e — B alakd csiicsdnak egyetlen gyermeke a B formula,

e (BDC(C),(BANC),(BVC(),(B = C) alakd csdcsainak két gyermekét a B, illetve a C' formuldk
alkotjak,

e VB alaki csicsdnak egyetlen gyermeke a B formula,
e Jx B alakui csicsdnak egyetlen gyermeke a B formula,

o levelei primformulak (atomi formulék).

43. Adja meg a formula szabad véltozéi halmazanak definicidjat!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendti nyelv, és A € Form egy formula.
Az A formula szabad véltozéinak F'reeV ar(A)-val jelslt halmazdt az aldbbi induktiv definicié adja meg:

e Ha A atomi formula (azaz A € AtForm), akkor a FreeVar(A) halmaz elemei az A formuldban
eléfordulé valtozok.

e Haaz A formula =B alakd, akkor FreeVar(A) = FreeVar(B).

e Ha az A formula (B D C), (BAC), (BV C) vagy (B = () alakd, akkor FreeVar(A) =
FreeVar(B) FreeVar(C).

e Haaz A formula Vz B vagy Jx B alakd, akkor FreeVar(A) = FreeVar(B) \ {z}.

44. Adja meg a formula kotott valtozoi halmazanak definicidjat!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendii nyelv, és A € Form egy formula.
Az A formula kotétt valtozéinak BoundV ar(A)-val jelslt halmazdt az aldbbi induktiv definicié adja meg:

e Ha A atomi formula (azaz A € AtForm), akkor a BoundVar(A) = 0.
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e Ha az A formula =B alaki, akkor BoundVar(A) = BoundVar(B).

e Ha az A formula (B D C), (BAC), (BV C) vagy (B = () alaki, akkor BoundVar(A) =
BoundVar(B) |J BoundVar(C).

e Ha az A formula Va B vagy 3z B alakd, akkor BoundVar(A) = BoundVar(B) | J{x}.

45. Adja meg a valtozé szabad el6forduldsanak definicigjat!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv, A € Form egy formula
és x € Var egy valtozd. Az x valtozd valamely A-beli el6fordulasat szabadnak nevezziik, ha a tekintett
el6fordulas nem esik az A formula valamely VB vagy Jz B alaki részformuldjaba.

46. Adja meg a valtozo kotott eléforduldsanak definicidjat!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv, A € Form egy formula
és x € Var egy valtozd. Az x véltozé valamely A-beli elSforduldsat kotottnek nevezzik, ha a tekintett
eléfordulds nem szabad el6fordulés.

47. Adja meg a zaré6jelelhagydsi konvencidkat elsérendben!

Megoldas:

o A legkiils6 zardjelpar mindig elhagyhat6.
e A kétargumentum logikai konstansok els6bbségi (precedencia) sorrendje: A, V, D, =
e A negicid erdsebb barmely kétargumentumu logikai konstansnal.

e Az azonos kétargumentumu logikai konstansok egymds kozotti els6bbségét a balrdl jobbra szabaly
rendezi: el6szor mindig a bal oldali formulét tekintjiik kiilon miiveleti komponensnek.

e A kvantorok erdsebbek barmely dllitaslogikai miveletnél.

e Az univerzdlis és az egzisztencidlis kvantor egyenrangu (azaz er6sségben egyik sem el6zi meg a masi-
kat).

48. Adja meg az els6rendi logika interpretacidjanak definicidjat!

Megoldas: Az (U, o) part az L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) elsérendii nyelv egy interpreticiéjanak
nevezzik, ha

o U # (), azaz U nemiires halmaz;
e Dom(p) = Con, azaz a g a Con halmazon értelmezett fiiggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkez6k:

- Haa € F(0), akkor p(a) € U;
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- Ha f € F(n) ahol n # 0, akkor o(f) az U™ halmazon értelmezett az U halmazba képezs
fiiggvény (o(f) : U™ — U);

- Hap € P(0), akkor o(p) € {0, 1};
- Ha P € P(n) ahol n # 0, akkor o(P) C U™,

49. Adja meg az (U, o) interpretdcidra timaszkod6 v értékelés definicigjat!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendti nyelv, (U, o) pedig a nyelv egy in-
terpretdciGja. Az (U, o) interpretécidra timaszkodé v értékelésen egy olyan fiiggvényt értiink, amely teljesiti
a kovetkezdket:

e Dom(v) = Var;

e Hax € Var, akkor v(z) € U.

50. Definidlja a mddositott értékelés fogalmat!

Megoldas: Legyen v egy tetszSleges (U, o) interpretdcidra tdmaszkodé értékelés, © € Var egy viltozé és
u € U egy objektum. Ekkor barmely y € Var esetén

u, hay = x;

1}[33 : U] (y) = { v(y), egyébként.

51. Adja meg az els6rend(i logika szemantikai szabdlyait!

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv, (U, o) a nyelv egy interp-
retdciGja, v pedig az (U, p) interpretacidra tdmaszkodo értékelés.

e Haa € F(0), akkor |as"% = o(a).
e Haz € Var, akkor |a:|1(,U’Q) =v(x).
e HafeF(n),(n=1,2,...),8sty,ta,...,t, € Term, akkor

[f btz )l = o(F) (112 [l 2 [l 9))

Ha p € P(0), akkor [p|\"? = o(p)

e Haty,to € Term, akkor

ha |t1|1<}U’Q> _ |t2|1<)U"9>
egyébként.

1
|(tr = t)] ) = { O:

e Ha P € P(n)aholn # 0, t1,...,t, € Term, akkor

1, ha (J6 S99, (a0 € o(P);

P(t1,...,tn)|{02 =
[P(t, -ty 0, egyébként.
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e Ha A € Form, akkor |-A[{"? =1 — A4]{"2.
e Ha A, B € Form, akkor
B|§;U’g> — O’

0 halAll%? =1, és
1

AD B)|Ue —
(45 B)l; egyébként.

)

1 ha A9 =1, & |B|VY = 1;

0, egyébként.

ansyo ={

0 halA[{Y? =0, ¢ |B|Y? = o0;

1, egyébként.

(av B - {

1 halAl{"? =|B|"Y;

(A= BPo = Al
0, egyébként.

e Ha A € Form,x € Var, akkor

0. h I U. h A (Uy0) _ 0:
e — {0 havanolyanu € U, hogy |41 = 0
Y 1, egyébként.
1, havanolyan u € U, hogy \A|7<f[igg] =1;

T an o
0, egyébként.

52. Adja meg egy formulahalmaz elsérendti modelljének definici6jat!

leges formulahalmaz. Az (U, p, v) rendezett harmas els6rendd modellje a I" formulahalmaznak, ha
e (U, o) egy interpretdciGja az L(*) nyelvnek;
e vegy (U, o) interpreticiéra timaszkodo értékelés;

e minden A € I' esetén \A|§,U’Q> =1

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv és T' C Form egy tetszo-

53. Adja meg egy formula elsérendd modelljének definicidjat!

leges formula. Az A formula modelljén az { A} egyelem( formulahalmaz modelljét értjiik.

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv és A € Form egy tetszd-

54. Adja meg egy formulahalmaz kielégithet&ségének definiciéjat elsérendi logika esetén!

leges formulahalmaz. A I" fomulahalmaz kielégithet8, ha van (els6rendii) modellje.

Megoldas: Legyen L") = (LC,Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv és T' C Form egy tetszd-

55. Adja meg egy formula kielégithet6ségének definicidjat elsérendii logika esetén!
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

Megoldas: Legyen L) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv és A € Form egy tetszo-
leges formula. Az A formula kielégithetd, ha az { A} formulahalmaz kielégithetd.

Adja meg egy formulahalmaz kielégithetetlenségének definicidjat elsérendii logika esetén!

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy els6rendi nyelv és ' C Form egy tetszo-
leges formulahalmaz. A T fomulahalmaz kielégithetetlen, ha nem kielégithetd, azaz nincs modellje.

Adja meg egy formulahalmaz kielégithetetlenségének definicidjat elsérendii logika esetén!

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendii nyelv és A € Form egy tetszo-
leges formula. Az A formula kielégithetetlen, ha az { A} formulahalmaz kielégithetetlen.

Adja meg egy formulahalmaz logikai kovetkezményének definiciéjat elsérendi logika esetén!

Megoldas: Legyen L) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendiirendt nyelv, I' C Form egy tet-
sz0leges formulahalmaz, és A € Form egy formula. A T" formulahalmaznak logikai kovetkezménye az A
formula, ha a T" U {—~A} formulahalmaz kielégithetetlen. Jel6lés: " = A

Adja meg egy formula logikai kdvetkezményének definicidjat elsérendd logika esetén!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC,Var, Term, Con, Form) egy els6rendd nyelv és A, B € Form két tet-
sz6leges formula. Az A formulénak logikai kovetkezménye a B formula, haa {A} = B. Jelolés: A = B

Adja meg az érvényesség definicidjat elsérendii logika esetén!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendti nyelv, és A € Form egy formula.
Az A formula érvényes, ha () |= A, azaz ha az A formula logikai kovetkezménye az iires halmaznak. Jelolés:

= A

Adja meg a logikai ekvivalencia definici6jat elsérendi logika esetén!

Megoldas: Legyen L) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendi nyelv, és A, B € Form két for-
mula. Az A és a B formula logikailag ekvivalens, ha A = B és B |E= A. Jelolés: A < B

Adja meg a behelyettesitdségre vonatkoz6 definicidkat!
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Megoldas: Az alibbi definicickban legyen L(Y) = (LC, Var, Con,Term, Form) egy els6rendi nyelv,
A € Form egy formula, z,y € Var két valtozo6 és t € Term egy terminus.

Definicié (Viltozo valtozdval vald helyettesithetGsége) Az A formuldban az = véltoz6 behelyettesithetS y
véltozoval, ha az A formuldban az x véltozd egyetlen szabad elGforduldsa sem esik az A formula valamely
VyB vagy JyB alaku részformuldjaba.

Definicié (Viltoz6 terminussal val6 helyettesithetdsége) Az A formuldban az x véltozo behelyettesithetS a ¢
terminussal, ha az A formulaban az x valtozoé behelyettesithetd minden olyan valtozéval, amely a ¢ terminus-
ban el6fordul.

Definicié (Behelyettesités eredménye) Tegyiik fol, hogy az A formuldban az x valtozé behelyettesithetd
a t terminussal. Ekkor az [A]} kifejezéssel jeloljiik azt a formuldt, amely gy keletkezik az A formu-
1abol, hogy benne az x véltozé minden szabad el6forduldsat a ¢ terminussal helyettesitjiik. Mds jelolés:
AT A1), AF)

63. Adja meg az atnevezésre vonatkozd definiciot!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC,Var, Con, Term, Form) egy elsérendt nyelv, A, B,C € Form hirom
formula, z, x1,y,y1, 2, 21 € Var hat valtozd.

e Ha az A formula VzA; alaki (A; € Form), valamint az A; formuldban az x valtoz6 behelyettesit-
het$ az x; véltozéval, és 1 ¢ FreeVar(A;), akkor a Va1 [A1]%* formula az A formula szabélyosan
végrehajtott dtnevezése.

e Ha az A formula 3z A; alakd (A; € Form), valamint az A; formuldban az x véltoz6 behelyettesit-
het$ az x; véltozéval, és x1 ¢ FreeVar(A;), akkor a 3x1[A1]2" formula az A formula szabélyosan
végrehajtott dtnevezése.

e Ha

1. aVyB formula egy olyan részformuldja az A formuldnak, amely kiilonb6zik A-tdl,

2. aViy; [Bh?jl formula a Vy B formula szabdlyosan végrehajtott atnevezése (kovetkezésképpen telje-
siil, hogy a B formuldban a y véltozé behelyettesithet$ az y; véltozéval, és y; ¢ FreeVar(B)),

3. az A’ formula tgy keletkezik az A formuldbdl, hogy A-ban a Vy B formula valamely el6forduldsét
aVy;[B]Y* formuldval helyettesitjiik,
akkor az A’ formula az A formula szabdlyosan végrehajtott dtnevezése.

e Ha

1. a 3zC formula egy olyan részformuldja az A formuldnak, amely kiilonbozik A-t6l,

2. a3z [C]* formula a VzC formula szabdlyosan végrehajtott dtnevezése (kovetkezésképpen telje-
siil, hogy a C' formuldban a z vdltoz6 behelyettesithet§ az z; véltozéval, és z1 ¢ FreeVar(C)),

3. az A” formula gy keletkezik az A formuldb6l, hogy A-ban a 32C formula valamely el6forduls-
sdt a 3z1[C]%* formuldval helyettesitjiik,

akkor az A” formula az A formula szabdlyosan végrehajtott dtnevezése.

64. Definidlja az egy formuldval kongruens formuldk halmazat!
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Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendt nyelv és A € Form egy formula.
Az A formuldval kongruens formuldk Cong(A)-val jelslt halmazét az aldbbi induktiv szabélyrendszer adja
meg:

e A € Cong(A) (minden formula kongruens 6nmagdval);

e ha B € Cong(A) és a B’ formula a B formula szabélyosan végrehajtott dtnevezése, akkor B’ €

Cong(A).

65. Definidlja, hogy mikor kongruens két formula!

Megoldas: Legyen L) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendti nyelv és A, B € Form két for-
mula. Ha B € Cong(A), akkor az A formula kongruens a B formuldval.

66. Definidlja a formula szintaktikai szinonim4jat!

Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendt nyelv és A, B € Form két for-
mula. Ha B € Cong(A), akkor a B formuldt az A formula szintaktikai szinonimdjdnak nevezziik.

67. Definidlja a véltozéiban tiszta formulat!

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérend( nyelv és A € Form egy formula.
Az A formulét véltozéiban tisztdnak neveziink, ha

e szabad és kotott valtozoi diszjunkt halmazt alkotnak, azaz FreeVar(A) () BoundVar(A) = 0,

e minden kotott valtozé pontosan egyszer fordul eld kvantort kdzvetleniil kovetd poziciéban (minden
kotott valtozé pontosan egy kvantornak a valtozdja).

68. Defindlja a prenex alaki formul4t!

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy tetszdleges elsérendti nyelv. Az A € Form
formulat prenex alakinak nevezziik, ha az alabbi két feltétel valamelyike teljesiil:

e az A formula kvantormentes, azaz sem a V sem a 3 kvantor nem szerepel benne;
e az A formula Q121Q225 ... Q,x,B (n =1,2,...) alaki, ahol

— B € Form kvantormentes formula;
- X1,%o...2, € Var kiilonb6z0 viltozok;
- Q1,Q2,...,Q, € {V,3} kvantorok.
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2. Tételek

69. ,Kielégithetd formulahalmaz minden részhalmaza kielégithets.” Adja meg pontosan a nulladrendd nyelvre vonat-
kozo tételt, és bizonyitsa be!

Megoldas:

Tétel Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendt nyelv, I' C Form egy formulahalmaz. Ha T
kielégithet6 formulahalmaz és A C T, akkor A kielégithetd formulahalmaz.

Bizonyitas Legyen I' C Form egy tetsz6leges kielégithetd formulahalmaz, és A C I'!

T kielégithet&sége miatt a I' formulahalmaznak van modellje, legyen I" egy modellje a o interpretacio.
o tulajdonsdga: Ha A € T, akkor |A|, = 1.

Mivel A CT,ha A € A, akkor A € T, s igy | 4], = 1.

Azaz a g interpretacié modellje A-nak, tehat A kielégithets.

s

70. ,Kielégithetetlen formulahalmaz minden b&vitése kielégithetetlen.” Adja meg pontosan a nulladrenddi nyelvre
vonatkozé tételt, és bizonyitsa be!

Megoldas:

Tétel Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendt nyelv, I' C Form egy formulahalmaz. Ha T
kielégithetetlen formulahalmaz, és I" C A, akkor A kielégithetetelen formulahalmaz.

Indirekt bizonyitas Tegyiik fel, hogy I' C Form tetszGleges kielégithetetlen formulahalmaz, és A C Form
olyan formulahalmaz, amelyre teljesiil, hogy I" C A.

Indirekt feltétel: T kielégithetetlen, és A kielégithets.
A tétel feltétele szerint I' C A.

A kielégithetdségre vonatkozo tétel miatt I" kielégithetd, ez pedig ellentmondas.

71. Adja meg a kovetkezményrelacid és a modell kapcsolatardl sz616 tételt, és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendi nyelv, ' C Form, és A € Form.T = A akkor
és csak akkor, ha a I" formulahalmaz minden modellje modellje az a A formuldnak (azaz az { A} egyelemii
formulahalmaznak) is.

Bizonyitas
— Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy I' = A és van olyan modellje a I" formulahalmaznak, amely nem
modellje az A formuldnak. Legyen ez a modell a g interpretacié! A p tulajdonsagai:

e minden B € T esetén |B|, = 1;
o |A|, =0,azaz |-A|, =1
Ekkor a I' U {— A} formulahalmaz minden eleme igaz o-ban, tehdt I' U {~A} kielégithets, azaz I' = A nem

teljesiil, ami ellentmondas.

< Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy a I' formulahalmaz minden modellje modellje az A formuldnak, de
I' = A nem teljesiil.
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Ekkor a I' U {— A} formulahalmaz kielégithetd, azaz van modellje. Legyen ez a modell a o interpretdcié! A o
tulajdonsagai:

e minden B € I'esetén |B|, = 1;

o |mA|,=1,azaz|A4|,=0

Tehdt a I' formulahalmaznak van olyan modellje, ami nem modellje az A formuldnak, s ez ellentmondas.

72. ,Ervényes formula minden formulahalmaznak kévetkezménye.” Adja meg pontosan a nulladrendii nyelvre vonat-
koz6 tételt, és bizonyitsa!

Megoldas: Tétel Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendd nyelv, A € Form. Ha A érvényes
formula (= A), akkor minden I' C Form formulahalmaz esetén I' = A.

Bizonyitas Ha A érvényes formula, akkor a definici6 szerint (} = A. Igy QU{—A} (= {—A}) kielégithetetlen,
s igy a kielégithetetlenségre kimondott tétel alapjan ennek a halmaznak a bovitései is kielégithetetlenek.
I'U {—A} bbvitése {~A}-nak, igy kielégithetetlen, tehdt I' |= A.

73. ,Kielégithetetlen formulahalmaznak minden formula kdvetkezménye.” Adja meg pontosan a nulladrendd nyelvre
vonatkozé tételt, és bizonyitsa!

Megoldas: Tétel Legyen L(°) = (LC, Con, Form) egy nulladrendii nyelv és I' C Form egy formulahal-
maz. Ha a I" formulahalmaz kielégithetetlen, akkor minden A formula esetén I" = A.

Bizonyitas A mar bizonyitott tétel szerint ha a I' formulahalmaz kielégithetetlen, akkor I minden bévitése is
kielégithetetlen. I" U {— A} bdvitése I'-nak, igy kielégithetetlen, tehdt I" = A.

74. Adja meg a kovetkezményrelacid és a modell kapcsolatét leird tétel kovetkezményét!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendi nyelv, ' C Form és A € Form.T = A
akkor és csak akkor, ha minden olyan interpretdciéban, amelyben a I' formulahalmaz minden eleme igaz,
igaz az A formula is.

75. Adja meg a dedukci6 tételt, és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendi nyelv, I' C Form egy formulahalmaz és A, B €
Form két formula. HaT'U {A} = B, akkor T" = (4 D B).

Bizonyitas Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy I' U {A} |= B teljesiil, de " = (A D B) nem teljesiil.
gy T'U {=(A D B)} kielégithetd, tehat van modellje. Legyen egy modellje a o interpretacic!
A p tulajdonsdgai:

e ' minden eleme igaz a p interpretacié szerint.
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o [H(A> B, =1

(A D B)|, = 0,azaz |A|, = 1és|B|, = 0.Igy |=B|, = 1. T U {A} U {~B} formulahalmaz minden
eleme igaz a g interpretdcid szerint, azaz a formulahalmaz kielégithetd, tehdt ' U {A} |= B nem teljesiil, ami
ellentmondas.

76. Adja meg a dedukcio tétel megforditasat, és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendi nyelv, I' C Form egy formulahalmaz és A, B €
Form két formula. HaT' }= (A D B), akkorI' U {A} = B.

Bizonyitas Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy I' |= (A D B), és ugyanakkor I' U { A} |= B nem teljesiil.
Igy T'U {A} U {—~B} kielégithetd, tehat van modellje. Legyen egy modellje a o interpreticic!
A o tulajdonségai:

e I' minden eleme igaz a o interpretacié szerint.
o |Alp,=1
o [-Bl, =1 1igy[Bl,=0

Igy a o interpretici6 szerint |(A O B)|, = 0, kovetkezésképpen |~(A D B)|, = 1.T U {~(A D B)}
formulahalmaz minden eleme igaz a p interpretdcid szerint, azaz a o interpretdcidja modellje a formulahal-
maznak, ami egyben azt is jelenti, hogy a formulahalmaz kielégithets. Tehdt I' = (A D B) nem teljesiil, ami
ellentmond indirekt feltételiinknek.

77. Adja meg a kdovetkezményreldcié és implikdcié kapcsolatat leird tételt, és bizonyitsa!

Megoldas: A dedukci6tétel és megforditdsanak kovetkezménye: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy
nulladrend( nyelv, és A, B € Form két formula. A = B akkor és csak akkor, ha = (A D B).

Bizonyitas Alkalmazzuk a dedukci tételt és megforditdsat abban az esetben, amikor I' = ().

78. Adja meg a logikai és materidlis ekvivalencia kapcsolatat leiré kovetkezményt!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendii nyelv és A, B € Form két formula. A < B
akkor és csak akkor, ha = (A = B).

79. Adja meg a metszet tételt €s bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel (Metszet tétel) Legyen L(®) = (LC, Con, Form) egy nulladrendt nyelv, I', A C Form két formula-
halmaz és A, B € Form két formula. HaT'U {A} = Bés A = A, akkorTUA = B.

Indirekt bizonyitas Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy TU{A} = Bés A = A, de TUA = B nem teljesiil.
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Ekkor I' U A U {—B} kielégithets (a kovetkezményreldcié definicidja miatt), azaz van modellje. Legyen a
formulahalmaz egy modellje a g interpretacio.

A p interpretéci6 tulajdonsagai:

e I' minden eleme igaz a  interpreticidban.

e A minden eleme igaz a p interpretdcidban.

[ |—\ B | 0 = ]_
Mivel A = A és A minden eleme igaz a g interpretdcidban, |A|, = 1. KovetkezésképpenaI' U{A} U{—-B}
halmaz minden eleme igaz a o interpretdcidban, ami azt jelenti, hogy a I' U {A} U {—~B} formulahalmaz

kielégithetS. Ekkor azonban a kévetkezményreldcié definicija miatt I' U {A} = B nem teljesiil. Ez pedig
ellentmond indirekt feltételiinknek.

80. Adja meg a normélforma tételt!

Megoldas: Legyen L(®) = (LC,Con, Form) egy nulladrendi nyelv és A € Form egy formula. Ekkor
1étezik olyan B € Form, hogy

e A& B

e [ diszjunktiv vagy konjunktiv normalformaé;ju.

81. ,,A szintaktikai kovetkezményrelacié reflexiv.” Adja meg pontosan a nulladrendl nyelvre vonatkozé tételt, és
bizonyitsa!

Megoldas:
Tétel ', A - A (azaz a szintaktikai kovetkezményrelacié reflexiv).

Bizonyitas Jelolés: a rovidség kedvéért ' U { A} helyett 'T', A’-t frunk. Mivel A € TU{A}, igy a szintaktikai
kovetkezményreldcié definiciéjanak mdsodik pontja miatt ' U {A} F A, azaz T, A+ A.

82. ,,A szintaktikai kovetkezményrelacié monoton.” Adja meg pontosan a nulladrendii nyelvre vonatkozé tételt, és
bizonyitsa!

Megoldas:
Tétel HaI' - A, akkor T’ U A F A.
Bizonyitas (strukturalis indukciéval)

e Ha A axiéma, akkor minden formulahalmaznak szintaktikai kovetkezménye, igy a I' U A formulahal-
maznak is.

e HoAeT,akkorAcTUA,igy AcTUAF A

e Tegyiik fel, hogy A nem axiéma, A ¢ T'ésT' F A. Ekkor van olyan B € Form formula, hogy I' - B
ésT'+ B D A. Indukcids feltevés: Tegyiik fel, hogy allitdsunk teljesiil a B és a B O A formuldra,
azazhal'F B,akkor T UAF B,éshal' B D A,akkorTUA - B D A.
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Ekkor be kell latni, hogy TUA - A.Mivel TUA F Bé T'UA F B D A, igy a szintaktikai
kovetkezményrelacié definicidjanak harmadik pontja miatt ekkor a ' U A F A is teljesiil.

83. Adja meg a kalkulus dedukci tételét, és bizonyitsa! (Segédtétel bizonyitdsa plusz pont.)

84.

Megoldas:
Tétel (Dedukcié tétel, kalkulus) HaI', A+ B, akkorI' - A D B.

Bizonyitas (strukturalis indukcidval)

e Legyen B egy axiéma. Ekkor I' - B. Mivel a B D (A D B) formula is axiéma, igy ' F B D (A D
B).HaT' k- BéT + B D (A D B), akkor a szintaktikai kovetkezményreldcié definiciéjanak 3.
pontja miatt ' - (A D B).

e Legyen B € TU{A}.Ha B = A, akkor a segédtétel szerint- A D A. A monotonitds miattI' - A D A.
Ha B €T, akkor I' - B. Mivel B D (A D B) axiéma, igyI' - B> (AD> B).Hal'F BésI'+B D
(A D B), akkor a szintaktikai kovetkezményreldcié definiciéjdnak 3. pontja miatt T' - (A D B).

e Tegyiik fel, hogy B nem axiéma, B ¢ T'U {A} és ", A - B. Ekkor van olyan C' € Form formula,
hogyI', A-CéT,A-C D B.

Indukcids feltevés: Tegyiik fel, hogy allitasunk teljesiil a C' és a C' O B formuléra, azaz ha ', A - C,
akkorT'H A D C,éshal;AF C D B,akkorT' - A D (C D B). Ekkor be kell ltni, hogy
'-A>B.

I' = A D C (indukci6s feltevés)

I'F A > (C D B) (indukci6s feltevés)

r-(A>(C>B)D>((ADC)D(ADB))mivela(AD(CDOB)D((ADC)D(AD
B)) formula axiéma.

' (ADC)D(ADB)(A2.ésa3. pontbdl levdlasztdssal nyerhetd.)
'+ (A D B) (A 1. és a 4. pontbdl levélasztdssal nyerhetd.)

Segédtétel- A D A

Bizonyitas

e (AD((CD>A) DA))D((AD(CDA)D(ADA)) (A mésodik axidoma a kdvetkezd
vélasztassal: A := A; B:=C D A;C := A)

F(AD ((C>A) D A)) (AzelsS axiéma a kovetkez§ vélasztassal: A := A; B :=C D A)

F(AD(CDA)) D (ADA)(Alevdlasztisi szabdly alkalmazédsa az 1. és 2. pontra.)

F(AD(C D A)) (Azels6 axiéma a kovetkez§ vélasztassal: A := A; B := C)

F A D A (A levilasztési szabdly alkalmazdsa az 3. és 4. pontra.)

Adja meg a kalkulus dedukcié tételének megforditasat, és bizonyitsa!
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Megoldas:
Tétel Hal' - A D B, akkorT', A+ B

Bizonyitas A monotonitds miatt ', A = A D B. A reflexivitas miatt I'; A - A. A levalasztasi szabélyt
alkalmazva az el6z6 két pontra kapjuk, hogy I', A + B.

85. Adja meg a kalkulus metszet tételét és bizonyitsa!

Megoldas:
TételHal' - Aés A, A+ B,akkor T UA |+ B.

Bizonyitas A monotonitds miatt I' U A - A. A dedukci6 tétel miatt A = A D B, s igy a monotonitds miatt
I'UAF A D B. Az el6z6 két pontra alkalmazva a levdlasztési szabalyt kapjuk, hogy ' U A - B.

86. Adja meg az els6rendl szemantika alaptételeit!

Megoldas:

Tétel Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy els6rendd nyelv, A € Form egy formula, (U, o)
egy els6rendi interpretdcié és v egy (U, o) interpretdciéra tdmaszkodé értékelés. Ekkor az |A\§U’Q> érték
egyértelmiien meghatdrozott.

Tétel Legyen LY = (LC,Var,Con,Term, Form) egy elsérendt nyelv, A € Form egy formula,
(U, 0) egy els6rendii interpretdcié és vy, vy két (U, o) interpretdcidra tdmaszkodé értékelés. Ha minden
z € FreeVar(A) esetén vy (z) = va(x), akkor |A[{? = |A\§,§’7@>

87. ,,A logikai ellentmondéstalansdg sz{ikitéssel nem ronthaté el.” Adja meg pontosan az elsérendd tételt, s bizo-
nyitsa!

Megoldas: Tétel Legyen L) = (LC,Var, Con, Term, Form) egy els6rendt nyelv, I' C Form egy
formulahalmaz. Ha T kielégithetd formulahalmaz és A C T, akkor A kielégithetd formulahalmaz.

Bizonyitas Legyen I' C Form egy tetsz8leges kielégithetd formulahalmaz, és A C I'! T" kielégithet&sége
miatt a I’ formulahalmaznak van modellje. Legyen I' egy modellje az (U, g, v) rendezett hdrmas. (U, o, v)
modell tulajdonsaga:

e Ha A €T, akkor |A|{"? =1

Mivel A C T',ha A € A, akkor A € T, s igy \A|1<)U’Q> = 1. Azaz az (U, o, v) rendezett harmas modellje
A-nak, tehat A kielégithetG.

88. Adja meg a kdvetkezményreldcio és a modell kapcsolatardl sz616 tételt elsérendben, és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen LY = (LC,Var,Con,Term, Form) egy elsérendd nyelv, ' C Form, és A € Form.
I' &= A akkor és csak akkor, ha a I' formulahalmaz minden modellje modellje az a A formuldnak (azaz az
{A} egyelemii formulahalmaznak) is.
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Bizonyitas — Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy I = A és van olyan modellje a I" formulahalmaznak, amely
nem modellje az A formuldnak. Legyen ez a modell az (U, g, v) rendezett harmas!

A (U, g, v) tulajdonsdgai:

e minden B € I esetén |B|1<,U’g> =1,

° |A|1<,U’Q> =0, azaz \—|A|1<,U’Q> =1

Ekkor a I' U {—A} formulahalmaz minden eleme igaz a (U, o) interpretdciéban a v értékelés szerint, te-
hdt ' U {—A} kielégithetS (hiszen modellje az (U, o, v) rendezett hirmas), azaz I' |= A nem teljesiil, ami
ellentmondas.

< Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy a I' formulahalmaz minden modellje modellje az A formuladnak, de
I' E A nem teljesiil.

Ekkor aI' U {—A} formulahalmaz kielégithetd, azaz van modellje. Legyen ez a modell az (U, g, v) rendezett
hdrmas!

Az (U, p,v) tulajdonsdgai:
e minden B € I esetén |B|7<JU’9> =1;
. |ﬂA\f,U’9> =1, azaz |A|q<,U’Q> =0

Tehdt a T’ formulahalmaznak van olyan modellje (az (U, o, v) rendezett harmas), ami nem modellje az A
formulanak, s ez ellentmondas.

89. ,Ervényes formula minden formulahalmaznak kovetkezménye.” Adja meg pontosan a tételt elsérendben, és bizo-
nyitsa!

Megoldas:
Tétel Legyen L) = (LC,Var,Con,Term, Form) egy elsérendd nyelv, A € Form. Ha A érvényes
formula (= A), akkor minden I' C Form formulahalmaz esetén I' = A.

Bizonyitas Ha A érvényes formula, akkor a definici6 szerint (} = A. Igy QU{—A} (= {—A}) kielégithetetlen,
s igy a kielégithetetlenségre kimondott tétel alapjan ennek a halmaznak a bovitései is kielégithetetlenek.
I'U {—A} bdvitése {~A}-nak, igy kielégithetetlen, tehdt I" |= A.

90. ,.Kielégithetetlen formulahalmaznak minden formula kovetkezménye.” Adja meg pontosan a tételt elsGrendben,
és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen L(Y) = (LC,Var,Con,Term, Form) egy nulladrendd nyelv és I" C Form egy formulahal-
maz.. Ha a I formulahalmaz kielégithetetlen, akkor minden A formula esetén I' = A.

Bizonyitas A mar bizonyitott tétel szerint ha a I' formulahalmaz kielégithetetlen, akkor I minden bévitése is
kielégithetetlen. I' U {—A} bdvitése I'-nak, igy kielégithetetlen, tehdt I' = A.

91. Adja meg a dedukci6 tételt elsérendii logika esetén, és bizonyitsa!
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Megoldas:

Tétel Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendii nyelv, I' C Form egy formulahalmaz
és A, B € Form két formula. HaT'U {A} = B, akkor T = (4 D B).

Bizonyitas Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy I' U { A} |= B teljesiil, de ' = (A D B) nem teljesiil.
Igy I' U {=(A D B)} kielégithet, tehat van modellje. Legyen egy modellje az (U, o, v) rendezett hdrmas!
Az (U, p,v) modell tulajdonsédgai:

e I minden eleme igaz az (U, p) interpretdcio és a v értékelés szerint.
e |-(AD B =1
(A D B)I{Y? = 0, azaz |A|\"9 =165 |B|{Y? = 0.1gy |-B|\""? = 1.T U{A} U{~B} formulahalmaz

minden eleme igaz az (U, o) interpretdcié és a v értékelés szerint, azaz a formulahalmaz kielégithets, tehat
I'U {A} = B nem teljesiil, ami ellentmondds.

92. Adja meg a dedukcié tételének megforditasat elsdrendii logika esetén, és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendii nyelv, I' C Form egy formulahalmaz
és A, B € Form két formula. HaT |= (A D B), akkor ' U {A} = B.

Bizonyitas Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy I' = (4 D B), és ugyanakkor I' U {A} = B nem teljesiil.
Igy T U {A} U {~B} kielégithetd, tehat van modellje. Legyen egy modellje az (U, o, v) rendezett harmas!
Az (U, o, v) modell tulajdonsagai:

e ' minden eleme igaz az (U, g) interpretéci6 és v értékelés szerint.

o |ANY =1

e -BI"? = 1,1gy [B|V? =0
fgy (A D B)|{"? = 0, kovetkezésképpen | (A > B)|{¥"? = 1. T U {~(4 D B)} formulahalmaz
minden eleme igaz az (U, p) interpretdcié és v értékelés szerint, azaz az (U, p, v) rendezett hdrmas modellje

a formulahalmaznak, ami egyben azt is jelenti, hogy a formulahalmaz kielégithetd. Tehat I" = (A D B) nem
teljesiil, ami ellentmond indirekt feltételiinknek.

93. Adja meg a kdvetkezményreldcié és implikacié kapcsolatat leird tételt elsérendi logika esetén, és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen L") = (LC,Var, Con, Term, Form) egy elsérendti nyelv, és A, B € Form két formula.
A |= B akkor és csak akkor, ha = (A D B)

Bizonyitas Alkalmazzuk a dedukci6 tételt €s megforditdsét abban az esetben, amikor T = ().

94. Adja meg a logikai és materidlis ekvivalencia kapcsolatat leiré kovetkezményt els6rendii logika esetén!
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Megoldas: Legyen L(Y) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendt nyelv és A, B € Form két for-
mula. A < B akkor és csak akkor, ha = (A = B).

95. Adja meg a metszet tételt elsérendii logika esetén, és bizonyitsa!

Megoldas:

Tétel Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérend nyelv, T', A C Form két formulahal-
maz és A, B € Form két formula. HaT'U {A} = Bés A = A, akkorTUA = B.

Indirekt bizonyitas Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy 'U{A} = Bés A = A, deTUA = B nem teljesiil.

Ekkor I' U A U {—B} kielégithetd (a kovetkezményrelécié definiciGja miatt), azaz van modellje. Legyen a
formulahalmaz egy modellje az (U, g, v) rendezett hdrmas. Az (U, g, v) modell tulajdonségai:

o I' minden eleme igaz az (U, p) interpreticio és v értékelés szerint.

e A minden eleme igaz az (U, p) interpretdci6 és v értékelés szerint.

o -BI"?Y =1

Mivel A = A és A minden eleme igaz az (U, o) interpretdcié és v értékelés szerint, \A|7<JU’Q> = 1. Kovet-
kezésképpen a I' U {A} U {—B} halmaz minden eleme igaz az (U, o) interpretdcié és v értékelés szerint,
ami azt jelenti, hogy aI' U {A} U {—B} formulahalmaz kielégithetd. Ekkor azonban a kdvetkezményreldci6
definiciéja miatt ' U { A} = B nem teljesiil. Ez pedig ellentmond indirekt feltételiinknek.

96. Adja meg és bizonyitsa az els6é de Morgan torvényt elsérendi logika esetén!

Megoldas:

Tétel Legyen L(Y) = (LC,Var,Con,Term, Form) egy elsérendi nyelv, A € Form egy formula és
x € Var egy valtozé. Ekkor -3z A < Ve—A.

Bizonyitas A térvény bizonyitdsdhoz el6szor lassuk be, hogy -Jx A = Vo—A.
Indirekt tegyiik fel, hogy nem teljesiil a kovetkezményreldcio, azaz a { -3z A, ~Ve— A} halmaz kielégithetd.

Ekkor a halmaznak van modellje, legyen a tekintett formulahalmaz egy modellje az (U, g, v) rendezett hér-
mas. Az (U, o, v) modell tulajdonsdgai:

o -3z AlY? =1, és fgy [FzA[? =0
o |[=e-AlY? =1, azaz e A" =0

Az univerzalis kvantor szemantikai szabdlya szerint a 2. pont akkor teljesiil, ha van olyan v € U, hogy

\ﬂA|ff[{;fZ] = 0, azaz |A|<UI[J£] = 1. Ez pedig az egzisztencidlis kvantor szemantikai szabdlya szerint azt
(U,0)
|

jelenti, hogy |9z A = 1, ami ellentmond az elsd pontnak.

Most ldssuk be, hogy Vz—A = =3z A! Indirekt tegyiik fel, hogy nem teljesiil a kovetkezményreldcid, azaz a
{V&—A, ~—3r A} halmaz kielégithets.

Ekkor a halmaznak van modellje, legyen a tekintett formulahalmaz egy modellje az (U, o, v) rendezett har-
mas. Az (U, o, v) modell tulajdonsdgai:
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97.

98.

99.

o Al =1
o =3z Al =1, azaz | Tz AV =1

Az egzisztencidlis kvantor szemantikai szabdlya szerint a 2. pont akkor teljesiil, ha van olyan u € U, hogy

|A| (U.) (Ue) . Bz pedig az univerzdlis kvantor szemantikai szabdlya szerint azt jelenti,

v[zu] 1, azaz ‘_\A|U[z:u] -

hogy |VxﬂA|7<JU’Q> = 0, ami ellentmond az els§ pontnak.

Sorolja fel a kvantorok hataskore bdvitésének torvényeit!

Megoldas:

Tétel Legyen L) = (LC,Var, Con, Term, Form) egy elsérendd nyelv, A, B € Form két formula és
x € Var egy viltozé. Ha x ¢ FreeVar(A), akkor

o ANEB & V(AN B)
e ANJxB < Jx(A N B)
o AVWYB & Ye(AV B)
e AV3JzB < Jx(AV B)
e ADJzB & Jz(ADB)
e JxBDA & We(BDA)
e ADWB & Ye(ADB)
e i BDA & I(BDA)

Adja meg a fiktiv kvantorokra vonatkozé torvényeket!

Megoldas: Legyen L(V) = (LC,Var,Con,Term, Form) egy els6rendl nyelv, A € Form egy formula és
x € Var egy viltozé. Ha x ¢ FreeVar(A), akkor

o A A
o IxAs A

Adja meg a szinonimdkra vonatkozé tételeket!

Megoldas:
Tétel A formulak kozott értelmezett kongruencia reldcié ekvivalencia reldcio, azaz:

o reflexiv: A € Cong(A);
o szimmetrikus: ha B € Cong(A), akkor A € Cong(B);
o tranzitiv: ha B € Cong(A) és C' € Cong(B), akkor C' € Cong(A).

Tétel A kongruens formuldk logikailag ekvivalensek, azaz ha B € Cong(A), akkor A < B.
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100. Adja meg a véltozdtisztasdgra vonatkozo tételt!

Megoldas:

Tétel Legyen L) = (LC, Var, Con, Term, Form) egy elsérendt nyelv és A € Form egy formula. Ekkor
l1étezik olyan B € Form formula, hogy

e a B formula valtozoéiban tiszta,

e a B formula kongruens az A formuldval, azaz B € Cong(A).

101. Adja meg a prenex alakra vonatkozo tételt!

Megoldas: Legyen L") = (LC, Var, Con, Term, Form) egy tetszdleges elsrendd nyelv és A € Form.
Ekkor 1étezik olyan B € Form, hogy

e a B formula prenex alakd,

o A& B.

3. Feladatok

102. Bizonyitsa be, hogy egy kielégithetetlen formulahalmazban mindig van hamis elem!

103. Igaz-e, hogy minden kielégithetetlen formulahalmaznak van kielégithetd része?

104. Igaz-e, hogy minden kielégithetetlen formulahalmaznak van nem iires kielégithetd része?
105. Igaz-e, hogy minden kielégithet6 formulahalmaznak van kielégithetetlen bovitése?

106. Igaz-e, hogy egy kielégithetetlen formulahalmaznak minden része kielégithetetlen?

107. Kielégithet6 vagy kielégithetetlen az iires formulahalmaz?

108. Adjon példat kielégithetd, illetve kielégithetetlen formulahalmazra!

109. Bizonyitsa be, hogy A = B (A, B € Form) akkor és csak akkor, ha minden olyan interpretdcié, amely A-t
igazz4 teszi, igazza teszi B-t is!

110. Bizonyitsa be, hogy A = B akkor és csak akkor nem teljesiil, ha van olyan interpretdcid, amelyben A igaz és B
hamis!

111. Bizonyitsa be, hogy egy kielégithetetlen formulahalmaznak minden formula kévetkezménye!
112. Bizonyitsa be, hogy egy érvényes formula minden formulahalmaznak kovetkezménye!

113. Igazak-e az aldbbi allitdsok? (Ha igaz, akkor bizonyitsa, ha hamis, akkor ellenpélddval cafolja!)
(a) Minden A formula esetén ha az A formula kielégithetS (azaz a {A} halmaz kielégithetd), akkor a —A is
kielégithetd.
(b) Ha —A érvényes akkor A nem kielégithetd.
(c) Ha —A kielégithetd, akkor A érvényes formula.
(d) Ha A érvényes formula, akkor A kielégithetG.
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(e) Ha A kielégithetd, akkor A érvényes formula.
(f) Minden A formula esetén létezik olyan A-tdl kiilonb6z6 B formula, amelyre teljesiil, hogy A = B.

(g) Minden A formula esetén létezik olyan A-val nem logikailag ekvivalens B formula, amelyre teljesiil, hogy

AEB.
(h) Minden A formula esetén 1étezik olyan A-t6l kiilonbszd B formula, amelyre teljesiil, hogy B | A.

(i) Minden A formula esetén 1étezik olyan A-val nem logikailag ekvivalens B formula, amelyre teljesiil, hogy
B E A.

(j) Minden A, B formula esetén teljesiil, hogy A = B vagy B = A.
(k) Létezik olyan formula, amely minden formuldnak kovetkezménye.
(1) Minden A, B formula esetén teljesiil, hogy ha A |= B, akkor B = A.

(m) Minden A, B formula esetén teljesiil, hogy ha A |= B, akkor B-nek nem logikai kévetkezménye az A.
(n) Létezik olyan A, B formula, hogy A |= B, de B-nek nem kovetkezménye A.
(0) HaT' |= AvagyI' = B, akkor " = (A A B).

(p) HaT' = AésT |= B, akkorI" = (A V B).

(@) HaT' = AV B, akkor " = Avagy I' = B.

() HaT E(AD B)ésT = (ADC),akkorT, A = (BAC).
(s) HaT = (AD B)éT'=(AD (), akkor I',C = (A V B).
(t) HaI' = (AD C)ésT' = (B D C), akkor I', (AV B) = C.
(u) HaT' = (AD () ésT' = (B D (), akkor I', (AV C) = B.

114. Bizonyitsa be az aldbbiakat!
(a) Hal' E AésT = (A D B), akkor T = B.
(b) HaT' = AésT |= B, akkorI" = (A A B).
(¢c) HalCAECésT',B |=C,akkorT', (AV B) = C.
(d) HaT = A, akkorT' = AV B.
(e) HaTl, A E BésT, A = —B, akkor I | —A.
(f) HaT' E AésT = (A = B), akkor T = B.
115. (a) Dontse el, hogy egy adott formuldban egy adott valtoz6 behelyettesithet-e egy megadott véltozéval! Ha
igen, akkor hajtsa végre a behelyettesitést!

(b) Dontse el, hogy egy adott formuldban egy adott valtoz6 behelyettesithets-e egy megadott terminussal! Ha
igen, akkor hajtsa végre a behelyettesitést!

(c) Adja meg egy adott formula szabélyosan végrehajtott dtnevezését!

(d) Dontse el két adott formularél, hogy kongruensek-e!

(e) Dontse el két adott formulérdl, hogy egymads szintaktikai szinonimdi-e!
(f) Adja meg egy adott formula valtozétiszta alakjat!

(g) Adja meg egy adott formula prenex alakj4t!

116. Bizonyitsa be a kvantifikdcié6 De Morgan torvényeit!
(a) "TA < VoA
(b) “TAEWw-A
() VemA = -FA
(d) A< Z—-A
(e) "V A = T—A
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117. Bizonyitsa be a kvantorok kifejezhetdségére vonatkozé torvényeket!
(a) kA & —Vae—-A
(b) WA & -H-A

118. Bizonyitsa be a kvantorok konjunkciéban valé mozgatasanak torvényeit!
(a) Hax ¢ FreeVar(A), akkor AANYeB < Yo(A A B).
(b) Haz ¢ FreeVar(A), akkor A AVaB = Va(A A B).
(c) Hax ¢ FreeVar(A), akkor Ve(A A B) = AAYeB.
(d) Hax ¢ FreeVar(A), akkor AN TtB < J(AA B).
(e) Hax ¢ FreeVar(A), akkor AN 2B | Jt(AA B).
(f) Hax ¢ FreeVar(A), akkor It(AA B) = AN ZB.

119. Bizonyitsa be a kvantorok diszjunkcidéban valé mozgatdsanak torvényeit!
(a) Hax ¢ FreeVar(A), akkor AV YeB < V(A V B).
(b) Haz ¢ FreeVar(A), akkor AV YaB = Ye(AV B).
(c) Hax ¢ FreeVar(A), akkorVe(AV B) = AV VeB.
(d) Hax ¢ FreeVar(A), akkor AV B < Ft(AV B).
(e) Hax ¢ FreeVar(A), akkor AV 2B = (A V B).
(f) Hax ¢ FreeVar(A), akkor Ixr(AV B) = AV ZB.

120. Bizonyitsa be az univerzalis kvantor implikdciéban valé mozgatdsanak torvényeit!
(a) Hax ¢ FreeVar(A), akkor ADWeB < Ye(AD B).
(b) Hax ¢ FreeVar(A), akkor ADVaB = Va(ADB).
(c) Hax ¢ FreeVar(A), akkor Ve(AD B) = ADWB.
(d) Hax ¢ FreeVar(A), akkorVeBD A < F(BDA).
(e) Haz ¢ FreeVar(A), akkor veBD A |= Fe(BD A).
(f) Hax ¢ FreeVar(A), akkor Ix(BDA) = YBD A.

121. Bizonyitsa be az egzisztencidlis kvantor implikdciéban valé mozgatdsanak torvényeit!
(a) Hax ¢ FreeVar(A), akkor ADZB < F(ADB).
(b) Hax ¢ FreeVar(A), akkor ADTB | Ft(ADB).
(c) Hax ¢ FreeVar(A), akkor x(ADB) = ADZB.
(d) Haz ¢ FreeVar(A), akkor tBD A < Y (BD A).
(
(
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(e) Hax ¢ FreeVar(A), akkor xkBDA |= Ve (BDA).
(f) Haz ¢ FreeVar(A), akkorVa(BDA) E xBD A.

122. Bizonyitsa be a kvantorok fiktiv alkalmazdsara vonatkoz¢ torvényeket!
(a) Hax ¢ FreeVar(A), akkor v A < A.
(b) Haz ¢ FreeVar(A), akkor tA & A.



