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A klasszikus nulladrendii logika Nyelv

Definicio
Klasszikus nulladrendii nyelven az

L) = (LC, Con, Form)

rendezett harmast értjiik, ahol
Q@ LC={-,D,N,V,=,(,)} (a nyelv logikai konstansainak halmaza)

@ Con # () a nyelv nemlogikai konstansainak (allitas- vagy
kijelentés-paramétereinek) legfeljebb megszamlalhatéan végtelen
halmaza.

Q@ AzLCnNnCon=10

@ A nyelv formulainak a halmazat, azaz a Form halmazt az alabbi
induktiv definicié adja meg:
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A klasszikus nulladrendii logika Nyelv

Definicié
@ Con C Form
@ Ha A € Form, akkor —A € Form.

@ Ha A, B € Form, akkor

o (AD B) € Form,
o (AN B) € Form,
o (AV B) € Form,
o (A= B) € Form.

Megjegyzés
A Con halmaz elemeit atomi formulidknak vagy primformulidknak nevezziik. J
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A klasszikus nulladrendii logika Részformula

Definicié
@ Ha A atomi formula, akkor nincs kozvetlen részformulaja;
@ —A egyetlen kézvetlen részfomulaja A;

e Az(AD B),(AANB),(AV B),(A = B) formulak kézvetlen
részformulai az A és a B formulak.

Definicié
Egy A formula részformulainak halmaza az a legsziikebb halmaz [jeldlés:
RF(A)], amelyre teljesiil, hogy
Q@ A< RF(A),
(azaz az A formula részformulija 6nmaganak);
@ ha A’ € RF(A) és B kézvetlen részformuldja A'-nek, akkor B € RF(A)

(azaz, ha egy A’ formula részformulaja A-nak, akkor A’ &sszes
kézvetlen részformuldja is részformulaja A-nak).
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A klasszikus nulladrendii logika Szerkezeti fa

Definicio
Az A formula szerkezeti fajan egy olyan véges rendezett fat értiink,
amelynek csiicsai formulak,

@ gydkere az A formula,

@ —B alaki csiicsanak egyetlen gyermeke a B formula,

e (BDC(C),(BANC),(BVC),(B= C) alaka csiicsainak két gyermekét a
B, illetve a C formulak alkotjak,

o levelei primformulak (atomi formulak).
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A klasszikus nulladrendii logika A klasszikus nulladrend(i logika szemantikaja

Definicié

A o fiiggvényt az L(O) nyelv egy interpretacijanak nevezziik, ha

@ Dom(p) = Con

@ Ha p € Con, akkor o(p) € {0,1}.

Mihalydeak
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A klasszikus nulladrendii logika Szemantikai szabalyok

Definicid

Legyen adott egy o interpretacio. |A|, jeloli az A formula ¢ interpretacio

szerinti értékét.

@ Ha p € Con, akkor |p|, = o(p)
@ Ha A € Form, akkor |-A|, =1 —|A|,.

© Ha A, B € Form, akkor

7/ 127

o |(ADB)|, = { (1’7 Zgy'éi\)‘/fé;l' és|B|, = 0;
o [(AAB)|, = { (1) Zgy‘efj\)’/fé;_ll és Bl, = 1;
o [(AV B)|, = { (1J Z;yﬁlﬁé;_or és |Bl, = 0;
cla=el={ g e Pl
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Definicié
Legyen I C Form egy tetszéleges formulahalmaz! A o interpretacio
modellje a ' formulahalmaznak, ha minden A € T esetén |A|, =1

Definicié

Az A formula modelljén az {A} egyelemii formulahalmaz modelljét értjiik.

Definicio
Egy I C Form fomulahalmaz kielégithets, ha van modellje.
(Van olyan interpretacio, amelyben a formulahalmaz minden eleme igaz.)

v

Definicié
Egy A € Form formula kielégithets, ha az {A} formulahalmaz kielégitheté. J
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Megjegyzés
o Kielégithet6 formulahalmaz: nem tartalmaz logikai ellentmondast,
azaz a formulahalmaz elemei lehetnek egyszerre igazak.

o Kielégithet6 formula: a formula lehet igaz, azaz nem logikai hamissag.
@ Ha egy formulahalmaz kielégithetd, akkor minden eleme kielégitheté.

o Az el6zé allitas megforditasa nem igaz. Pl.: a {p,—p} formulahalmaz
minden eleme kielégithets, de maga a formulahalmaz nem kielégitheté.
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Tétel

Egy kielégitheté formulahalmaz minden részhalmaza kielégithets. (A
logikai ellentmondastalansag sziikitéssel nem ronthaté el.)

Proof.

@ Legyen I' C Form egy tetszéleges kielégitheté formulahalmaz, és
ACT!

o [ kielégithetésége miatt a I' formulahalmaznak van modellje, legyen T
egy modellje a o interpretacié.

@ o tulajdonsaga: Ha A €T, akkor |A|, =1

o Mivel ACT,ha Aec A, akkor AT, sigy |Al,=1. Azazap
interpretacié modellje A-nak, tehat A kielégitheté.
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Definicié
Kielégithetetlenség: Egy T C Form formulahalmaz kielégithetetlen, ha nem
kielégithetd (ha nincs modellje).

Definicié
Egy A € Form formula kielégithetetlen, ha az {A} formulahalmaz
kielégithetetlen.

Megjegyzés
Kielégithetetlen formulahalmaz: logikai ellentmondast tartalmaz, azaz a
formulahalmaz elemei nem lehetnek egyszerre igazak.
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Tétel

Egy kielégithetetlen formulahalmaz minden bévitése kielégithetetlen. (A
logikai ellentmondas bévitéssel nem sziintetheté meg.)

Proof.
@ Indirekt bizonyitas:

e Tegyiik fel, hogy I' C Form tetszbleges kielégithetetlen formulahalmaz,
A C Form pedig tetsz6leges formulahalmaz.

o Indirekt feltétel: I kielégithetetlen, és ' U A kielégithetd.
o[ CTUA

@ Az el6z6 allitas miatt I kielégithets, ez pedig ellentmondas.
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Definicié
A T formulahalmaznak logikai kovetkezménye az A formula, ha a T U {—A}
formulahalmaz kielégithetetlen. Jelolés: (I = A)

Definicid
AE B, ha {A} E B.

Definicid
Az A formula érvényes, ha ) £ A. Jelolés: = A

Definicio
Az A és a B formula logikailag ekvivalens, ha A= B és B = A. Jeldlés:
A&s B
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Tétel

Legyen I C Form, és A € Form. T E A akkor és csak akkor, ha a I’
formulahalmaz minden modellje modellje az a A formulanak (azaz az {A}
egyelemii formulahalmaznak) is.

Proof.

— Indirekt feltétel: T &= A és van olyan modellje a ' formulahalmaznak,
amely nem modellje az A formulanak.

Legyen ez a modell a ¢ interpretacid!

A o tulajdonsagai:

@ minden B €T esetén |B|, =1,
Q@ |Al, =0, azaz |[-A|, =1

Ekkor a ' U {—A} formulahalmaz minden eleme igaz p-ban, tehat ' U {—A}
kielégithets, azaz [ # A, ami ellentmondas.

O]
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Proof.

<+ Indirekt feltétel: A T formulahalmaz minden modellje modellje az A
formulanak, de I # A.

Ekkor a ' U {—A} formulahalmaz kielégithets, azaz van modellje.
Legyen ez a modell a ¢ interpretacio!

A o tulajdonsagai:

@ minden B €T esetén |B|, =1,
Q@ |[-A|,=1, azaz |A|, =0

Tehat a I formulahalmaznak van olyan modellje, ami nem modellje az A
formulanak, s ez ellentmondas. ]

v

Corollary

Legyen I C Form, és A € Form. T E A akkor és csak akkor, ha minden
olyan interpretaciéoban, amelyben a I formulahalmaz minden eleme igaz,
igaz az A formula is.

y
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Tétel

Ha A érvényes formula (F A), akkor minden T formulahalmaz esetén I E A.
(Egy érvényes formula minden formulahalmaznak kévetkezménye.)

Proof.
@ Ha A érvényes formula, akkor a definicié szerint () E A.

o DU {-A} (= {—A}) kielégithetetlen, s igy bévitései is
kielégithetetlenek.

o U {—A} bévitése {—A}-nak, igy kielégithetetlen, tehat I F A.
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Tétel

Ha a I formulahalmaz kielégithetetlen, akkor minden A formula esetén

[ E A. (Egy kielégithetetlen formulahalmaznak minden formula
kovetkezménye.)

Proof.

@ A mar bizonyitott allitas szerint: Ha a I' formulahalmaz
kielégithetetlen, akkor ' minden bévitése is kielégithetetlen.

o [U{—A} bdvitése I'-nak, igy kielégithetetlen, tehat I E A.
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Tétel
Dedukcio tétel: HaT U{A} E B, akkor T E (A D B).

Proof.
o Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy T'U {A} E B, és T ¥ (A D B).
o Igy F'U{~(A D B)} kielégithets, tehat van modellje. Legyen egy
modellje a ¢ interpretacid!
@ A p tulajdonsagai:

© [ minden eleme igaz a o interpretacié szerint.
Q |-(A>B)|, =1

o |(ADB)|,=0, azaz |A|,=1¢és |B|,=0. lgy |-B|, = 1.

o [ U{A} U{—B} formulahalmaz minden eleme igaz a o interpretacio
szerint, tehat [ U {A} ¥ B, ami ellentmondas.

0
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak
Tétel

A dedukcio tétel megforditasa: HaT E (A D B), akkor T U {A} E B.

Proof.
o Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy ' E (A D B), és T U {A} ¥ B.
o Igy T U{A} U {—B} kielégithets, tehat van modellje. Legyen egy
modellje a ¢ interpretacio!
@ A p tulajdonsagai:
© [ minden eleme igaz a o interpretacioé szerint.
Q A, =1
© |-Bl,=1,1gy B[, =0
o |(AS B)l, =0, |-(A> B)|, = 1
o U{—(A D B)} formulahalmaz minden eleme igaz a g interpretacio6
szerint, tehat ' # (A D B).

0,
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A klasszikus nulladrendii logika Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Corollary
AE B akkor és csak akkor, ha E (A D B)

Proof.
Bizonyitas: Az el6z8 két tételben legyen ' = (). ]
y
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Tétel
Metszet tétel: HaT U{A} F B és A F A, akkorT UA E B.
y
Proof.
Indirekt. my
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

— —|p
Az negicio igazsagtablazata: 0] 1
110

@ A kett8s negacio torvénye: ——A & A
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

= O >
O O o
—= Ol

A konjunkcié igazsagtablazata:

(p)

o Felcserélhets (kommutativ): (AA B) < (B A A)
barmely A, B € Form esetén.

e Csoportosithaté (asszociativ): (AA (B A C)) < ((AAB)A Q)
barmely A, B, C € Form esetén.

@ Idempotens: (AN A) < A barmely A € Form esetén.
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

(ANB)EA (ANB)EB
o Az ellentmondas torvénye: E —(A A —A)

o Az {A1, A, ..., Ay} formulahalmaz (A1, Az, ..., A, € Form) akkor és
csak akkor kielégithets, ha az Ay A Ay A--- A A, formula kielégithets.

o Az {A1, A, ..., Ay} formulahalmaz (A1, Az, ..., A, € Form) akkor és

csak akkor kielégithetetlen, ha az Ay A Ay A --- A A, formula
kielégithetetlen.

o Az {A1,As,...,Ant E A (A1, Az, ..., Ay, A € Form) akkor és csak

akkor, haaz A ANA> A --- NA, EA.

o Az {A1,As,...,Ant E A (A1, Az, ..., Ay, A € Form) akkor és csak
akkor, ha az (A1 A Ax A--- A Ap) A —A) formula kielégithetetlen.
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v]o 1
Az diszjunkcié igazsagtablazata: 0|0 1
111 1
o Felcserélhets (kommutativ): (AV B) < (B V A)
barmely A, B € Form esetén.
e Csoportosithaté (asszociativ):
(AV(BV ()< ((AvB)v ()
barmely A, B, C € Form esetén.
@ ldempotens: (AV A) < A barmely A € Form esetén.
e AF (AV B) barmely A, B € Form esetén.
o {(AVB),-A EB
@ A kizart harmadik torvénye. F (AV —A)
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

@ A konjunkcié és az diszjunkcié kapcsolata:

A0 1 1 0 v]o 1
00 0 1[1 1 0/0 1
10 1 0|1 0 11 1

@ A fenti tulajdonsag azt jelenti, hogy a konjunkcié és a diszjunkcié
egymas dualisai.

o Kétoldali disztributivitas:

o (AV(BANQC) <= ((AVB)AN(AV ()
o (AN(BVC))<= ((AANB)V(AACQ))

@ Elnyelési tulajdonsag

° (A/\(B\/A))<:>A
° (A\/(B/\A))<:>A
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai
De Morgan torvények

Mit allitunk akkor, amikor egy konjunkciét tagadunk?
Mit allitunk akkor amikor egy diszjunkcié tagadunk?
-(AAB) < (-AV -B)

-(AV B) & (-mANA—-B)

@ A De Morgan torvények bizonyitasa.
A|lB|-A|-B|(-AAN=B) | (AvB) | ~(AVB)
010 1 1 1 0 1

e 0|1 ] 1 0 0 1 0
110] 0 1 0 1 0
11110 0 0 1 0
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

>0 1
@ Az implikacié igazsagtablazata: 0|1 1
110 1

o F(ADA)
@ Modus ponens (levalasztasi szabaly): {(A D B),A} E B

@ Modus tollens (indirekt cafolas sémaja):
{(A 2 B), —lB} F-A

@ Lancszabaly: {(AD B),(BD> CO)}E(AD C)
@ Redukcié ad abszurdum: {(A D B),(AD> —-B)} E -A
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

e “AkF (AD B)

e BF(ADB)

o Athelyezési térvény: ((AAB) D C) < (AD (B D (Q))

e Kontrapozicié: (AD B) & (=B D —A)

o (AD-A)E A

o (FADAEA

e (AD(BD ()< ((ADB)D(AD0))

e F(AD(-ADB))

o (AvB)D(O)= ((ADC)A(BD Q)

o Az {A1,As,...,Ant E A (A1, Az, ..., Ay, A € Form) akkor és csak
akkor, ha az ((A1 A Ax A -+ AN Ap) D A) formula érvényes.
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

=|0 1
@ Az ekvivalencia igazsagtablazata: 0|1 O
110 1
o F (A= A)
o F(A=-A)
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai
KifejezhetGség

e (ADB)< ~(AAN-B)

e (ADB)& (mAV B)

e (ANB) <= =(AD —B)

o (AVB)«< (-ADB)

o (AV B) & —(=ANA-B)

o (ANB) < =(-AV -B)

e (A=B)< ((ADB)A(BDA))
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A klasszikus nulladrendii logika Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

Az igazsagfunktorok elmélete

@ A bazis fogalma: Igazsagfunktorok egy olyan halmazat értjiik bazison,
amelynek elemeivel minden igazsagfunktor kifejezhetd.

o Példaul: {—,D},{—, A}
° {—\, D}:
QO (pAg) = ~(pDq)
Q (pva)e(-pDa)
o Sheffer mivelet: (p|q) <qer ~(p A q)
o Sem-sem miivelet: (p || 9) ©der (—p A —q)
o Megjegyzés: Mind a Sheffer, mind a sem—sem miivelet dGnmagéban
bazist alkot.
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A klasszikus nulladrendii logika Normalformak

Definicié
Ha p € Con, akkor a p,—p formulakat literalnak nevezziik (p a literal
alapja).

Definicié
Ha az A formula literal vagy kiilbnb6z6 alapa literalok konjunkcicja, akkor
A-t elemi konjunkciénak nevezziik.

Definicié
Ha az A formula literal vagy kiilbnb6z6 alapa literalok diszjunkcidja, akkor
A-t elemi diszjunkcionak (vagy kléznak) nevezziik.
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A klasszikus nulladrendii logika Normalformak

Definicié

Elemi konjunkcick diszjunkciojat diszjunktiv normalformanak nevezziik.

Definicié
Elemi diszjunkcick konjunkcisjat konjunktiv normalformanak nevezziik.

Proposition

Az allitaslogika minden formulajahoz létezik vele logikailag ekvivalens
normalforma.
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A klasszikus nulladrendii logika Zaréjelelhagyasi konvencidk

@ A konvenciok célja az egyértelmii olvashatésag fenntartasa mellett a
formulakban el6fordulé zaréjelek szamanak a csokkentése.

@ A létrejott jelsorozatok betii szerint nem formulak, de egyértelmiien
elgallithaté belslik egy formula.

@ A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért az igy létrejott jelsorozatokat
is formulaknak nevezziik, s hasznalatukkor mindig a bel6liik
egyértelmiien elGallithaté formulakra gondolunk.

o A legkiilsé zaréjelpar mindig elhagyhaté.

@ A kétargumentumi logikai konstansok els6bbségi sorrendje:
AV, D, =

@ A negicié erésebb barmely kétargumentuma logikai konstansnal.
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A klasszikus nulladrendii logika Zaréjelelhagyasi konvenciék

@ Az azonos kétargumentumi logikai konstansok egymas kozotti
els6bbségét a balrdl jobbra szabaly rendezi: el6szér mindig a bal oldali
formulat tekintjiik kiilon miiveleti komponensnek.

Megjegyzés
@ A szabalynak csak az implikacional van jelentésége:
e az AD B D C “formula” egyértelmiien zaréjelezett alakja:
(AD(BDCQ)),

@ A konjunkcio és a diszjunkcio esetében a miiveltek asszociativitisa
miatt a szabalyt nem kbvetd zardjelezések is logikailag ekvivalens
formulat eredményeznek. Pl.: az AN B A\ C “formula” egyértelmiien
zaréjelezett alakja: (AN (B A C))[< ((AAB)A Q).
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Dontési diagramok

Problémafelvetés

e Egy formula kielégithet&ségének eldontése meghatarozé szerepet
jatszik:

e Véges formulahalmaz — formula;
o Véges premisszas kovetkeztetés — formula
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Dontési diagramok

|gazsagtablak
p q r|pV(gAr)
1.2. 1 1 x 1
p_4q r p\/(q/\r) 3.4 1 0 « 1
1.1 1 1 1
5 0O 1 1 1
2.11 1 0 1
6. 0 1 0 0
.01 01 L 7.8 0 0 «x 0
4.1 0 O 1 Sl
5.0 1 1 1
p q r|pV(gAr)
6. | 0 1 O 0
1.2.,3.4. |1 x % 1
7.0 0 1 0
s 1o 0 0 0 5. 0 1 1 1
' 6. 0O 1 0 0
7.,8. 0 0 « 0
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*
*
*
*
*
b
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pV(gAr)
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Dontési diagramok

pV(qgAr)
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pV(gAr)
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Dontési diagramok

pVI(qgAr)

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
IQ

L I TP RN NPT
L I TP RN NPT

.@\
.@\
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pV(gAr)

¥ ;\
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Dontési diagramok

Binaris dontési diagram (BDD)
@ Egy olyan adatstruktara, ami reprezentalja egy formula szemantikajat:

e formula — iranyitott graf — algoritmus — iranyitott redukalt graf;

o logikailag ekvivalens formulak redukalt irdnyitott grafja "tartalmilag"
megegyezik;

o egy formula érvényes, ha redukalt binaris dontési diagramja (redukalt
iranyitott grafja) megegyezik a verum trivialis diagramjaval
[T der (PV —P)];

e egy formula kielégithets, ha redukalt binaris dontési diagramja
(redukalt iranyitott grafja) nem egyezik meg a falsum trivialis
diagramjaval [ < qger (P A —p)];
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Dontési diagramok

Definicio
Legyen A € Form (azaz A az allitaslogika egy tetszéleges formulaja). Az A
formula binaris dontési diagramjan a kovetkez6 kérmentes iranyitott grafot
értjik:
@ Minden levélelem valamelyik igazsagértéket tartalmazza.
@ Minden belsé (nem levélelem) csiics egy A-beli paramétert tartalmaz
és két kimeng éle van: egyik a "hamis él" (pontozassal jeldlt), a masik
az "igaz él" (folytonos vonallal jeldlt).

@ Egy agon egy paraméter legfeljebb egyszer fordulhat el6.

Megjegyzés
@ Minden ag egy teljes vagy részleges interpretaciét reprezental.

e Egy ag altal reprezentalt interpretaciéban a formula értéke az ag
levéleleme.

Mihalydeak Logikai algoritmusok March 10, 2019 47 / 127

Dontési diagramok

Redukalé algoritmus
@ A kovetkezd lépéseket addig ismételjiik, lehetséges:

@ Ha egy binaris dontési diagramnak van két ugyanolyan tartalmi
levéleleme, tavolitsuk el a duplikalt levélelem egyikét, és minden olyan
élt iranyitsunk at a megmaradé levélelemhez, amelyek az eltavolitott
levélelemhez mutattak.

@ Ha a p;-t tartalmazé csicsnak mindkét kimené éle a pj-t tartalmazé
csiicshoz vezet, akkor tavolitsuk el a p;-t tartalmazé csiicsot, a csiics
bemend élét pedig iranyitsuk at a pj-t tartalmazé csicshoz.

© Ha két p;-t tartalmazo csiics gyokere két azonos rész binaris dontési
diagramnak, akkor tavolitsuk el az egyiket, és az eltavolitott rész
binaris dontési diagram gyokeréhez mutaté élet iranyitsuk at a
megtartott rész dontési diagram gyokeréhez.
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Dontési diagramok

Definicié
Ha egy binaris dontési diagram a redukalé algoritmus eredménye, akkor
redukalt binaris dontési diagramnak nevezziik.

Tétel

A redukalt binaris dontési diagram logikailag ekvivalens a redukalé
algoritmus bemeneteként fellépé binaris dontési diagrammal (abban az
értelemben, hogy minden interpretaciéban ugyanazokat az igazsagértékeket
hatarozza meg).
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A klasszikus allitaskalkulus

Definicié
Legyen L(®) = (LC, Con, Form) a klasszikus &llitaslogika nyelve

(LC — {_'7 ) (7 )})

A klasszikus allitaskalkulus axiomasémai (alapsémai):
o (A1) AD(BDA)
o (A2: (AD(BDC(C)D((A>B)D(ADC())
o (A3): (FAD -B) D> (BDA)

Definicio
o Az alapsémak (axémasémak) szabalyos behelyettesitésén olyan
formulakat értiink, amelyek valamely alapsémabdl a benne szereplé
betiik tetszéleges formulaval valé helyettesitése itjan jonnek létre.

o A klasszikus allitaskalkulus alapformulai (axiomai) az alapsémak
(axiomasémak) szabalyos behelyettesitései.
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A klasszikus allitaskalkulus

Definicio
@ Az alapsémik (axémasémak) szabalyos behelyettesitésén olyan
formulakat értiink, amelyek valamely alapsémabél a benne szereplé
betiik tetszéleges formulaval valo helyettesitése atjan jénnek létre.

o A klasszikus allitaskalkulus alapformulai (axiomai) az alapsémak
(axiomasémak) szabalyos behelyettesitései.

Definici6
A szintaktikai kévetkezményrelacié strukturalis induktiv definicidja:

@ Legyen C Form, A € Form. AT formulahalmaznak szintaktikai
kévetkezménye az A formula (I' = A), ha az alabbiak valamelyike
teljesiil:

O haAcT, akkorT - A;

© ha A alapformula (axioma), akkor T = A;
© halkFB,ésT'+BDA, akkor T - A.
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A természetes levezetés rendszere

Definicié
Legyen T C Form,A € Form. Ha az A formula szintaktikai kévetkezménye a
[ formulahalmaznak, akkor a T - A’ jelsorozatot szekvencianak nevezziik.

A természetes levezetés technikajanak alapvetd szabalya a dedukciétételen
alapul.

Tétel
Dedukciotétel: HaT U{A} - B, akkorT - A D B.

Masként felirva:

AF B
-A->B

Bizonyitas: gyakorlaton
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Strukturalis szabalyok

Legyen a tovabbiakban ', A C Form, A, B, C, € Form.

Az azonossag torvénye

0
[AF A
A bovités szabalya
_IrFA
B A
A sziikités szabalya
[ B,B,AF A
[B.AFA
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Strukturalis szabalyok

A felcserélés (permutalas) szabalya

A felcserélés (permutalas) szabalya: : ?7 g -

AFA

A metszet szabaly (vagas szabalya)

rN-A AAFB
AFB

A metszet szabaly (vagas szabalya):
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Logikai szabalyok

Az implikacié (bevezets, illetve alkalmazo) szabalyai

(5 1) riig% (5 2) rFAr:gADBJ

A konjunkcié szabalyai

(M) e (n2) éﬁﬁ%ﬁ%)

A diszjunkcié szabalyai

V1) 0B (V2) TavE

oy EAE jrne |
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Logikai szabalyok

A negaci6 szabalyai
(~1) DAFB _TAF-B
o [F-A

L) TE--A

[=A

A (materialis) ekvivalencia szabalyai

AFB T.BFA
(= 1)

[FA=B

_ [FA TFA=B
(= 2.)

=B

_ B [FA=B
(= 3.

r=A
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A természetes levezetés rendszere
Példak

A B
[,—BF A

Bizonyitas:

AF B 0
A-BFB T,A-BF-B
—-B.AFB T,-BAF—B

(Bovités)
(Felcserélés)

- 1.
(= 1) [,—BF A
Logikai algoritmusok March 10, 2019

A természetes levezetés rendszere
Példak

[AF-B
[ BF -A

Bizonyitas:

0 Ak -B

AB-B T,ABF-B

1) BA-FB T.B,AF-B
' [ BF—A

(Azonossag) (Boviteés)

(Felcserélés)
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(Azonossag)
(Felcserélés)

(Felcserélés)
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A természetes levezetés rendszere

—-AFB
[—BF A

Bizonyitas:

,-AFB 0
r,-A-BFB T,-A-BF-B
r,-B,~AFB T,-B,-AF-B

[,—BF ——A

(52) —FBFA

(Bévités)
(Felcserélés)

(- 1)

(Azonossag)
(Felcserélés)
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A természetes levezetés rendszere
Példak

r,-AF-B
LBFA

Bizonyitas:

0 r,-AF-B

LA BFB T,-ABF -B

LB,~AFB T,B,-Al B
ILBF A

(=2) [LBF A

(Bovités)
(Felcserélés)

(Azonossag)
(Felcserélés)

(=1)
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A természetes levezetés rendszere

FADA (5)
Bizonyitas:
)

AEA
FADA

(Azonosag)
(D 1)
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A természetes levezetés rendszere
Példak

ALADBFEB (6)
Bizonyitas:
0
ADB AFA 0
ALADBEFA AJLADBFADB
AL ADBEFB
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A természetes levezetés rendszere

AFBOA (7)

Bizonyitas:

0
B.AF A
ABFA
CLl) AarE5a4

(Azonosag)
(Felcserélés)
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A természetes levezetés rendszere
Példak

A -AF B (8)

-AFADB (9)
Bizonyitas (8), (9):

0
0 -A,-B,AFA
A -B,-AF -A -AA-BFA
A —-A -BF -A A -A-BFA
A -AF—-—-B
A -AFB
-AA-B
-AFADB

Mihalydeak Logikai algoritmusok March 10, 2019 64 / 127



A természetes levezetés rendszere
Példak

B-A>B (10)

Bizonyitas:

B+ B
B,Al- B
BFADB
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A természetes levezetés rendszere

~FA>B=-AVB (11)

Bizonyitas: El6szor lassuk be, hogy

ADBF-AVB (12)
0
“AF —A
0 (3) —AF-AVB
A>DBFAOB —(=AVB)FA

A>B,~(-AVB)FA>B A>DB,~(-AVB)F A
A> B,~(-AVB)I B
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A természetes levezetés rendszere
Példak

]
BB
(1 BF-AV B

A> B,~(-AV B)F -B

ADB,~(-AVB)FB ADB,~(-AVB)F -B
A> BF ——(=AV B)
A>DBF -AVB
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A természetes levezetés rendszere
Példak

(11) bizonyitasahoz lassuk be, hogy

~AVBFA>SB (13)

(9) (10)
-AFA>B BFADOB
-AVBFADB
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A természetes levezetés rendszere

AD B,—~BF —A

ADBF-BD>-A
Bizonyitas (14), (15):

0
A A>BF B

0 A>B,AF B

AS>B,A-B--B A>BA-BFB

A>B,-B,AF-B A>B,-B,AF B
A>SB,—BF -A
ASBF B> A
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A természetes levezetés rendszere

-BD-AFADB
Bizonyitas:

]
0 -BD>-A-BF-A
-B D> -A-B,AFA -B D> -A,-B,AF -A

B> A AF ——B
—B> -A Al B
B> -AFA>OB
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(15)
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A természetes levezetés rendszere
Példak

(15), (16) alapjan:

~FASB=-B>-A (17)

Bizonyitas:

ADBF-BD>-A -BO-AFADB
FADB=-BD>-A
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A természetes levezetés rendszere

F(AV -A) (18)

Bizonyitas:

0 0
A —(AV —A)F ~(AV -A) ~(AV —A),AF A

~(AV =A),AF ~(AV-A) —(AV-A),AFAV-A
~(AV —A)F -A

0 0
—A, —(AV —A) F —(AV —A) —~(AV —A),-AF -A

~(AV —A),-AF «(AV-A) —(AV-A),-AF AV A
~(AV —A)F ——A
~(AV-A)F A
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A természetes levezetés rendszere
Példak

—l(A V —|A) F—-A —l(A V —|A) HA
= —|—|(A vV —|A)
= (A V —|A)
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A természetes levezetés rendszere

ANBFBAA (19)

Bizonyitas:

0

0 B.AF A
ABFB ABFA
ABFBAA
ANBFBAA

Mihalydeak Logikai algoritmusok March 10, 2019 74 / 127



A természetes levezetés rendszere

AN(BVCO)E(AAB)V(AAC) (20)
Bizonyitas:
0 S
B,AFA 1] C,AFA 1]
A BFA A BFB A CEA ACEC
A BFAANB A CEFANC

ABF(AANB)V(AACQ) A CE(AANB)V (AN C)
A BVCF(AANB)V(AAQCQ)
AN(BVC)F(AAB)V(AAC)
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A természetes levezetés rendszere

(ANB)V(ANC)FAA(BV Q) (21)
Bizonyitas:
0 0 0 0
B,AF A C,AFA A B+ B A CHC
ABFA ACHA AANBF B AANCHC
AANBLE A ANCEA AANBFBVC AANCEBVC
(AANB)V(ANC)FA (ANB)V(ANC)EBVC

(AANB)V(ANC)EAA(BV Q)
(20) és (21) alapjan:

FAA(BVC)=(AAB)V (AN C) (22)
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A természetes levezetés rendszere

FAV(BAC)=(AVB)A(AVC) (23)

Bizonyitas: El6szor lassuk be, hogy

AV(BANCO)E(AVB)A(AV C) (24)
0 0
B+B CFC
0 B,CFB 0 CFAVC
AR A B,C-AVB AFA B,CHFAVC
AFAV B BANCHAVB AFAV C BANCEFAVC
AV(BANC)FAVB AV(BANC)FAV C

AV(BANC)FE(AVB)A(AV C)
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A természetes levezetés rendszere

Most lassuk be, hogy
(AVB)A(AVC)FAV(BACQ) (25)

0
Al A
A AV (BAC)

AV B,A- AV (BAC)

0 0
0 Bl B CkC
Al A B,CFB B,CrC
A AV (BA C) B.CFrBAC
A CFAV(BAC) B,CFAV (BAC)

AVB,CFAV(BAC)
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A természetes levezetés rendszere

AVB,AFAV(BAC) AVB,CHAV(BAC)
AVB,AVCFAV (BAC)
(AVB)A(AVC)F AV (BAC)
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A természetes levezetés rendszere
Példak

F(ADB)D(BDC)D(ADC() (26)

Bizonyitas: Hasznaljuk fel mar bizonyitott (6) szekvenciat.

ADB,A-FB B,BO>CHC
ADB,AABDCFEC
ADB,BDCAFC
ADB,BOCFADC

ADBF(BDC)D(AD ()

F(ADB)D(BD>C)D(ADC()
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A természetes levezetés rendszere

F(ADB)D(AD(BD>C))D(AD(C)

Bizonyitas: Hasznaljuk fel mar bizonyitott (6) szekvenciat.

AAD B

B AAAD(BDC)FBDOC

(27)

ALADB,AD(BDC)-B

AAADBAD(BDODC)FBDOC

AALADB,AD(BDC)FC

ADBAD(BDC)FADC

ADBF(AD(BD>C))D(ADC()

F(ADB)D(AD(BDC)D(AD ()

Mihalydeak

Logikai algoritmusok

A természetes levezetés rendszere

A De Morgan azonossagok:

Mihalydeak

- —(AAB) = (-AV —B)

- —(AV B) = (-AA —B)

Logikai algoritmusok

March 10, 2019

March 10, 2019
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A természetes levezetés rendszere
Példak

A (28) bizonyitasahoz el6szor lassuk be, hogy

~(AAB)F (=AV —B) (30)
0 0
SAE A ~BF B

(3) _~AF-AV-B 3y —~BF-AvV-B
—~(-AV-B)F A ~(-AV -B)F B

~(=AV-B)FAAB
~(AAB)F -AV -B

(3)
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A természetes levezetés rendszere

A (28) bizonyitasdhoz most lassuk be, hogy

-AV =B —(AAB) (31)
]
—AF —A (8)
0 B,-AF-A B,-BF —-A

1 A B,-AV-BF -A

A B+ A -AV-B,BF-A
AANBF A —AV -B,A B -A
-AV-B,ANBF A AV -B,ANBF —A

~AV -BF —~(AA B)
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A természetes levezetés rendszere

A (29) bizonyitasadhoz el6szor lassuk be, hogy

—-(AVB)F-AA-B (32)
] 0
AEA B+ B
(1) AFAVB (1) BFAVB
-(AV B)F-A -(AV B)F =B

-(AVB)F—-AA-B
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A természetes levezetés rendszere
Példak

A (29) bizonyitasahoz most lassuk be, hogy

—~AA-BF —(AV B) (33)
) )
—AF A —~BF —-B
—A,—BF —A —A,—-BF —-B

(2)—AA-BE=A 5y —AAN-BF-B
At =(=A A —B) B —(-AA-B)

) AV BF —~(~AA—B)
~AAN-BF —(AV B)
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Rezolicé az allitaslogikdban

Ertelmezések

e Kiloz: literalok egy halmaza.

e Egy klézt agy lehet tekinteni, mint literaljainak diszjunkciéjat.
@ Az egység kléz pontosan egy literalt tartalmaz.
o

Ha egy kl6z egyetlen literalt sem tartalmaz, akkor iires klézrdl
beszéliink, jele: [.

e Egy formula kléz formaja klézok egy halmaza. Ekkor maga a formula
a klézokbdl képzett diszjunkcidk konjunkcidja.

e Ha egy formula kl6z formaja egyetlen klézt sem tartalmaz, akkor a
formula jele 0.

@ Az abrazolas csak logikailag nem relevans kiilonbséget jelent:
pepVp
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Rezolicé az allitaslogikaban

Tétel
e Az allitaslogika minden formulaja kléz formaban reprezentalhaté: a
kl6z forma altal reprezentalt formula logikailag ekvivalens az eredeti
formulaval.

e Egy klozt trivialisnak neveziink, ha tartalmaz ugyanazon alapi pozitiv
és negativ literalt.

@ Legyen S kl6zoknak egy halmaza (azaz egy klézforma), és C € S egy
trividlis kléz. Ekkor a S\ {C} klézforma logikailag ekvivalens az S
kl6zformaval (azaz a nekik megfeleltetett formulak logikailag
ekvivalensek).
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Rezolicé az allitaslogikdban

Lemma

@ Az iires kloz (OJ) kielégithetetlen. (Az iires kléznak megfelels formula
kielégithetetlen.)

@ Az iires kl6zforma (az egyetlen kl6zt sem tartalmazé klézforma, azaz
() érvényes. (Az lres klézformanak megfelelé formula érvényes.)

@ Ahhoz, hogy egy kléz (azaz a neki megfeleltetett formula) kielégithets
legyen legalabb egy literaljanak igaznak kell lennie. (Ha nem tartalmaz
literalt, akkor nem lehet kielégithetd.)

@ Ahhoz, hogy a kl6zforma (azaz a neki megfeleltetett formula) érvényes
legyen, minden elemének érvényes kell lennie.
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Rezolicé az allitaslogikaban

Definicié
@ Legyen [ egy literal. Az | komplementerén /°-n a kdvetkezd literalt
értjuk:
e ha /| = p, akkor /¢ = —p;
e ha /| = —p, akkor I¢ = p.
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Rezolicé az allitaslogikdban

Rezollcié szabaly: allitaslogika
Legyen Cq, Gy két kloz agy, hogy | € Gy és [€ € C,.

@ A C kléz a G és G, klézok rezolvense, ha
C = Res(G, &) = (G\{/})U(C\{I})
@ a (7 és G klozok a C kloz sziilg klozai.

e a (g és G, klozok “iitkozs” klézok, (az /, I kiegészitd literalok miatt).

v

Megjegyzés
@ A halmazelméleti kivonas miatt két kléz rezolvense lehet az lires kléz
(0), ami kielégithetetlen.
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Rezolicé az allitaslogikaban

Lemma

Ha a (3 és (, tobb mint egy kiegészité literalpart tartalmaz, (azaz
h,h € C és If, IS € Gy), akkor rezolvensiik a trivialis kléz

(/2, /5 c Res(Cl, C2))

Megjegyzés
@ Nincs egyszerre tobb |épés:

Res({p,q},{P,a}) = {q,q}, azaz Res({p, q},{p, q}) # L.

@ Ha a (i és G, tobb mint egy kiegészits literalpart tartalmaznak, akkor
torolhetjiik Gket a klézhalmazbdél, és utana kell végrehajtani a
rezollciot.
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Rezolicé az allitaslogikdban

Tétel

Legyen C1, Co két kléz agy, hogy | € Gy és I € (5 és C = Res(Cy, Go. A
C kléz akkor és csak akkor kielégithets, ha C;, G, klézok kielégithetek. (A
rezolvens akkor és csak akkor kielégithetd, ha sziils klézai kielégithet&ek.)

Definicié
Egy konjunktiv normalformaja formula 3CNF alakd, ha minden eelemi
diszjunkcié pontosan 3 literalt tartalmaz.

Megjegyzés
A CNF és a 3CNF létrehozasa NP-teljes probléma (3CNF nem “keriil
tobbe”).
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Rezolicé az allitaslogikaban

CNF— 3CNF
@ Input: egy CNF alakd formula
@ Output: a bemenettel logikailag ekvivalens 3CNF alakd formula
o Minden G; =1}V 2V .-V I" az n; értéketd| fiiggs atalakitasok
végrehajtasa:
e Ha n; =1, akkor C; a kovetkez6 taggal helyettesitendé:
(v PV pE) AV =p v pE) AV pi v =pf) A (Y =pf v =p7),
ahol p}, p? 0j allitdsparaméterek.
e Ha n; = 2, akkor C; a kovetkezs taggal helyettesitendé:
(VN pr) AV Y =p7),
ahol p} 0 allitdssparaméter.
e Ha n; = 3, akkor nincs teendé.
e Ha n; > 3, akkor C; a kovetkezé taggal helyettesitendé:
(B Y DY A (ph v B p2) Ao A (opI 2V I ),
ahol p}, p?, .. .,p;’_3 aj allitdsparaméterek.
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Rezolicé az allitaslogikdban

A rezolicié eljarasa
@ Input: Egy S klézhalmaz.
@ Output: S kielégithet6 vagy kielégithetetlen.
50 )
Egy eddig nem valasztott iitkdzé klézpar kivalasztasa: {Ci, G} C S
C Res(Cl, C2)
Ha C nem egy trivialis kléz, akkor S;1 1 = S; U{C}, kiilénben S;11 = S;
@ Az eljaras leall, ha
o C =10
o Az iitkdz6 parok mindegyike sorra keriilt (nem létezik nem rezolvalt
itkoz6 par).
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Rezolicé az allitaslogikaban

Tétel (helyesség)

Legyen S egy klézhalmaz. Ha létezik rezolicié altali cafolata S-nek, akkor
S kielégithetetlen.

Tétel (teljesség)

Legyen S egy klézhalmaz. Ha S kielégithetetlen, akkor a rezolicié
eljarasanak eredménye az iires kloz ([J).
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Az allitaslogika SAT problémaja

@ Az igazsagtabla nem igazan hatékony.
@ Egy nem teljes algoritmus (a gyakorlatban) alkalmas lehet a probléma

Van-e igazan hatékony médszer annak eldontésére, hogy az
allitaslogika valamely formulaja kielégithets?

megoldasara:
o ha egy formula kielégitheté (azaz van modellje), akkor gyorsan talal
egy modellt;
e de: nem alkalmas a kielégithetetlenség megallapitasara.
SAT solver: olyan program, ami az allitaslogika egy formulajanak a
modelljét adja meg.

Hasznos: sok problémat lehet allitaslogikai eszkdzokkel kédolni.

Mihalydeak Logikai algoritmusok March 10, 2019 97 / 127

Az allitaslogika SAT problémaja

Ertelmezések

Kléz: literalok egy halmaza.
Egy klézt Ggy lehet tekinteni, mint literaljainak diszjunkciéjat.
Az egység kléz pontosan egy literalt tartalmaz.

Ha egy kl6z egyetlen literalt sem tartalmaz, akkor iires klézrdl
beszéliink, jele: .

Egy formula kl6z formaja kl6zok egy halmaza. Ekkor maga a formula
a klozokbdl képzett diszjunkcidk konjunkcidja.

Ha egy formula kl6z formaja egyetlen klézt sem tartalmaz, akkor a
formula jele 0.

Az abrazolas csak logikailag nem relevans kiilonbséget jelent:
pepvVp
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Az allitaslogika SAT problémaja

Tétel

e Az allitaslogika minden formulaja kl6z formaban reprezentalhaté: a
kl6z forma altal reprezentalt formula logikailag ekvivalens az eredeti
formulaval.

@ Egy klozt trivialisnak neveziink, ha tartalmaz ugyanazon alapi pozitiv
és negativ literalt.

o Legyen S kl6zoknak egy halmaza (azaz egy klézforma), és C € S egy
trivialis kléz. Ekkor a S\ {C} klézforma logikailag ekvivalens az S
kl6zformaval (azaz a nekik megfeleltetett formulak logikailag
ekvivalensek).

Mihalydeak Logikai algoritmusok March 10, 2019 99 / 127

Az allitaslogika SAT problémaja

Lemma

o Az iires kloz (OJ) kielégithetetlen. (Az iires kléznak megfelels formula
kielégithetetlen.)

@ Az iires kl6zforma (az egyetlen kl6zt sem tartalmazé klézforma, azaz
() érvényes. (Az lres klézformanak megfelel§ formula érvényes.)

@ Ahhoz, hogy egy kléz (azaz a neki megfeleltetett formula) kielégithets
legyen legalabb egy literaljanak igaznak kell lennie. (Ha nem tartalmaz
literalt, akkor nem lehet kielégithetd.)

@ Ahhoz, hogy a klézforma (azaz a neki megfeleltetett formula) érvényes
legyen, minden elemének érvényes kell lennie.
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Az allitaslogika SAT problémaja

Definicio
Legyen S és S’ két kl6zhalmaz (azaz két klézfroma). S ~ S’ ha S akkor és

csak akkor kielégithets, ha S’ kielégithets (azaz a kl6zformaknak
megfeleltetett formulak kielégithet&ségének feltételei megegyeznek).

Megjegyzés
S ~ S’ nem jelenti azt, hogy a két klézforma (és igy a nekik megfeletetett
formulak) ekvivalensek lennének.

o S={pqr,pq,pq}. S'={pq, pq}
® o(p) =0,0(q) =0,0(r) =1
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Az allitaslogika SAT problémaja

Definicié
@ Legyen [ egy literal. Az | komplementerén /°-n a kdvetkezd literalt
értjuk:
e ha /| = p, akkor /¢ = —p;
e ha /| = —p, akkor /€ = p.
o Legyen S kl6zok egy halmaza (azaz egy klézforma). Az I literal S egy
tiszta literalja, ha az / literal el6fordul S legalabb egy klézaban, de az /
komplementer literalja (azaz /€) S egyetlen klé6zaban sem fordul el6.

v

Tétel

Legyen S kl6zok egy halmaza (azaz egy klézforma), és az / literal S egy
tiszta literdlja. Legyen S’ az a klézforma, amelyet az S klézformabdl gy
kapunk, hogy az dsszes olyan klézt tordljilk S-bsl, amelyben [/ eléfordul.

Ekkor S ~ §S'.
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Az allitaslogika SAT problémaja

Tétel (Egység kloz)
Legyen {/} € S egy egység kl6z. Legyen S’ az a klézforma, amelyet az S
klé6zformabdl agy kapunk, hogy

@ egyrészt toroljik az dsszes olyan klozt S-bél, amelyben | eléfordul,

@ masrészt a fennmaradé klézhalmaz minden elemébdl téroljiik az /€
komplementer literalt.

Ekkor S ~ S’.

Bizonyitas
@ A klézforma értelmezése alapjan trivialis.

o S=/{r,pqr,pq,pq}, S' ={pq, rg, pq}
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Az allitaslogika SAT problémaja

Kovetkezmény
[1 kielégithetetlen. J

Az S = {{p},{p}} a kielégithetetlen p A —p formula klézformaja. A két
lepés utan S’ = {{}} = {O0}.
A tétel alapjan S =~ §’, igy [ kielégithetetlen.
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Az allitaslogika SAT problémaja

Definicié
Legyen C; és G, két kléz. Ha G C G, akkor a a (; kléz szubszummalja a
Co klozt.

Tétel
Legyen C1, Co € S, (7 szubszummalja Co-t, ' = S\ {G}. Ekkor S ~ §'.

Példa
S ={pr,pqr,qr}, S' = {pr,qr}
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Az Allitaslogika SAT problémaja

Definicié

Legyen S egy klézforma (azaz klézok egy halmaza), U pedig
allitasparaméterek egy halmaza. Az S U elemeivel valé atnevezését,
Ruy(S)-t agy kapjuk meg, hogy minden olyan literalt, amelynek alapja U
eleme, a literal komplementerével helyettesitjiik.

Tétel
S~ Ru(S)
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Az allitaslogika SAT problémaja

Davis-Putnam algoritmus

@ Input: Egy klézformaju A formula

@ Output: A kielégithets; A kielégithetetlen

@ Egységliteral szabaly: ha {/} € A (azaz | egy egységkdz A-ban), akkor
toroljiik az 6sszes olyan kl6z A-bdl, amelynek eleme /, és tordljiik /€
dsszes eléfordulasat a fennmaradé klézokbél:

@ Tiszta literal szabaly: ha / tiszta literal, akkor toréljiink minden olyan
klézt, amely tartalmazza az / literalt;

© Allitasparaméterek rezoltcié altali eliminaciéja: valasszunk egy p
allitasparamétert és végezziik el az Osszes lehetséges rezollciét azokon
a klézokon, amelyek tartalmazzak a p, p literalokat. Az eredményiil
kapott rezolvenseket adjuk hozzd a klézhalmazhoz, majd tordljik az
osszes olyan klézt, amely tartalmazza a p vagy a p literalokat.

© Az algoritmus leall, ha
@ eljutott az ires klézig ([J), ekkor a formulat kielégithetetlennek

mindsiti;
® ha nincs alkalmazhaté szabaly, akkor a formulat kielégithetének
mindsiti.
4
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Az allitaslogika SAT problémaja

Az algoritmus sziikségképpen leall:
e egy formula allitasparamétereinek halmaza véges;

@ a rezolicié altal el6allitott lehetséges klézok szama véges.

Az algoritmus helyességét az alabbiak biztositjak:

@ az egység klézokra vonatkozoé tétel;

@ a tiszta klézokra vonatkozé tétel:

@ a rezollciéra vonatkozé tétel.
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Az allitaslogika SAT problémaja

Rezollcié szabaly: allitaslogika
Legyen Ci, G két kloz agy, hogy | € Cy és [€ € C,.
@ A C kloz a (7 és G klézok rezolvense, ha
C=Res(C1, &) = (G \{I})U(C\{I})
@ a (7 és G klozok a C kloz szulé klozai.

@ a ( és (; klozok “iitkozs" klézok, (az I, /€ kiegészité literalok miatt).

v

Megjegyzés

@ A halmazelméleti kivonas miatt két kléz rezolvense lehet az lires kl6z
(O0), ami kielégithetetlen.

@ Ha a (7 és (, tobb mint egy kiegészité literalpart tartalmaz, (azaz
h,h € Gi és If,Is € Cy), akkor rezolvensiik a trivialis kléz
(/2, /2C c Res(Cl, CQ))

@ De nincs egyszerre tobb lépés: Res({p,q},{p,q}) = {q, g}, azaz
Res({p, q}.{p.q}) # U
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v

Az allitaslogika SAT problémaja

Definicio
Az egységliteral szabaly ismételt alkalmazasat (addig amig ez lehetséges)
egység propagalasnak vagy Boole kényszer propagalasnak nevezik.

@ A Davis-Putnam algoritmus: egy allitasparaméterhez kot6déen az
Ossze lehetséges rezolvens elGallitdsa nem igazan hatékony.

@ A DPLL algoritmus a paramétereliminaciét helyettesiti a formula egy
modelljének a keresésével.

Definicié
Legyen A egy klézforma, azaz klézoknak egy halmaza, és o egy parcialis
interpretacidja A-nak és C € A.

e Ha |C|, =1, akkor a g interpretacié kielégiti C-t.

e Ha |C|, =0, akkor C egy konfliktuskléz a g interpretaciéra nézve.
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Az allitaslogika SAT problémaja

DPLL algoritmus

A DPLL algoritmus egy parcialis interpretaciét terjeszt ki:
@ olyan paraméterekre, amelyek eddig még nem kaptak értéket;
@ a klézhalmazt kiértékeli az 4j parcialis interpretaciéra tamaszkodva;
@ a klézhalmazt egyszeriisiti az egység propagalas altal;

@ ha a klézhalmaz konfliktus kl6zt tartalmaz az adott parcialis
interpretaciéra nézve, akkor a parcialis interpretaciét nem lehet Ggy
kiterjeszteni, hogy minden kléz igaz legyen: ekkor egy j parcialis
interpretaciobdl kell kiindulni.

@ A DPLL algoritmus nem determinisztikus:

e az () paraméter valasztasaban;
e az (j paraméterhez rendelt érték meghatarozasaban.
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Az allitaslogika SAT problémaja

Heurisztikak

o Valasszuk azt a literalt (és ezaltal az alapjat mint paramétert), amely
leggyakrabban fordul el6 a kl6zhalmazban. (Mintha egységliteralnak
tekintenénk, azaz tortolni lehet az Gsszes olyan kléz, amely
tartalmazza a literalt, valamint a literal komplementerének
eléfordulasat a fennmaradé klézokbdl.)

@ Valasszuk azt a paramétert, amely a legrovidebb kl6zokban
leggyakrabban fordul elé.
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Szemantikai tablék

« klasszifikacioé
« a1 o
—= Ay A1
A1 N As Aq A>
—I(Al V A2) —A71 —A>
—|(A1 D) Az) A1 —A>
(Al = A2) (A1 D, A2) (A2 D, Al)

B klasszifikacio

5 51 52
—I(Bl N\ 32) By -B>
(Bl V BQ) B B>
(Bl D) BQ) —By B>
~(BL=B,) | =(B1 > By) | ~(B> > By)
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Szemantikai tablék

Szemantikai tablok algoritmusa
@ Input: az allitaslogika egy A formulaja.
@ Output: az A formula T szemantikai tabléja (jeldlt levélelemekkel)

© Kezdg allapot: a T szemantikai tablénak egyetlen csticspontja van (a
gyokere), a cstcs cimkéje {A}, a csiics nem jeldlt
© Legyen / egy nem jeldlt cstcspont a A(/) cimkével. Ekkor
@ ha A(/) egy literalhalmaz, akkor
o jeldlje x a csuicspontot, ha A(/) tartalmaz kiegészité literalpart (zart),
o jeldlje o a csticspontot, ha A(/) nem tartalmaz kiegészits literalpart
(nyilt).
® ha A(/) nem egy literalhalmaz, és C € A(/) nem literal, akkor a
klasszifikacié vezérli a kovetkezd lépést.
©® ha C a-formula, akkor /" az | egyetlen gyermeke és

A(l") = (AN \A{CH U{G, G}
@ ha C [S-formula, akkor I” és I"” az | két gyermeke gy, hogy

A(l') = (AN\{CH U{G} es A(1") = (AN \{CH U{G).
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Szemantikai tablék

Elsérendi kiterjesztés
@ Literal: zart atomi formula, valamint zart atomi formula negacigja.
o Klasszifikacié kiterjesztése:
@ v klasszifikacio:
gl (a)
VxA(x) | A(a)
—3xA(x) | —A(a)
@ 0 klasszifikacio:
) d(a)
IxA(x) | A(a)
—VxA(x) | —A(a)
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Herbrand modellek

Herbrand modell

e Fiiggvényszimbdlumok hasznalata esetén nehéz megadni/jellemezni a
lehetséges interpretacidkat.

@ Klézok halmazahoz azonban rendelheték kanonikus interpretaciok: a
Herbrand modellek.

e F6 tulajdonsag: ha egy kl6zhalmaznak van modellje, akkor van
Herbrand modellje is.

@ A Herbrand modellek kulcsszerepet jatszanak az elsérendii
rezolaciéban.
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Herbrand modellek

Definicié (Herbrand univerzum)

Legyen S egy klézhalmaz, 2 az S-ben el6fordulé névparaméterek halmaza,
S az S-ben el6fordulé fliggvényszimbdélumok halmaza. S Herbrand
univerzumat (Hs-t) a kovetkezd induktiv definicié adja meg:

@ Ha a; € A, akkor a; € Hs;
@ Ha fl.o c §, akkor f,-o € Hs;
o Ha f" € §(n>1), t; € Hs, akkor £"(t1,...,t,) € Hs;

Megjegyzés
@ Ha S-ben nincs névparaméter vagy 0-argumentumu

fliggvényszimbolum, akkor az induktiv definiciéban legyen a € Hs egy
tetsz6leges névparaméterre.

@ A Herbrand univerzum azokat az alapterminusokat tartalmazza,
amelyeket az S elemeibdl lehet képezni.

@ Ha van legalabb egy nem 0-argumentumu fliggvényszimbélum S-ben,
akkor a Herbrand univerzum végtelen.
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Logikai programozas alapeszméi

@ A rezollcié az automatikus tételbizonyitas alapveté eszkozeként jott
létre.

e Kideriilt, hogy a rezoltcié egy megszoritott médozata alkalmas
programozasi feladatok ellatasara: ezt val6sitja meg a logikai
programozas:

e A program klézok halmazaként jelenik meg.

o A lekérdezés egy kléz, amely ellentmondhat egy vagy tobb program
kléznak. (Ennek kideritése a cél.)

o A lekérdezés valéjaban a program eredményének a tagadasa.

e Ha a cafolasi eljaras sikeres, akkor a lekérdezés tagadasa logikai
kovetkezménye a programnak.
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Logikai programozas alapeszméi

Logikai hattér
@ Program kléz:
o a megfelels formula kl6zforméaja (azaz az Gsszes valtozé univerzalis
kvantifikacié valtozéja);
o egyetlen pozitiv literal (P(x), ez megfelel a VxP(x)) formulanak;

e L AL A---Nl, C I formula univerzilis lezartjanak megfelelé kl6zforma,
ahol Ip,..., I, és | pozitiv literdlok: egyetlen kl6zt tartalmaz:

(=h,=by .o =y, 1}

o Cél kléz: tegyiik fel, hogy be akarjuk bizonyitani, hogy a
g1 ANg A--- A gk formula logikai kdvetkezménye programklézok egy
halmazanak (ahol g; pozitiv literal).

@ Azaz: be kell latni, hogy a programklézok halmaza kiegészitve a
—(g1 A g2 N -+ A gk) formulaval kielégithetetlen

@ Ez utébbi formula viszont egy tiszta negativ literalokbdl all6 kléz:
{—g1,~8&2,- -, 8k}
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Logikai programozas alapeszméi

@ Mivel a cél kl6z csak negativ literalt tartalmaz, igy litkozés csak
valamely programklézzal lehet.

@ A rezolicié elvezethet az iires klézig, ami az eredeti halmaz
kielégithetetlenségét jelenti.

@ Elsé rendben fontos eszkoz az unifikacié.
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Logikai programozas alapeszméi

Definicié (Horn kléz)
A legfeljebb egy pozitiv literalt tartalmazé klézt Horn kl6znak nevezziik.

A pozitiv literal a kléz feje.

A negativ literalok alkotjak a kléz testét.

°

°

@ Tény: a pozitiv egység kldz.

o Cél kléz: a pozitiv literalt nem tartalmazé Horn kléz.
°

Program kl6z: a pozitiv literalt és egy vagy tobb negativ literalt
tartalmazé Horn kléz
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Logikai programozas alapeszméi

Jeldlés

@ BiA---NB, D Ahelyett A+ By,...,B,

@ Tény: A«

o Cél kléz: « By,...,B,

e Kiolvasas:
e A bizonyitasahoz bizonyitsd be By, ..., B,-t.
e A bizonyitasa By, ..., B, bizonyitasat jelenti.
o A kiszamitasdhoz szamold ki By, ..., B,-t.
e A kiszamitasa By, ..., B, kiszamitasat jelenti.
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Logikai programozas alapeszméi

Definicié
@ Az eljaras olyan nem cél Horn kl6zok halmaza, amelyek fejében
ugyanaz a predikatumparaméter szerepel.
@ A logikai program eljarasok egy halmaza.

@ Az adatbazis olyan eljaras, amely csak alaptényekbdl all (valtozékat
nem tartalmazé pozitiv literalokbdl).
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Logikai programozas alapeszméi

SLD rezolacié: (Selective Linear Definite (SLD) Resolution)

SLD rezolucié,példa, cél: +— Q(y, b), Q(b, z)
Q@ Qxy) « P(x,y)
Q@ Qxy) « P(x,2),Q(z,y)

3. P(b,a) 5. P(db) 7. P(fb) 9. P(ih)
4. P(c,a) 6. P(e,b) 8. P(hyg) 10. P(j,h)

o Q(y,b), kléz 1: < P(y,b), Q(b, 2)
e P(y,b), kléz 5.: < Q(b, z), helyettesités: {y — d}
@ csak egy literal van, a kléz 1. utan: < P(b, z)

@ csak egy literal van, kléz 3. utan [J, helyettesités: {z — a}

v

Azaz van egy cafolatunk a <— Q(y, b), Q(b, z) cél klézra a {y — d,z — a}
helyettesitéssel. A rezolacié helyessége alapjan Q(d, b) A Q(b, a) igaz a P
barmely modelljében.
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Logikai programozas alapeszméi

@ A cél kléz egy literaljanak a kivalasztasat meghatarozo szabaly a
szamitasi szabaly.

@ Az alkalmazott program kléz kivalasztasat meghatarozo szabaly a
keresési szabaly.

@ Az SLD rezolucié teljes a Horn klézok halmazara nézve (de nem teljes
altalanos esetben).

@ Az SLD céafolat érzéketlen a a szamitasi szabalyok valasztasara.

@ Az SLD cafolat nem vezet mindig eredményre a keresési szabaly
tetsz6leges valasztasa esetén.
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Cafolatok mint szamitasok?

@ Ha adott program klézoknak egy halmaza és egy lekérdezés (egy
pozitiv literalt nem tartalmazé cél kléz formajaban), akkor a sikeres
cafolat eredménye egy valasz, amit a megfelels helyettesités
(unifikacié) ad meg.

@ A szokasos programnyelvekben a szamitasi folyamatot a programozé a
program részeként alkotja meg explicit médon.

@ A logikai programozas esetén deklarativ formulakat ir a programozo,
amelyben az input és output viszonyat rogziti.

@ A rezolicids kovetkeztetési motor egy egységes implicit feliigyel
struktara (azaz a programozénak nem kell explicit médon megadnia).

@ A logikai programozas elvonatkoztat a felligyel6 struktaratél (pont gy,
ahogy a programozasi nyelvek elvonatkoztatnak az explicit meméria és
regiszter allokacioktdl, amelyeket meg kell tenni az assembler esetén).

v
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Koszonom a figyelmet!
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