Az informatika logikai alapjai 1

1.1. Az alabbi idézetek! koziil melyek fejeznek ki allitast? Miért, illetve miért nem?

(a) ,,Ez volt dm az ember, ha kellett, a gdton.”
(b) ,,Szép dcsém, miért dllsz ott a nap tizében?”

(¢c) ,Hej! ha én is, én is koztetek mehetnék,

Szép magyar vitézek, aranyos leventék!”

(d) ,, Toldi Gydrgy nagy ir volt.”

(e) ,Add ki, bdtya, tistént, ami engem illet;
Add ki a jussomat: pénzt, paripdt, fegyvert.”

1.2. Az alabbi kijelenté6 mondatok koziil melyek allitasok?

(a) A hét pdratlan szdm.

(b) A tiz nem oszthatd ottel.

(¢) Primnek nevezziik azokat a természetes szamokat, amelynek pontosan két osztdjuk van (maga a szdm
és 1).

(d) Minden étnél nagyobb pdratlan szdm elédll harom primszdm dsszegeként. (Goldbach-sejtés)

(e) z>0.

1.3. Mi a probléma a logikdban az alabbi kijelenté mondatokkal?

a) Fiam, aki Budapesten €él, biologus.

Ez az dllitds hamis.

(a)

(b) A Tisza mellékfolydja drad.

(c)

(d) A jelenleg uralkodd egyiptomi farad kopasz.

1.4. Vannak-e az alabbi mondatok k6z6tt olyanok, amelyek ugyanazt az allitast fejezik ki?
(a)

(b) Béla Anna felesége.

()

(d

Anna Béla férje.

Csaba Anna unokdja.
) Van olyan gyermeke Anndnak, aki szildje Csabdnak.
(e)

f) Itt van a kutya eldsva.
( y
)

Csaba valaki olyannak a gyermeke, akinek egyik szildje Anna.
(g) Ezen a helyen hantoltdk el az ebet.
1.5. Irjuk at a természetes nyelven megfogalmazott negaciokat a '’ jel hasznalataval a kovetkezé mondatokban!

A negécidjel argumentuméat hataroljuk zarojelekkel.

a) A tiz oszthato ottel.

(
(b) A tiz nem oszthatd ottel.
(
(d
(e) Az ébenfa fekete.

)
)
¢) Nem igaz, hogy a tiz nem oszthato éttel.
) Az ébenfa nem fehér.

)

L Arany: Toldi
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(f

Tévedés, hogy az ébenfa nem fekete.
(g) A csokolddét Péter megette.
(h) A csokolddét nem Péter ette meg.

(i) Nem igaz, hogy a csokolddét Péter megette.

)
)
)
)
(j) Nincs igaza annak, aki tagadja, hogy a csokolddét Péter megette.
(k) A probléma megoldhato.

(1) A probléma megoldhatatlan.

)

(m) Tévedés az, hogy a probléma megoldhatatlan.

1.6. Irjuk at a természetes nyelven megfogalmazott negaciokat a —, a konjunkciokat A jelek hasznalataval a

kovetkezd mondatokban! Az argumentumokat hataroljuk zardjelekkel.

(a) ,,Hervad mdr ligetiink, s diszei hullanak.” 2

(b) ,,Egy kdlomista pap s Csokonai

Egymdsnak voltak jobardtai.” 3

(¢) ,Elment, nem ldtom tobbé mdr soha,

FElment, nem ldtom tbbé mdr soha.” *

(d) ,,Tdn csoddllak, dmde nem szeretlek . . . "

(e) ,,Sem utddja, sem boldog dse,
Sem rokona sem ismerdse

nem vagyok senkinek.”®

1.7. A koéznyelvben a ,vagy” kotészot tobbféle értelemben hasznéljuk: megengedd, kizard és Osszeférhetetlen

értelemben. Az alabbi mondatokban doéntsiik el, milyen értelemben hasznaltuk a kétGszot.

(a) Zoltant vagy Gdbort magammal viszem.

(b) Vagy Zoltint viszem magammal, vagy Gdbort.

(¢) Egy angolul vagy németil beszéld idegenvezetd kiséri a latogatdkat.
)

(d) Melyik dllomds kévetkezik most? — kérdezi az egyik utas a mdsiktol. Vagy Téglds, vagy Ujfehérto —

feleli az.
(e) Kérlek, Tomi, tedd le most a kényvet — mondta az apja. Vagy eszik az ember, vagy olvas.
1.8. Irjuk at a természetes nyelven megfogalmazott negaciokat a —, a konjunkciokat A, a diszjunkciokat V jelek
hasznalataval a kovetkez* mondatokban! Az argumentumokat hataroljuk zarojelekkel.
(a) Elutazhatunk a Balatonra vagy a Mdtrdba, de nem utazhatunk a Balatonra is és a Mdtrdba is.

(b) Anna elmegy és Bella itt marad, vagy mind a ketlen elmennek, és Anna vissza sem jon, de Bella vagy

V18S2ajom, vagy meégsem jon vissSza.

(¢) Kizdrt, hogy nem vizsgdzom le logikdbdl vagy diszkrét matematikdabol elsére, mégis izgulok.

1.9. Irjuk at a természetes nyelven megfogalmazott negaciokat a —, a konjunkciokat A, a diszjunkciokat V, az

implikaciokat D jelek hasznalataval a kdvetkez6 mondatokban! Az argumentumokat hataroljuk zaréjelek-
kel.

2Berzsenyi: A kozelits tél
3Petéfi: Csokonai

4Ady: Egyediil a tengerrel
5Petéfi: Az Alfsld

6Ady: Szeretném, ha szeretnének
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(a) ,,Ha meghalunk, hdt meghalunk. ..””
(b) ,,Ha egy 4ri lécsiszdrral
taldlkoztam s bevert sdrral: Nem péroltem, -
Feélredlltam, letoroltem.”8
(¢c) ,,Csak akkor szilettek nagy dolgok,
Ha bdtrak voltak, akik mertek.”®
(d) ,,0 ha cinke volnék,
utra kelnék,
hé'mpdlng sugdrban
énekelnék - 710
1.10. Mely allitasok fejezik ki ugyanazt?
(a) Ha Julcsinak sikeril a dolgozata, megkapja a jelest.
(b) Ha Julcsinak nem sikeril a dolgozata, nem kapja meg a jelest.
(¢) Ha Julcsi megkapta a jelest, sikerilt a dolgozata.
(d) Ha Julcsi nem kapta meg a jelest, nem sikerilt a dolgozata.
(e) Csak akkor kapja meg Julcsi a jelest, ha sikeril a dolgozata.
(f) Csak akkor nem kapja meg Julcsi a jelest, ha nem sikeril a dolgozata.
1.11. , Reginam occidere nolite timere bonum est si omnes consentiunt ego non contradico.” — irta Meraniai

Janos esztergomi érsek hires levelében dodonai kétértelmiiséggel. Magyarul: , A kirdlyndt megdlni nem

kell félnetek jo lesz ha mindnydjan beleegyeztek én nem ellenzem.” Adjuk meg a lehetséges jelentéseket,

melyeket alabb formalizaltunk:

(a)

(b)

—(a kirdlynst meg kell 6lni)A(félnetek jo lesz) A(mindnyajan beleegyeztek D

-

én beleegyeztem)) A (én ellenzem)

(
(

—(a kirdlynst megolni félnetek kell)A(jo lesz)A(mindnyajan beleegyeztek D
(

—(én ellenzem))

7Ady: Hadak utjan

8 Arany: Epilégus
9Ady: A Tiiz csiholoja
10Webres: Buba éneke
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2.1. Legyenek X, Y és Z itéletvaltozok. Dontsiik el, hogy az alabbi jelsorozatok (teljesen zarojelezett) formulak-
e, azaz olyan formulak, melyek megadéasakor nem hasznalunk a zaréjelek elhagyasaval kapcsolatos megal-

lapodasokat és nem vezetiink be jeloléseket.

(a) (XAY)=Z) (8) (=X)
() (X AY)D=2) (M) (X 5 VY)
() ~(XVY
(i) (FXDY)D>~(XV2)
(d) ~(XVvY))
() (ZV XY) () X>Y>2Z2)
(f) (ZVvXAY) (k) ~(XVY D> -Z)

2.2. Hagyjuk el a lehets legtobb zarojelet a formulakbol.

(a) (XVY)D2) ) (X2Y)=(-XVY))

(b) (X VY)>2) (8) (XVY)>-2) = (X A=2))
(© (<X VY)AZ) > (X v 2)

(@) (X 2Y)A(Y 5 2)) > (=X vV 2) ) (X AY)>2)

(e) "(X2Y)D(YVZ)D(—XVZ) (i) (XA(Y D2)

2.3. Adjuk meg az alabbi formulak teljesen zarojelezett alakjat.

(a) XA-Y D Z (e) "X VY

(b) - XDYV-Z ) YODXA-Z
(C) “XVYD-YAZ (g) —XAY DZ
(d) —XVYD-YAZ (h) = (=X AY)DZ

2.4. Milyen (teljesen zardjelezett) formulat roviditenek az alabbiak?

(A= B)= ((A> B)A (B> A))

a) X=Y () XVY D-Z=XA~Z
(b) XOY =-XVY d) ~(X=Y)>ZV-X

2.5. Jelentse E, hogy , esik az esd”, S, hogy ,,strandolok”, N, hogy ,,napozok”, O, hogy ,,otthon maradok”. Mit

jelentenek természetes nyelven az alabbi formulak?
) (E>=(SVN))
) ((OD E)AN(EDO))
(¢c) (SD-E)
) (EANO)V (-EANS))
) (w0 D ((NA-E)VS))

2.6. Formalizaljuk az itéletlogika nyelvén a kévetkez6 mondatokat!

(a) Jancsi eltévedt az erdében, és nem taldlt haza.
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Jancsi eltévedt az erddben, de Juliska nem.

Jancsi eltévedt az erdében, bar jol ismerte az utat.

FEgészségtelendil taplalkozik, vagy keveset mozog.

Sajdt autdjdval megy, vagy hiv egy taxit.

Ha holnap siit a nap, akkor 10-kor vdrlak az uszoddban.

Csak akkor fejezziik be a gyakorlatot, ha mdr mindenki volt a tdbldndl.
Elmegyek moziba, feltéve, hogy van pénzem.

Akkor €s csak akkor stt a nap, ha holnap kimegyek az uszoddba.

Nincs jo idd.

Ha jo az idd, kirdndulni megyink.

Nincs j6 idd, és nem megytnk kirdndulni.

Csak akkor megyiink kirdndulni, ha jo az idd.

Nem fordulhat eld, hogy kirandulni megyiink, és nincs jo idd.

Ha esik az esd vagy fuj a szél, akkor nincs jo idd.

Esik az esd, pedig siit a Nap.

Ha esik az esd és stit a Nap, akkor szivdrvdanyt lehet ldtni, kivéve ha éppen a vdrosban vagyunk.
Ha vdrakozds nélkil kapok reggelit, akkor - foltéve hogy nem alszom el - nyolc drdra megérkezem.
Ha elalszom, nem kapok vdrakozds nélkil reggelit.

Ha nem alszom el, akkor reggelit is vdarakozds nélkil kapok, és meg is érkezem nyolc ordra.

Ha tinnepély lesz, a tanitds délben véget ér.

Ha osztdalyfondki ora lesz, a tornadra elmarad.

A tanitds nem ér véget délben, pedig iinnepély vagy osztdlyfénoki dra lesz.

Ha a szemtand megbizhatd, és az irdsszakértd véleménye helytdllo, dgy a bincselekményt akkor és
csak akkor kovették el elére megfontolt szindékkal, ha a taldlt ujjlenyomatok a tettestdl vagy esetleges

bintarsatol szarmaznak.

Ha a szemtanid megbizhato, az irdsszakértd véleménye helytdllo, és a taldlt ujjlenyomatok a tettestdl

szdrmaznak, akkor a bincselekményt elére megfontolt szandékkal kovették el.

2.8. Irjuk le az itéletlogika nyelvén.

Nemcsak X, hanem Y 1is.

X abban az esetben, ha Y .

Nem igaz, hogy ha X, akkor egyittal Y .
X, feltéve, hogy Y .

Bdr nem X, mégis Y .

Csak akkor X, ha Y .

Legfeljebb akkor X, ha Y .

X, kivéve, ha nem Y .
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(i
(i

) Akkor X, ha Y, de csak akkor.
)

(k) Vagy X, vagy Y, de nem mind a kettd.
)
)

Ha nem X, hdt legalabb Y .

(1) Ha X, akkor Y , feltéve hogy nem Z.

(m) Pontosan akkor X, ha nem Y.
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3.1. Adjuk meg az alabbi formulak kozvetlen részformulait, részformulaik halmazait és allapitsuk meg a logikai

Osszetettségiiket.

(a) X (h) ~(XDYV-Z)A-Y D Z

(b) ==X (i) ~ (X DY V-2

(c) XV () " XAXDY

(d) ~X VY (k) ~XVY D> -Z

() XVY D Z D) ~((X2Y)D(XD>-Y)DY))
(f) = (XVY) (m) XVY D-ZA-(XD-Z)
(g) " (XA-Y)D(ZV-X)) n) (XoVAYDZ)D-XVZ

3.2. Mely formula(ak) részformulaja(i) az alabbi formuldknak?

() XVY D -Z=XA~Z

i Z=X iii. ¥ O -Z
ii. "Z=XN-Z iv. XVY

b)) XD>-YAZ=YV-X

i. "YANZ iii. X DY
ii. Z=Y iv. .2YANZ=Y

() XOYA-Z=-XD-YAZ

. XDOY ii. Y A-Z
ii. " Z=-X>-Y iv. YANZ

3.3. Adjuk meg a megjelolt logikai OsszekotGjel hataskorét az alabbi formulakban, majd keressiik meg a 6
logikai Osszekots jelet!

@ @
(X DﬁY) o= (Y > 2)

S(XAZ) oY
® ® ® ®
<XDY\/—|Z>/\—\YDZ (X\/YDﬂZ)D—\Y/\Z
3.4. Legyenek X, Y, Z itéletvaltozok. Hanyféleképpen lehet zarojelekkel ellatni az aldbbi jelsorozatokat tgy,

hogy (teljesen zarojelezett) formulakat kapjunk?

(a) XD-YVYAZ
(b) XDYDZDO-XD-Y

3.5. Bizonyitsuk be, hogy egy formuldban a nyit6- és zardjelek szama megegyezik.

3.6. Legyen egy formulaban n helyen logikai 6sszekttGjel. Hany részformulaja lehet maximum a formulanak?
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3.7. Igazoljuk, hogy egy formula valamelyik részformulajat masik formulaval helyettesitve ismét formulat ka-

punk.

3.8. Adjuk meg a kovetkez6 formulak értékét a megadott interpretécidoban:

X v-x" Ti(X) =i
X v -x|" T(X)=h
X A X[ T3(X) =i
X A =X Iu(X)=h
X D -X[" Ts(X) =i
X > —x|" T(X) = h
X A=ZD-Y|" T:(X)=h Z:(Y)=h I:(Z) =h
(= (X A=Y) D (ZV=-X))[ Is(X) =h Ig(Y) =i Is(2) =1
(X DY V-Z)A-Y D Z[" To(X) =i To(Y) =i To(Z)=h
|- (~=X DY v —zZ)[F Tio(X) =h Ti(Y)=i Tio(Z) = h
-XAX D Y™ T (X) =i I (Y)=i Iu(Z) =i
X D (Y D X)[* T12(X) = h Tu(Y)=i
(Y D X) A (X V-Y)[Fe Tis(X) =i Tis(Y) = h
|=(=Y VX D X AY)[FH T1u(X) =h T (Y)=h
3.9. Hatarozzuk meg az alabbi formuldk értékét a megadott interpretacioban!
I(X) =1, I(Y) = h, I(Z) = h, IZ(W)=h

S(~(XDYV-Z)A-W D 2Z)
~(XA=Y)D ZV-X
“XANZDY VW
~(XANZ)DY
(Xo>-Y)>—-(Y D22
(XVYD-Z2)D-YAZ

3.10. Tegyiik fel, hogy egy formula igazsagértékét ismerjiik valamely interpretaciéban. Meg tudjuk-e hatarozni

ezen ismeret birtokdban egy maésik, alabb megadott formula igazsagértékét?

(a
(b

X=-Y ha|X=Y|=1
X=-Y,ha|X=Y|=h

¢) (XDY)DZ halY|=1

)
)
(c)
(d) (XDY)D (=Y > -X), ha|V|=i
() XAYDXVZ hal|X|=iés|Z|=h
(f)

(g) " XAY=XVY,ha|XDY|=1

f) - XAYDXVY,ha|XDY|=i
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4.1. Mely allitasok igazak az alabbiak koziil?

(a) Minden kielégithets formula logikai torvény.

(b) Van olyan kielégithets formula, mely térvény.

¢) Minden logikai torvény kielégithets.

(
(d) Csak az a formula logikai torvény, mely kielégithetd.

e) Ha egy formula ellentmondéas, akkor kielégithetetlen.

(
(f) Ha egy formula kielégithetetlen, akkor negaltja kielégithetd.

g) Ha egy formula kielégithetd, akkor negaltja ellentmondas.

(

(h
(i
(J
(k
(1

Egy formula akkor és csak akkor kielégithets, ha negéltja ellentmondaés.
Egy formula pontosan akkor térvény, ha negéltja ellentmondas.

Ha egy formula negaltja kielégithets, akkor az ellentmondas.

Minden formula vagy kielégithets, vagy ellentmondas.

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

Minden formula vagy nem logikai torvény vagy ellentmondas.
4.2. Milyen szemantikai tulajdonsagokkal rendelkeznek az alabbi formulak, azaz melyik kielégithetd, torvény,
ellentmondéas?

Dontsiik el a kérdést igazsagtablaval!

(a) " XAY D(XVY)

(b) (X DY) D (X A-Y)
() ~(X D2 -¥Y)A(=Z DY)
(d) ~(X A= (Y A=(Z Vv =X)))
) X

(€) X2 (Y > (Z>-X))

4.3. Adjunk meg (amennyiben lehetséges) egy-egy olyan interpretéacio, melyben az alabbi formulak igazak!

(@) (XDYVZO)A-(-XVY)A(ZDWVY)
(b) “(XAY DA EW D-Z)AN(Y D W)
() (XVYDYANZD)AN(ZDX)N(ZVY)
(d) ~(XVYDZOANZVY)ANWVX)ANY VZD-W)
4.4. Hatarozzuk meg a szemantikai definiciok mentén (igazsagtabla nélkiil), hogy az alabbi formulak koziil

melyek torvények!

(a)
(b) X D> (-Y D (ZD (U D (W D-X))))
) (X Do2Y)A(X DY) DX

)

(d) " XVYANZ)D(-XVY)AN(-XVZ)

4.5. Hatarozzuk meg a szemantikai definiciok mentén (igazsagtabla nélkiil), hogy az alabbi formulak koziil

melyek ellentmondasok!

(a) (X D>-Y)D>~(YDX)
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) (XAYDZ)A=(Y D (X D2))

) (XOYIAY DZ2)N(XA-Z)
4.6. Ekvivalensek-e az alabbi formulédk? Bizonyitsuk igazsidgtablavall

(a) (XVY)AX ~y X
(b) (XAY)VX ~y X
(
d) (XDY)DZ ~y (YDX)D2Z

e

)
)

) XVY D Z ~y (~XA-Y)VZ
)
) XD (Y D2 R XD>(Z2Y)
)

(e) X
f) X>¥ >2) o (X>Y)>Z
4.7. Ekvivalensek-e az alabbi formulak? Bizonyitsuk a szemantikai definiciok segitségével!

(a) XVYDZ ~y ZVY DX

(B) (XOY)V(ZOW) g —(XAZ)V (=Y A=W)

4.8. Létezik-e olyan interpretacié, melyben az alabbi formulahalmaz minden formulaja igaz? Indokoljon!

{XVYVZ-XD-Z,XVYD-XAZ}
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5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

Legyenek Pp, P, valamint K egy kovetkeztetés premisszait illetve konkluzidjat leiré formulak. Mely
allitasok igazak az alabbiak koziil?
) Ha a kovetkeztetés helyes akkor P; A P, D K logikai torvény.
) Ha P; A P, D K logikai torvény, akkor a kovetkeztetés helyes.
(¢) A kovetkeztetés pontosan akkor helyes, ha P; A Py A =K ellentmondés.
)

A kovetkeztetés pontosan akkor helyes, ha { Py, P», ~K} formulahalmaz formulaji egyetlen interpre-

tacidban sem lesznek egyszerre igazak.
Ha a kovetkeztetés helytelen, P, A P, D —K logikai torvény.
Ha a kovetkeztetés helytelen, Py A P, D - K kielégithetd.

)
)
g) Ha P; A P, ellentmondas, akkor a kovetkeztetés helyes.
) Ha K ellentmondas, akkor a kovetkeztetés helyes.

)

Ha K ellentmondas, akkor a kdvetkeztetés csak akkor helyes, ha P; A P, ellentmondas.
Talalhato-e olyan interpretéacio, mely az alabbi formulahalmazok valamelyikének minden formulajat kielé-
giti?

) {XDYVZ —~(-XVY), ZDUVY }

b) {-(XAYDZ), -UD-Z, YD-U}

Dontsiik el tablazat segitségével, hogy az alabbi kovetkeztetések helyesek-e!

Premisszal:

P (XV-Y)DZ
Py ~XV-Z

Kovetkeztetések:

a.) YVZ
b.) -Y D7

Formalizaljuk az alabbi mondatokat! Ddntsiik el tablazat segitségével, hogy az alabbi kovetkeztetések
helyesek-e!
Premisszal:

Py Ha Zoltan hazudik, akkor Janos csak akkor fillent, ha Imre igazat mond.

Py, Jdnos fillent, de ha Zoltin hazudik, akkor Imre nem mond igazat.
Kovetkeztetések:

a.)  Ha Imre nem mond igazat, akkor Jdnos fiillent.

b.)  Ha Jdnos fillent, akkor Imre nem mond igazat.

Dontsiik el a szemantikai definiciok segitségével, hogy az alabbi kovetkeztetések helyesek-e!

Premisszal:

P (XV-Y)A(ZDW)
P, =(YVZ>XVU)

Kovetkeztetések:

a) K>X
b.) -W>Z
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5.6. Formalizaljuk az alabbi mondatokat! Dontsiik el a szemantikai definiciok segitségével, hogy az alabbi

kovetkeztetések helyesek-e!

Premisszal:

Py, Csak akkor megyek boltba, ha elfogyott a tej vagy kevés a kenyér.
P, Nem igaz az, hogy nem megyek boltba vagy elfogyott a tej.

P Amennyiben kevés a kenyér, ugy liszt sincs mdr vagy elfogyott a tej.
Kovetkeztetések:

a.)  Csak abban az esetben megyek boltba, amennyiben liszt mdr nincs, de nem fo-
gyott el a tej.
b.)  Ha nem fogy el a tej, akkor kevés a kenyér.

c.)  Ha elmegyek a boltba, akkor liszt mdr nincs.
5.7. Formalizaljuk az alabbi mondatokat! Dontsiik el a szemantikai definiciok segitségével, hogy az alabbi
kovetkeztetések helyesek-e!
Premisszal:

P, Nem igaz az, hogy ha rossz iddt josoltak mdra de siit a nap, akkor esik az esd.
P,  Ha nem fuj a szél, nem is esik az esd.

Ps  Csak akkor siit a nap, ha a szél nem fij.
Kovetkeztetések:

a.)  Ha rossz idét josoltak mdra, akkor nem fuj a szél, és az esd sem esik.

b.)  Csak akkor nem fuj a szél, ha nem josoltak rossz idét mdra.
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6.1. Tekintsiik az aritmetika (Ar) nyelvét és természetes interpretdcidjdt informalisan a kovetkezsképpen:

Ar = ({szt},{P},{f, g, b}, {nulla})

Jelentse szt a nemnegativ egész szamokat!

A nyelv szinbolumai és az interpretacié informalis leirasa:

Pr 21 interpretacio
P (szt, szt) egyenlGség predikatum
Fn Vo interpretacio
f (szt, szt) rakovetkezd egész
g (szt, szt, szt)  Osszeadas
h (szt, szt, szt)  szorzas
Cnst V3 interpretacio
nulla (szt) 0

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

0 = nulla
r=y = Pz,y)
sz = f(z)
r+y = g(x,y)
xxy = h(z,y)

Formalizaljuk az Ar nyelv természetes interpretdcidjaban az alabbi mondatokat! Vezessiink be 4j jeloléseket

ahol ez sziikséges.
1. Az x és y szamok nem egyenlGek.
2. Az x szam kisebb vagy egyenls, mint az y.
3. Az x szam kisebb, mint az y.
4. Az x szdm osztja az y szamot.
5. Az x prim szam.
6. Végtelen sok prim szam van.
7. Véges sok prim szam van.
8. Az ikerprimek szdma végtelen.
9. Minden nem negativ szam felirhaté négy nem negativ szam négyzetének 6sszegeként!

10. Ha x > y, akkor x + z > y + z.

Tekintsiik az aritmetika (Ar) nyelvének olyan interpretéciojat, mely az el6bbitsl csak annyiban kiilonbozik,

hogy az szt fajtahoz az egész szamok halmazat rendeli! Hogyan formalizalhatok ekkor a fenti mondatok?
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6.2. Tekintsiik a geometria (Geom) nyelvét és természetes interpretdcidjdat informalisan a kovetkezSképpen:

Geom = ({pt,et,st},{P,Q, R},0,0)

Legyen a fajték jelentése a kovetkezd:

Srt  valtozok interpretéacioé

pt A, B,C,... a3 dimenziés euklideszi tér pontjai
et e, f,g,... a3 dimenzids euklideszi tér egyenesei
st a,b,c,... a 3 dimenziés euklideszi tér sikjai

A nyelv szinbélumai és az interpretacio informalis leirasa:

Pr V1 interpretacio

P (pt, pt) két pont egyebeesik
Q (pt, et) az egyenes tartalmazza a pontot
R

(pt, st)  a sik tartalmazza a pontot

Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

A=B+= P(A,B)
Ace = Q(Ae)
Aca = R(A a)

Formalizaljuk a geometria (Geom) nyelvének természetes interpretdcidjiban az alabbi mondatokat! Vezessiink

be 1j jeloléseket, ahol ez sziikséges.

1. Az e egyenes az a sikban van.

2. Az e és f egyenesek egybeesnek.

3. Az a és b sikok egybeesnek.

4. Az e és [ egyenesek parhuzamosak.

5. Az e és f egyenesek kitérdek.

6. Az e és f egyenesek pontosan egy pontban keresztezik egymaést.

7. Az e egyenes egy pontban dofi az a sikot.

8. Az a és b sikok parhuzamosak.

9. Barmely két nem egybeesd pontra pontosan egy egyenes illeszthets.

10. Barmely ponton &t pontosan egy, a pontot nem tartalmazoé egyenessel parhuzamos egyenes hizhato.
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Legyen L els6rendii logikai nyelv definialva a kovetkezSképpen:

Ll = <{71}7{P7Q7R}7{f79}7{c}>

e z,y,z, ... valtozok m fajtajuak
o v1(P)=(m), wn(Q)=(m,m), ri(R)=(m1,m1)
o vo(f) = (m,m), wa(g)=(m1,m)

e v3(c) = (m)

7.1. Az alabbi kifejezések koziil melyek m fajtaju termjei az L1 nyelvnek?

(a) ¢ (e) e(x)

(b) = (f) f(e)

(c) F(x) (8) flg(x))

(d) fle,z) (h) flg(z,y),2)

(a) P(c) (e) 3uf(x)

(b) Q(x) (f) V=P(z) A f(z)

(¢) =P(=f (=) (8) 3e(P(c) V R(f(c),y))
(d) R(f(2),9(x)) (h) =3zR(P(c), f(x))

) P(x)
() Q=)

) —~f(¢)

) g(c, f(x))
(i) P(z) D JzQ(z,x)
() 3f (@) P(f(2))

)

)

(k) =f(c) AVYQ(y,y)
(1) P(zAy)



Az informatika logikai alapjai 16

Legyen Lo els6rendii logikai nyelv definialva a kovetkezSképpen:

Ly = <{7T177T2} 5 {Pa QvR} ’ {fagv h} ; {Ca 6}>
e x,y, 2z, ... valtozok m fajtajuak, «, 8,7, ... valtozok mo fajtajuak
o 1(P)=(m), n(Q)=(m,m), v(R)=(m2,m2)

o va(f) = (m1,m2), ra(g) = (m1,m1,m2), va(h)= (m2,m2,m)

(a) f(c,x) (d) f(h(e €)) (&) 9(f(z), f(c))
(b) A(f(2), 9(z,y)) (e) f(e) () f(f(g(z,9)))
(©) flg(z,x)) (f) 9(Q(c), R(e)) (i) g(c, f(z))

7.4. Az alabbi kifejezések koziil melyek formulai az Lo nyelvnek?

(a) JeR(e, a) (e) ~Q(z,Q(x))
(b) FQ(x, f(x)) > VaP(h(f(z),e)) () 3-aP(x)
(¢) ~P(x)V f(z) (8) flz,9(c,x))
(d) Q(f(x),€) > ~R(e, @) (h) VQ(z,a) > P(x)
7.5. Legyenek az alabbi kifejezések valamely alkalmas elsrendi nyelv elemei! (P,Q, R, ... predikdtum szim-
bolumok, f, g, h, ... fliggvény szimbolumok, a, b, ¢, .. . konstansok szimboélumok és z,y, z, . . . valtozok.)

e hatarozzuk meg a formulék logikai- és a termek funkcionalis Gsszetettségét,

e adjuk meg a kozvetlen részkifejezéseiket!

P(z)V Q(z,y) O P(f(x)) A Q(f(x),y)
Va(P(z) V Q(z,y) O P(x) A Q(z,y))
flg(z,y))
9(

J
|
~~
=
=

8
:_/
~
—~

8
S~—"

7.6. Legyenek az alabbi kifejezések (a megel6zd feladathoz hasonlé modon) valamely alkalmas elsérendi nyelv
formlai!
e hatarozzuk meg az egyes valtozo el6fordulasok statuszat,

o készitsiik el (ha sziikséges) a formulék valtozoiban tiszta alakjat!

(a) P(z)VQ(z,y) D P(f(x)) AQ(f(x),y)
(b) P(x) Vv Q(z,y) D P(2) AQ(z,y)
(c) VaTy(P(x) vV Q(z,y) D P(f(x))) A Q(f(x),c)
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(d) Vy3z(P(y) vV Q(y,z) > P(f(y))) N Q(f(x),c)

x) 5 JxP(x) v Q(z,y)

z) D JyP(y) vV Q(y, x)

e Talalhato-e a fenti formuldk kozt olyan, mely kongruens az aldbbiak egyikével?

i. Kongruens-e (a) vagy (b) formulavak: P(y)V Q(y,x) D P(f(y)) A Q(f(y),z) ?

P(f(y) AQ(f(y),

( (b)

ii. Kongruens-e (c¢) vagy (d) formulavak: Vy3z(P(y) V Q(y,z) D

ili. Kongruens-e (e) vagy (f) formulavak: Vo (P(z) D JyQ(y, f(v))) V Q(y,c) ?
( ( Q(

iv. Kongruens-e (g) vagy (h) formulavak: P(z) D JyP(y)V Q(y,z) ?

c)?
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Legyen Lo els6rendiilogikai nyelv definidlva a kovetkez&képpen:
Ly = ({m,m2} ,{P,Q, R}, {f,9,h},{c,€})
e x,y,z, ... valtozok m fajtajuak, «, 8,7,... valtozok mo fajtajuak
o n(P)=(m), n(@Q)=(m,m2), n(R)=(r2,m)
o o(f) = (m,m2), wa(g) = (m1,m1,m2), va(h)= (m2,ma,m1)

e v3(c) = (m), wvs(e) = (m2)

8.1. Készitsilink interptetéaciot Lo els6rendii logikai nyelvhez, amely eleget tesz az alabbiaknak!
e 7 fajtaju individuumok halmaza: {1,2}
e 7y fajtaju individuumok halmaza: {a,b}

8.2. Készitsiink olyan interpretaciot az Ar nyelvhez, mely a természetes interperetdciotol annyiban kiilonbozik,

hogy univerzumat az egész szamok adjak!

8.3. Formalizaljuk alkalmas els6rendd nyelven az alabbi mondatokat. Készitsiik el a nyelvek egy-egy interpre-
taciojat!
(a) e Mindenki, aki az elsé padban iil, kabatot visel.

e (sak azok nem iiltek az ablak mellé, akiknek kék szemiik van.

e Senki nem iil ablak mellett, aki kabatot visel.

(b) e Minden olyan nap, amikor esik az es@, és hideg van, faradt vagyok.
e Minden téli honapra esé nap hideg van.

e Van olyan hideg nap, mely nem téli honapra esik.

Legyen L elsérendi logikai nyelv definidlva a kévetkezdképpen:

Ly = <{7T}7{P7Q}7{fvg}v{c}>

e z,y,z, ... valtozok m fajtdjuak

e v3(c) = (m)

Legyen I az L3 elsérendi logikai nyelv alabbi interpretacioja:

I= <ISTt7 IPT‘7 IFn7 ICnst>

L ISrt(ﬂ—) = {17273a4} fI(Oé) =5—«
gl(aaﬁ) :|Oé75|+1
o Ip,(P)=P', Ip(Q)=Qf )
I {z haa=1vagy a =14
Plla) =
h egyébként

o Irn(f)=f" Irn(9) =9¢'
i haa>p

o Icnsi(c) = h egyébként
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8.4. Hatarozzuk meg az alabbi L3 nyelvi termek értékét I interpretacidban a megadott valtozokiértékelés

mellett!

(a) "= (d) [f(g(e, )l
(b) [y|"* (e) lg(f (@), FI'=
(c) [f(e)f" (£) £ (gl g(y. )"

(a) Jy|"r () |f(g(z, gly,c)))|""
(b) lg(f(x), fF(y)]"r

8.5. Hatarozzuk meg az alabbi L3 nyelvd formulédk értékét I interpretécidoban k valtozokiértékelés mellett!
k(x) =1,k(y) =3

(a) [P(y)|"" () By(Q(f(0),y) > =~Q(e, Fy))I"
(b) [VzP(z)|"* (g) [F2P(z) D> Vo-Q(z, f(x))|""

() 1Q, y)|"" (h) [Vz3y-Q(z, f(y))|""

(d) 1Q(z,y) > =Q(f(x), f(y))|"" (i) [B2vy=Q(=, f(y))|""

(e) V2(Q(f(x),y) > =Q(=, f(y))|"" () Y2y (Q(z, f(y)) v Q(f(y), z))| "~
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9.1. Készitsilink olyan valtozokiértékeléseket L3 nyelv I interpretaciéjahoz, melyben az alabbi formulak igazak,

vagy igazoljuk, hogy nincs ilyen valtozokiértékelés!

(a) [F2Q(z, f(y))|"r =

(b) [V2(Q(z, f(y)) vV P(y)["

¢) [Ba~(Q(x, f(y)) vV P(y))|" =i
)

)

(
(d) [=Q(y. f(c)) A=Q(f(c), y)|"* =i
(e |_‘Q(Z‘ f( ))/\‘!Q(f(gj),x”[ﬁs =

9.2. Konstrualjuk meg (ha ez lehetséges) az L3 nyelv olyan interpretacioit és ezekben olyan valtozokiértékelést,

melyen az alabbi formulék igazak!

(a) VaVy(Q(z,y) > ~Q(y, x)) (f) ~Vavy(Q(z,y) > ~Q(y,x))

(b) Va(P(z) V Q(z,c)) D Fz-Q(z, ) (8) ~(Va(P(z) v Q(z,¢)) D Jz=Q(x,c))
(c) VaVy(P(z) AQ(y,x) D ~P(y)) (h) FzIy—(P(2) A Qy, ) D ~P(y))
(d) Qz, f(=)) A =Q(y, f()) (i) Qz, f(z)) vV -Q(y, f(y))

(e) VadyQ(y,z) A =FyvVzQ(y, z) (i) VzdyQ(y, ) vV -IyvzQ(y, x)

9.3. Legyenek az alabbi kifejezések valamely alkalmas egy fajtaju elsérendi nyelv formulai! (P,Q, R,... pre-
dikdtum szimboélumok, f, g, h, ... fliggvény szimboélumok, a, b, c, ... konstansok szimboélumok és z,y, z,

valtozok.) Mely formulék tautologikusan igazak az alabbiak koziil?

(a

) Qz,c) V=Q(y,c)
(b) VaP(x) D VyP(y)
(¢) ~(VaP(z) vV IyQ(y,c)) O (=VaP(z) A ~TyQ(y,c))
(d) “VzQ(z,c) D Fz—-Q(z,¢)
)
)

e) (VzP(x) D JyR(y)) V Iz—P(x)

(
(f) (VaP(z) D JyR(y)) vV ~VzP(x)

9.4. Legyenek az alabbi kifejezések valamely alkalmas egy fajtaju elsérendi nyelv formulai! (P,Q, R, ... pre-
dikdtum szimboélumok, f, g, h, ... fliggvény szimbdélumok, a, b, c, ... konstansok szimboélumok és z,y, z, . ..

valtozok.) Mely szemantikai tulajdonsagoknak tesznek eleget az alabbi formulak?

e logikai torvény,
o kielégithetd,

e cllentmondaés.

(a) VaQ(z,c) D Jz—-Q(z,c) (h
(b

) ) Fx=Q(x,¢) O ~VyQ(y, c)
) P(c) > 3zP(x) (i) VzP(z) > 3y(Q(y,y) v P(y))
(¢) Vo3yQ(z,y) O IyVzQ(z,y) (3) FvaQ(z,y) O VayQ(z,y)
(d) Va3yQ(z,y) > IyvzQ(y, ) (k) FyVzQ(y, x) > VaIyQ(z,y)
(e) VzP(z) VVaR(z) D Vz(P(x) V R(x)) (1) JzP(z) V3zR(x) D Fz(P(x) V R(x))
(f) ) 3z(P(z) A R(x)) D FxP(x) A FzR(x)
)V ) (FzP(x) D VaQ(x)) D Vz(P(z) D R(z))

f) JxP(z) A JzR(x) D Jx(P(z) A R(z)) (m

(&) Va(P(z) D R(z)) D (-VaP(z) VVrR(z)) (n
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10.1. Legyenek az alabbi kifejezések valamely alkalmas egy fajtaju elsérendd nyelv formulai! (P,Q, R, ... pre-
dikdtum szimbolumok, f, g, h, ... fliggvény szimbolumok, a, b, c, ... konstansok szimboélumok és z,y, z, . . .

valtozok.) Mely formulék ekvivalensek az alabbi formulasorozatokban?

(a) i Va((P(z) D Q(x)) A (Q(z) D R(x)))
ii. Vz(P(x) D R(z))
ili. Vo (P(z) D Q(x)) AVz(Q(z) D R(x))
(b) i VzP(x) AVzQ(z)
ii. Vz(P(x) A Q(x))

(¢) i

ii.

—3z(=P(z) V =Q(z))
JxP(z) AVaQ(x)
(P () A Q(x))
—Va(P(z) 5 -Q(x))
Vo P(z) VVzQ(z)
Va(P(z) v Q(x))

-3z P(z) DO -Jz-Q(z)
JzP(z) V VaQ(z)
Fu(P(z) v Q(x))

iii.
(d) i
ii.
il.
(e) i

ii.

10.2. Formalizaljuk alkalmas elsérendt logikai nyelven az aldbbi kijelentéseket, és keressiik meg az ekvivalens
allitasokat!

(a) 1.

ii.

Mindenki aki alaposan felkészil, jo jegyet fog szerezni.
Csak azok szereznek jo jegyet, akik alaposan felkésziiltek.
iii. Csak azok késziltek fel alaposan, akik jo jegyet fognak szerezni.
i. Minden nap esett az esd, vagy egyetlen nap sem wvolt szél.

. Nem igaz az, hogy ugyan volt nem esds nap, de nem minden nap telt el szél nélkiil.
iii. Ha volt szeles nap, akkor nem volt esds nap sem.

i. Minden kosaras apja sportol.

. Nem igaz, hogy nincs olyan kosaras akinek nem sportold az apja.

iii. Akinek az apja nem sportolé az nem kosaras.
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11.1. Mely alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek a megadott itéletlogikai formulak?

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

o literal

e clemi konjunkcio

e elemi diszjunkcid

e konjunktiv normal forma

e diszjunktiv normél forma

(&) X () (X5-¥)> 2
(b) =X V=Y 0 x

O (G) (XVY)AZ

(d) -Y

(e) (XVY)VZ k) (XOY)AZ

(f) (X/\Y)/\—'Z (]) ﬁ(A)(\/Y)\/ﬁ(y\/z)
(8) "(XAY)AZ (m) ("X VY)A(-Y VZ)

Készitsen az alabbi formulaval ekvivalens ugyanakkor kisebb logikai Osszetettségti formulat (alkalmazza

az egyszertsitési szabalyokat)!

(a) ~—X (f) ~(=X v -Y)

(b) (XV-YV-X)DY (g) ~(mX A-Y)

() (XA=YA=X)DY (h) =X DY

(d) (XVY)A(ZAY) (i) =X DY

(e) (XAY)V(ZVY) (G) (X AY)D(XAY)

Hatarozza meg a kovetkezd itéletlogikai formulak diszjunktiv normal forméjat (alkalmazza a disztributi-
vitési szabalyokat)!

(a) XA (Y VZ)

(b) (X VY V-Z)A(UV-W)

() ( XVY)AN(ZV-UVW)A(SYV-T)
Hatarozza meg a kovetkezs itéletlogikai formulak konjunktiv normal formajat (alkalmazza a disztributi-
vitési szabalyokat)!

(a) XV (=Y A-Z)

(b) (XAEYV=Z)V(UAN-W)

() ( XVaY)V((=ZVv-UVW)A(SV-T))
Hatéarozza meg a kovetkezd itéletlogikai formulak konjunktiv és diszjunktiv normaél formajat! Egyszert-
sitsen ahol ez lehetséges!

(a) XD D>(Z>2U))

b)) (XDY)DZ)DU

(¢) "(XVY)D~(XA—-Z)
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(d) «(XVYVaZ)AUV-W)
e) (XA (=Y V=2))D-(U>D-W)
f
g) ~((X Vv 2)> (2> -X))

)

(e)

) (XVZ)N(ZD-X)
)

h) (XA-Y)V((nZD-UVW)D(SVv-T))

(
(
11.6. Legyenek az alabbi kifejezések valamely alkalmas egy fajtaju elsérendd nyelv formulai! (P,Q, R,... pre-

dikatum szimbolumok és x,y, z, . .. valtozok.)! Adja meg a formulék prenex alakjat!
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12.1. Formalizalja a kdvetkez6 allitasokat alkalmas elsérendi logikai nyelven!

e Ha akad, aki elvégezze a munkdt, akkor mindenk: elégedett lehet.
o Aki elégedett lehet, az nyugodtan alszik.

e Jdnos elvégzi a munkdt.
Az el6bbi allitasokat premisszaként tekintve, mely kovetkeztetések helyesek az alabbiak koziil?

(a) Mindenki nyugodtan alszik.

(b) Ha Jdnos nem végzi el a munkdt, nem alhat nyugodtan.
12.2. Formalizalja a kdvetkez allitasokat alkalmas elsérendi logikai nyelven!

e Ha egy részecske nyugalmi tomege 0 és a részecske bozon, akkor ez a részecske foton.
e A Higgs részecske nem foton, de bozon.

o Nem minden 0 nyugalmi témegtd részecskére igaz, hogy foton.
Az el6bbi allitasokat premisszaként tekintve, mely kovetkeztetések helyesek az alabbiak koziil?

(a) Léteznek nem 0 nyugalmi tomegd részecskék és nem minden részecske bozon.

(b) Nem igaz az, hogy minden részecske 0 nyugalmi témegd és bozon.
12.3. Formalizalja a kdvetkez allitasokat alkalmas elsérendi logikai nyelven!

e Nem igaz az, hogy ha van, aki nem kelt kordn, akkor van olyan is, aki nem tanult.

o Mindenki, aki hamar nyugovdra tért, kordn kelt.
Az el6bbi allitasokat premisszaként tekintve, mely kovetkeztetések helyesek az alabbiak koziil?

(a) Nem igaz az, hogy ha mindenki tanult, akkor mindenki hamar nyugovdra is tért.

(b) Nem mindenki tért hamar nyugovora.
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13.1. Adjon meg az alabbi szekventekkel ekvivalens formulékat! Egyszertsitsen, ahol ez lehetséges!

(a) —» (X DY) d) (XDY)—
(b) X 5 Y ) XVY 5YVZ
() XAY 5YAZ (f) X,Y -V, 2

13.2. Bizonyitsuk be Gentzen-kalkulus segitségével hogy az alabbi itéletlogikai formulak logikai torvények!
(a) Predikatumkalkulus axiémaja
XO>¥D2)>(XDY)D(XD2)
(b) De’Morgan torvényei

i SXA-Y D=(XVY) i, X VY D (X AY)
i (X VY)D =X A-Y iv. «(XAY)D-XV-Y

(¢) Implikacio atalakitas

L(XDY)D-XVY fii. “(X2Y)DXAY
i. - XVYD(XDY) iv. XA-Y D=(X DY)

(d) Peirce torvénye
(X2Y)oX)o X

(e) Reduktio ad absurdum
XO2YV)A(XD-Y)D X

(f) Elstag felcserélése implikacioban

(X>2¥>2Z)o (¥ >(XD22)

(g) Az implikaci6 6ndisztributivitasa
LXD2F22)>(X2Y)>(X>2)
i (X2Y)D(X2>Z2)>(X> (Y D2Z)
(h) Az implikaci6 tranzitivitasa
(ADB)A(BDC)D(ADC)
(i) Kontrapozicio
L (XDY)D (Y D -X)
. (Y D>D-X)D(X DY)
(j) Konjunkci6 disztributivités
L(XVY)ANZD(XANZ)V(Y NZ)
i (XAZ)VYANZ)D(XVY)NZ
(k) Diszjunkci6 disztributivités
LXAY)VZD(XVZ)AN(Y VZ)
. (XVZ2)ANYVZ)D(XAY)VZ
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13.3. Bizonyitsuk be Gentzen-kalkulus segitségével hogy az alabbi elsérendi formulak logikai torvények!

(a) De’Morgan kvantoros torvényei
i. (-VaP(x) D 3Jz—P(z)) A (3z—P(x) D ~VzP(z))
ii. (=3zP(z) DVz—P(x)) A (Vz-P(z) D -JxP(x))
(b) Kétoldali kvantorkiemelés
i. 3zP(x) VvV IzQ(x) D Jx(P(z) vV Q(x)
ii. Jz(P(x) vV Q(z)) D 3zP(x) vV IzQ(z
ili. VoeP(z) AVzQ(z) D Vz(P(z) A Q(x)
iv. Vz(P(z) A Q(z)) D VYaP(z) AVzQ(x

—_— — — —



