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Hipersik

Ha w € R" és b € R adottak, akkor a w'x + b = 0 egyenlet
x € R" megoldésai egy hipersikot hatdroznak meg, ahol w a
hipersik normalvektora.

A hipersik a teret két féltérre bontja:
» {x|w'x+b>0} (a hipersik feletti féltér)
» {x|w'x+b<0} (ahipersik alatti féltér)

Megjegyzés: a hipersikot az egyenloséggel a hipersik feletti
féltérhez csatoltuk, ugyanigy csatolhatndnk a hipersik alatti
féltérhez is.



Tavolsag a hipersiktdl (1)

Tekintsiik a w'x 4+ b = 0 egyenlettel meghatarozott hipersikot.
Barmely x vektor kifejezhetd

. w
X=X+ r—-:
P

lw
alakban, ahol x, a vektor merdleges vetiilete a hipersikra, r pedig
x-nek a hipersiktél mért tdvolsiga.



Tavolsag a hipersiktdl (2)

Y
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Tavolsag a hipersiktdl (3)

A g(x) = w'x + b mennyiség az x vektor tavolsagit méri a
hipersiktdl. Lasd:

T

g(x):WT (Xp+f|| H) (wap—&—b)—i—rL w

[[w]]

WTW
= g(xp) +r—o—r = rllw||
— [[wl

Azaz g(x) az x vektor a hipersiktél mért tavolsdganak a

konstansszorosa. Ekkor az x vektor a hipersiktdl mért tvolsaga:

6
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Tavolsag a hipersiktdl (4)

Az elébbiek alapjan a hipersik tavolsaga az origétdl:
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Tévolsag a hipersiktdl (5)
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Linearis szeparalasi feladat (1)

Tekintslink egy olyan bindris osztalyozasi feladatot, ahol a két
osztaly linearisan szepardlhatd, azaz szétvdlaszthatd egy
hipersikkal.

Ehhez legyenek adottak (x;, y;) elemparok, ahol x; € R",
yi € {—1,+1} pedig egy osztdlycimke (i = 1,..., N).

Ha a két osztdly linedrisan szeperdlhatd, akkor alkalmas w és b
mellett teljesiil, hogy

w'x;+b>0, hay =+1,
w'x;j+b<0, hay =-1.

Rogzitett adatok esetén sok ilyen elvdlasztd hipersik adhaté meg,
keressiik meg az optimalisat!



feladat (2)

[asi

7

Ve

aris szepard

Line

10/112



Margé (1)

Jelolje d a hipersikhoz legkozelebbi olyan vektor tavolsdgat a
hipersiktdl, amelyre y; = 41, d_ pedig a hipersikhoz legkozelebbi

olyan vektor tavolsdgat, amelyre y; = —1. A hipersik margéja a
p = d+ + d_

tavolsag.

Megjegyzés

Az elvdlaszté hipersikot lgy szoktdk a megfelel6 irdnyba
parhuzamosan eltolni, hogy a két osztily legkozelebbi pontjaitdl
azonos tavolsagra legyen, azaz dy = d_. A tovabbiakban ilyen
elvalaszté hipersikot feltételeziink.
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Margé (2)
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Tartévektorok (1)

Tartévektoroknak (support vectors) nevezziik az elvédlaszté
hipersikhoz legkozelebbi vektorokat. Ezek nagyon fontosak, mert
ezeket a legnehezebb osztilyozni.
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Tartévektorok (2)

Y
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Optimalis elvalaszté hipersik (1)

Vélasszuk a maximalis margdju elvalasztd hipersikot!

Ez egy j6 stratégia, mert nagy margd esetén altaldban jobb az
altaldnositasi hiba, mint kis margé esetén. (Intuitivan: ha a margé
kicsi, akkor a dontési hatar barmilyen kis perturbdcidjanak elég
jelentds hatdsa lehet az osztalyozésra.)

Kis margé esetén nagyobb eséllyel Iéphet fel modell tdlillesztés.
A fentiekre egy formalisabb magyarazatot ad a strukturalis

kockazat minimalizalds (SRM — Structural Risk Minimization)
modszere.
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lis elvélasztd hipersik (2)
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Linearis szeparalasi feladat (djra)

Az alabbi médon médositjuk a feladat megfogalmazasat.

Linedris szepardlhatdsag esetén w és b megfelel6 skalazasaval
mindig elérhet6, hogy az aldbbi teljestljon:

wx, +b>1, ha y; = +1,
wixi+b< -1, hay =-1.

Ez tomoren a kdvetkezd alakba irhaté!:

yiw'x; +b)>1  (i=1,...,N).

!Itt hasznaljuk ki, hogy az osztélyokat a {-1, +1} halmazbdl vett értékekkel

cimkéztiik fel.
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Optimalis elvalaszté hipersik (tjra) (1)

A wTx + b= =41 egyenletek egy-egy, az elvilaszté hipersikkal
parhuzamos hipersikot hatdroznak meg, egyenléség a tartévektorok
esetén teljesiil.

Egy xs tartévektor tdvolsdga az elvdlaszté hipersiktdl a kordbbiak
szerint:

_g(x) _wixe+b_ [ o hays=+L
—%, ha ys = —1.

w

Ezért a margd
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Optimalis elvalaszté hipersik (tjra) (2)

2

Azt az elvdlasztd hipersikot védlasszuk, amelyre a p = W]

maximalis.

margd

Ez ekvivalens annak a hipersiknak a valasztasaval, amelyre ||w||
[lw|[?

minimalis, amivel ekvivalens minimalizaldsa. Azért ezt a
célfuggvényt érdemes valasztani mert négyzetosszegként egy
kvadratikus optimalizalasi feladatot kapunk.

19/112



A feladat megfogalmazasa optimalizalasi problémaként

Feltételes optimalizaldsi probléma:

P
w

feltéve, hogy  yi(w'x;+b)>1, i=1,...,N.

Mivel a célfiiggvény kvadratikus és a korlatozasok linedrisak a w és
b paraméterekben, ezt konvex optimalizaldsnak nevezziik, amely
a szokdsos Lagrange-multiplikator médszerrel oldhaté meg.
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (1)

frjuk fel az aldbbi, Gn. Lagrange-fliggvényt:

N
1
Lp = §HwH2 -> N (%(WTX/ +b) - 1),

i=1

ahol a \; > 0 paramétereket Lagrange-multiplikatoroknak
nevezziik.

A feltételes optimalizalasi probléma megolddsat dgy kapjuk, hogy
meghatdrozzuk az Lp Lagrange-fliggvény nyeregpontjit. (A w és b
paraméterek szerint minimalizalni, a \; paraméterek szerint pedig
maximalizalni kell Lp értékét.)

A fenti Lagrange-fliggvényt primal Lagrange-fliggvénynek nevezik,
a megoldandé optimalizalasi feladatot pedig primal feladatnak.



Az optimalizalasi probléma megolddsa (2)

A Lagrange-fiiggvény minimalizdldsdhoz venniink kell és nulldva
kell tegyik Lp w és b szerinti derivaltjat:

OLp &

78W =0=w= i:E 1 A,'y,'X,', (1)
N

alp B

i=1

A Lagrange-multiplikatorok azonban tovabbra is ismeretlenek!

A (1) képletben w-re kapott eredmény azt jelenti, hogy az
elvalasztd hipersik az inputvektorok linedris kombinacidjaként
adddik, ahol az egylitthatdk a Lagrange-multiplikatorok az
osztdlycimke szerinti eldjellel véve!

A (2) képlet azt mutatja, hogy a két osztilyhoz tartozd
Lagrange-multiplikdtorok osszege megegyezik!

N
N

N



Az optimalizalasi probléma megoldésa (3)

Teljestilnek az aldbbi, tn. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek:

Alyiw % +b)—1] =0, i=1,...,N.

Ez azt jelenti, hogy az y;(w'x; + b) — 1 egyenletet kielégit6
tartévektorok kivételével minden Lagrange-multiplikator 0.

Ezért a w vektor szamoldsakor csak a tartévektorokat kell
figyelembe venni! Az elvalaszté hipersik paraméterei csak a
tartévektorokhoz tartozé tanitépontoktdl fognak fliggeni, Gjabb
nem tartévektor tanitéd pont hozzdadasa az adatallomanyhoz az
elvalasztd hipersikot és igy az osztalyozast valtozatlanul hagyja.



Az optimalizalasi probléma atfogalmazésa (1)

Ugy fogalmazzuk 4t az optimalizaldsi problémat, hogy ha az
eredeti feladatnak van optimalis megoldasa, akkor az atfogalmazott
problémanak is, és az optimalis értékeik megegyeznek.

24 /112



Az optimalizalasi probléma dtfogalmazésa (2)

Legyen
LD—Z)\ —fZA)\Jy,ny Xj,
ij=1

ahol A\; > 0. A feladat Lp maximalizalasa, feltéve hogy teljestilnek
az alabbiak:

LYY Nyi=0,
2. Ai>0minden i =1,..., N esetén.

A fenti Lp fliggvényt dudlis Lagrange-fliggvénynek nevezik, a
megoldandé optimalizéldsi feladatot pedig dudlis feladatnak.?

2Az Lp fliggvényt tgy kapjuk, hogy az Lp primal Lagrange-fiiggvénybe w
helyére behelyettesitjiik az (1) képlet eredményét, valamint egyszeriisitést
végziink a (2) képlet eredménye alapjdn.

N
&

N



Az optimalizalasi probléma dtfogalmazésa (3)

A szamol3s részletezése, felhasznalva az (1) és (2) formuldkat:

) N N N
Lp :§||WH2 —w' Z AiYiXi —b2 Aiyi+ ; Ai

i:1:W -
N ! N
Son w3 (L) (s
j=1

N

Z % Z )\;)\jy,-ij,ij =1Lp

=1 ij=1
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Az optimalizalasi probléma atfogalmazésa (4)

Az Lp dudlis Lagrange-fiiggvény mar csak a
Lagrange-multiplikatorokat és a tanuldéadatokat tartalmazza!
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Optimalis elvélaszté hipersik
Jeldlje S a tartévektorok indexhalmazét az {1,2,..., N}
halmazban. Ha meghataroztuk az optimalis \; értékeket, akkor az
aldbbi lesz az optimalis elvalasztd hipersik w paraméterének értéke

(Id. (1)):

N

_ opt _ opt
Wopt = § )\,' YiXj = E )\Sp YsXs.

i=1 seS
Ugy kapjuk meg az optimdlis elvdlaszté hipersik b paraméterének
értékét, hogy véve egy x; tartdvektort amelyre ys = +1,:
T
bopt = ¥s — WopeXs.

Robusztus becsléshez a legszerencsésebb ha az osszes tartévektorra
ezen paraméterértékeknek az atlagat vessziik:

t T
Opt ‘S| Z Optxs |S| s ()/s Z )\;?/P ys/XS/X5>

seS s'eS



Osztélyozas

Az optimalis elvélasztd hipersik birtokdban

f(z) = sgn (wzptz + bopt)

prediktalja egy z € R" vektor osztalycimkéjét, azaz z egy linedris
fuggvényének eldjele prediktalja az osztalycimkéjét.

Valdjdban az osztdly predikciéhoz sincs mdsra sziikséglink csak a
tartévektorokra és a hozzatartozé Lagrange-multiplikatorokra:

f(z) = sgn (Z APtyx] z + bopt>

seS

és mint lattuk bop: is csak a tartévektoroktdl fligg. I/gy az osztaly
predikcidja is csak akkor valtozik meg egy z vektornak amennyiben
megvaltozik a tanité adatdllomany, ha ez a véltozds hatdssal van a
tartévektorokra is. Lathatd, hogy f(z) csak belsészorzatokon
keresztiil fligg az input tanitévektoroktdl.



aris szeparélas hibaval (1)

Ve

Line
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Linearis szeparalas hibaval (2)

Az el6z06 4dbran a B, hipersik tokéletesen szétvélasztja a két
osztalyt, a By hipersik azonban nem.

Ez azonban nem feltétleniil jelenti azt, hogy B> jobb Bi-nél, mivel
a B; altal hibdsan osztalyozott P és @ pont zajnak felelhet meg.

B: a jobb elvalaszté hipersik, mivel a nagyobb margé
kovetkeztében kevésbé hajlamos a modell tilillesztésre.
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Linedrisan nem szepardlhatd eset (1
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Linearisan nem szeparédlhaté eset (2)

A linerisan szeparalhaté osztdlyokra kidolgozott konstrukcidt
kiterjeszthetjiik olyan esetekre, amelyekben nem lehetséges az
osztalyok tokéletes szétvalasztasa egy hipersikkal.

Egy olyan elvdlaszté hipersikot keresiink, amely egy
kompromisszumot jelent az elkovetett osztalyozasi hibdk és a

margé szélessége kozott.

A probléma kovetkezOként bemutatdsra keriil6 megfogalmazasa
puha margéként (soft margin) ismert.
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Linearisan nem szeparélhaté eset (3)

A linedrisan szeparalhaté eset egyenl6tlenség alaku korldtozasait a
linedrisan nem szepardlhaté esetre gyengitjik az alabbi médon:

WTX;—G—bZ].—é',', hayi:‘i’la
wixi+b< —1+&, hay,=-—1,

ahol &;-k nemnegativ értéki, Ggynevezett kiegészité valtozék
(slack variables).

A fenti egyenl6tlenségeket tomoren
yiw'xi+b)>1-¢, i=1,...,N, (3)

alakba irhatjuk.
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Linearisan nem szeparélhaté eset (3)

Egy &; kiegészitd valtozd az elvalaszté hipersik hibajat jelenti az x;
vektor esetén, amikor a hipersikot hasznaljuk a két osztdly
szétvalasztasara:
» Ha 0 < &; <1, akkor az x; vektor a hipersik megfelel6 oldalara
esik, azonban vagy a margéra (& = 0) vagy a margdn beliilre.
» Ha & > 1, akkor az x; vektor a hipersik nem megfelel6
oldalara esik.

A tartévektorok azok a vektorok, amelyekre egyenloség all fenn
a (3) képletben. Nem sziikséges azonban, hogy egy xs
tartévektorra & = 0 teljesiiljon!
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A feladat megfogalmazasa optimalizalasi problémaként

Ugy mddositjuk a linedrisan szeparilhaté eset célfuggvényét, hogy
szerepeljenek benne a hibat képviseld kiegészitd valtozok.

Tekintstik az alabbi feltételes optimalizalasi problémat:

Iwl? -y
min (2 + CZ§;>
i=1
feltéve, hogy  yi(w'xj+b)>1—¢, &>0, i=1,...,N.
A célfliggvényben szereplé C egy olyan pozitiv érték(i paraméter,

melyet a felhasznald kell hogy meghatdrozzon, és amelyet
regularizaciés paraméternek is neveznek.
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (1)
A probléma primal Lagrange-fliggvénye:
1 N
_ 2 .
= 3P+ €36
=

N

_Z/\,<y, w ' x; + b) —1+§> Z“f“

i=1

ahol \; és u; paraméterek, tgynevezett Lagrange-multiplikdtorok,

amelyekre \; > 0 és pu; > 0 minden i = 1,..., N esetén.

Teljeslilnek az alabbi, Gn. Karush-Kuhn-Tucker feltételek:

Ailyi(w %+ b) —1+&] =0, pi&i =0, i=1,...,N.
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (2)

Az Lp Lagrange-fliggvény w, b és &; szerinti elsérend(i derivaltjait
nullava téve a kovetkez6 egyenleteket kapjuk:

oL N

P

OWZOZ>W:§)\;)/,'X;
N

dlLp

W —0:2)\,_}/, =0

OLp

=0 A i = C, i=1,....,N
¢, — +u ]
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Az optimalizalasi probléma megoldésa (3)

Az elébbiek felhaszndldsdval a linedrisan szeparalhaté eset
mintdjara az aldbbi dudlis Lagrange-fliggvény alkothaté:

N
1
Lp = E Ai — 5 § NNjyiyixi x;,
i—1 i

amely azonos a linedrisan szepardlhaté adatok dudlis
Lagrange-fliggvényével.

A korabbiakhoz hasonléan Lp maximalizaldsa a feladat, feltéve
hogy teljesiilnek az aldbbiak:

N
2.0< )\ <Cmindeni=1,...,N esetén (ez az dn.
doboz-feltétel).3
3A korabbi, \; > 0 feltételeket azért cseréltitk 0 < \; < C feltételekre, mert

a A\ és u; multiplikdtorok nemnegativitdsa miatt \; + u; = C azt jelenti, hogy
egyik Aj sem haladhatja meg C-t.
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (4)

A szamolas részletezése:

N N N N
L2 T
Lp =5 llw[” —w Zl)\i)/ixi_bzl)\i)/i‘le)\i"i'Zl(C—)\i_,Ui)gi
= = = R

=w =0

N 1 N AL AL
DI A SUE D SEE I DR
) i=1 i=1 Jj=1

N 1 N

T

:Z)\; - 5 E )\;)\jy,-ij,- Xj = LD
i=1 ij=1
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (5)

A )\; Lagrange-multiplikatorok a linedrisan szepardlhaté esethez
hasonldan csak a tartévektorok esetén nemnulla értékiiek.

A X+ pi = C és pi&; = 0 egyenletekbdl kovetkezik azonban, hogy
ha \; < C, akkor & = 0.

Ebbol kovetkezik, hogy kétféle tartévektor van:

» Ha 0 < A\; < C, akkor xs olyan tartévektor, amelyre £ = 0.
(Ezek a tartévektorok a jéoldali margéra esnek.)

» Ha A\s = C, akkor xs olyan tartévektor, amelyre & > 0. (Ezek
a tartévektorok vagy a margén beliil vagy a hipersik masik
oldalan vannak.)
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Optimalis elvélaszté hipersik
Ha meghatdroztuk az optimalis \; értékeket, akkor az alabbi lesz
az optimalis elvdlasztd hipersik w paraméterének értéke:

N
o opt _ opt
Wopt = E )‘,' YiXi = E >\5p YsXs.
i=1

seS

Jeldlje 8’ C S azon tartévektorok s indexét melyre & = 0. Ugy
kapjuk meg az optimdlis elvdlaszté hipersik b paraméterének
értékét, hogy vesziink egy xs tartdvektort, amelyre s’ € S’. Ekkor

T
bopt = Ys — WoptXs/

ahol a robusztus becslés érdekében szintén érdemes az osszes
szébajohets esetre atlagolni:

OPt ‘Sl| Z opth |S/‘ Z (ys/ Z)\oPtySX X5/>

s'eS’! s'eS’! seS



Osztélyozas

Egy z € R" vektor osztdlycimkéjének prediktdldsa az optimélis
elvalaszté hipersik birtokdban pontosan gy torténik, mint a
linedrisan szeparalhaté esetben:

f(z) = sgn (Z APtyex] z + bopt>

seS
A predikcié csak az x] z és x] x, belsészorzatokon keresztiil fiigg

az input tanitévektoroktdl, amelyek gyorsan szamolhatdak.
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A C paraméter hatdsanak szemléltetése (1)

Az alabbi osztalyozasi feladat segitségével szemléltetjik a C
paraméter hatdsat az optimalis elvdlaszté hipersikra.

Példa

Tekintsiik az irisz virdgok adatdllomanyabdl csak a foltos nészirom
(Iris versicolor) és a virginiai nészirom (lris virginica) viragok
adatait. Osztalyozzuk a virdgokat a sziromlevél hossza és
szélessége alapjan a bemutatott konstrukcié segitségével.

A kovetkez6 abran jol lathatd, hogy a két osztily linedrisan nem
szepardlhaté. Mindkét osztdlyba 50-50 virdg tartozik.
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A C paraméter hatdsanak szemléltetése (2)
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A C paraméter hatdsdnak szemléltetése (3)

Petal.Width
2.0
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A C paraméter hatdsanak szemléltetése (4)
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A C paraméter hatdsdnak szemléltetése (5)
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A C paraméter hatdsdnak szemléltetése (6)

C=100
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A C paraméter hatdsanak szemléltetése (7)

C | Tartévektorok | Tanitd halmazon
szdma mért pontossig
0,1 50 95%
1 24 95%
10 15 95%
100 12 94%
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Nemlinearis SVM

Az el6z6leg bemutatott mindkét konstrukcié annak megfelelen
osztalyoz egy vektort, hogy az az optimalis elvdlaszté hipersik
melyik oldalara esik.

Egy mddszertant adunk az SVM olyan adatokra torténo
alkalmazdsara, amelyek egy hipersik segitségével nem vélaszthaték
szét megfelelden két osztdlyra.
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Példa linedrisan nem szepardlhaté adatokra
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Alapotlet

Transzformaljuk az adatokat egy olyan nagy dimenzidszami térbe,
amelyben azokat mar megfelelGen szét lehet valasztani két
osztalyra egy hipersik segitségével. A transzformdacié nemlinedris
fuggvények felhasznéldsaval torténik.
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Implementacids kérdések

Az alapotlet kapcsan felmeriilé implementacids kérdések:

» Nem vilagos, hogy adott adatok esetén pontosan milyen
leképezést hasznaljunk.

> Ha ismernénk is a megfeleld leképezést, szamitasigényes lehet
a feltételes optimalizalasi feladat megoldasa a sokdimenzids
térben.

Egy olyan mdédszert adunk, amely a fenti problémakat megfelelGen
kezeli. Latni fogjuk, hogy nem sziikséges a leképezés explicit
megadasa, és a felmeriil6 feltételes optimalizalasi feladat is
hatékonyan megoldhatdé.
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Linearis szeparalas a transzformdlt térben (1)

Tegyiik fel, hogy ismerjiik azt a ® transzformaciét, amely az
adatokat egy olyan m-dimenzids térbe transzformadlja, amelyben
mar lehetséges azok linedris szeparalasa. Legyen

®(x) = (¢1(x), .-, ¢m(x)),
ahol minden ¢; egy nemlinearis fiiggvény (i = 1,..., m).

A ® leképezés altal meghatdrozott transzformalt teret
tulajdonsagtérnek (feature space) nevezik.
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Linearis szeparalas a transzformdlt térben (2)

A transzfomalt térben a

m

> widi(x) +b=0

i=1
egyenlettel adhaté meg egy elvalaszté hipersik, amely tomoren
w' ®(x)+b=0

alakba irhaté.

Megjegyzés
Ha a w vektort kibdvitjik a wg = b elemmel, a ® vektort pedig a
¢o(x) = 1 leképezéssel, akkor a hipersikot meghatarozé képlet

w'd(x) =0

alakot olt.
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A feladat megfogalmazasa optimalizalasi problémaként

A korabbiak mintdjira az aldbbi feltételes optimalizalasi probléma
fogalmazhatdé meg:

wl?
mvjn( 5 —i—C;ﬁ;)

feltéve, hogy  yi(w ®(x;)+b)>1—-¢, &>0, i=1,...,N,

ahol C a felhaszndl6 altal meghatadrozott nemnegativ értéki
paraméter.

A problémat pontosan tgy oldhatjuk meg a Lagrange-multiplikator
modszerrel, mint a kordbbi hasonlé problémat.
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (1)

Az aldbbi dudlis Lagrange-fiiggvény alkothaté:
N 1
LD = Z A,‘ — § Z )\,-)\J-y,-yjd)(x,-)Td)(xj).
i=1 ij

A korabbiakhoz hasonléan Lp maximalizalasa a feladat, feltéve
hogy teljesiilnek az aldbbiak:

2. 0< A< Cmindeni=1,..., N esetén.

Megjegyzés

Minddssze annyi valtozott a dudlis Lagrange-fliggvényben, hogy
benne az x,ij belsé szorzatok helyett a transzformalt térbeli
®(x;) " D(x;) belsd szorzatok szerepelnek.
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (2)

A feltételes optimalizalasi feladat megoldasira a korabbiakhoz
hasonldan teljesiil

N
W = Z /\,-y,-tb(x,-).
i=1
Ha meghataroztuk az optimalis \; értékeket, akkor ez alapjan az
alabbi lesz az optimalis elvdlaszté hipersik w paraméterének értéke:

N

Wopt = Z )\?pt)/icb(xi) = Z )‘gpt)/sd)(xs)‘
i=1 seS

A wop: paraméter tovdbbra is csak a tartévektorokon keresztiil
figg a tanité adatdllomanytdl.

59 /112



Az optimalizalasi probléma megoldésa (3)

Jelolje tovabbra is S’ a jéoldali margéra esé tartévektorok
indexeinek halmazat, azaz olyan s € S melyekre &, = 0. Az
optimalis elvalaszté hipersik b paraméterének becslése:

opt ’ Z Ys' — Wopt¢(x5 ))

S’ES’
Z (ys ZA?”tys"’(Xs)T"’(Xs/))
s'esS’ seS

A bop: paraméter is csak a tartévektorokon keresztiil fiigg a tanité
adatallomanytdl.
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Osztélyozas

Az optimalis elvalaszté hipersik birtokdban
f(2) = s8n (Wne®(2) + bope )

N
=sgn (Z AP yd(x) d(z) + bopt>

i=1
= sgn (Z APy d(xs) D(z) + bo,,t>
seS

prediktalja egy z € R" vektor osztalycimkéjét.
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Kernel-triikk (1)

Az Lp dudlis Lagrange-fiiggvényben és az osztdlycimkét prediktdlé
f(z) fiiggvényben szereplé ®(x;)" ®(x;) és ®(x;) " ®(z) kifejezések
az adatvektorok transzformalt térbeli belsé szorzatai.

A transzformalt térbeli belsé szorzat kiszamitdsdhoz nem
feltétleniil sziikséges a @ leképezés ismerete! A belsé szorzat
rdadasul gyorsan és olcsdn szamolhaté az eredeti adatvektorokbdl.

Kernek-tritkknek (kernel trick) nevezik a bemutatasra keriil6
médszert.



Kernel-triikk (2)

Kernelfiliggvénynek neveziink egy olyan fiiggvényt, amely
vektorok egy transzformalt térbeli belsé szorzatat az eredeti
adattérben szamitja ki.

Egy K kernelfiiggvényre tehat
K(u,v) = ®(u) ' ®(v) = > ¢i(u)gi(v)
i=1

teljestl valamilyen ® leképezés esetén.

Egy kernelfiggvény szimmetrikus a véltozdiban, azaz

K(u,v) = K(v,u).

63 /112



Kernel-triikk (3)

Példa

Szemléltetésiil tekintsiik a
b(x1, %) = (1,x127 V2x1x2, X2,V 2x1, ﬁxz),

leképezést, ahol x = (x1,x) € R?. Ekkor az u = (u1, ) € R? és
v=(v,n) € R? vektorok belsd szorzata a ® leképezés altal meghatarozott
transzformalt térben
d(u) d(v) =
= (1, 2, U3,V 2, \@uz)T(l, Vi, V2uiva, V3,V 2w, ﬁm) =

= ufvl2 + 2 vito v + u§v22 +2unvi + 2w +1 = (uTv+ 1)2.

Tehat a transzformalt térbeli belsé szorzatot ki tudjuk fejezni az eredeti
adatvektorok belsé szorzata alapjan.

Kernelfiiggvény tehat a
K(u,v) = (u'v+1)>

leképezés.
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Kernel-triikk (4)

Csak bizonyos fiiggvényeket lehet kifejezni
K(u,v) = &(u) " ®(v)

alakban. Ehhez egy sziikséges és elégséges feltételt a Mercer-tétel
fogalmaz meg.

A gyakorlatban nem kell tehat explicit médon megadni a ®
leképezést, hanem egy alkalmas kernelfiiggvényt kell csupan
vélasztani.



Kernel-triikk (5)

Az optimalizalasi feladat megoldasanal is a kernelfiiggvényt
hasznaljuk a transzformilt térbeli belsd szorzat kiszamitasidhoz. lgy
az optimalizalasi feladat az alabbi alakot olti:

Legyen
N

1
Lp = Z Ai — 5 Z AiAjyiyiK (xi, j)-
i=1 i

A feladat Lp maximalizdlasa a feladat, feltéve hogy teljesiilnek az
alabbiak:

LYY Nyi=0,
2. 0< A < Cmindeni=1,..., N esetén.
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Kernel-triikk (6)

Az aldbbi médon fejezhetd ki az optimdlis elvalaszté (nemlinedris)
hipersik a kernelfliggvény segitségével:

Z )‘gptysK(X57 X) + bopt = 07
seS

ahol
1
bopt = § Z ()/s’ - Z ASOPtYSK(Xs’aXs)>
s'eS’ seS

Egy z teszteset osztdlycimkéjének predikcidja pedig:

f(z) = sgn (Z APy K (xs,2) + bopt>

seS

Azaz mind az elvalaszté hipersik, mind a predikcids fliggvény csak
a tartévektoroktdl fligg, az input adatoktdl valé fliggés pedig a
kernel fliggvényen keresztiil valésul meg.
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Mercer-tétel

A kernelfliggvényként széba johetd fliggvényekre fogalmaz meg
feltételt a kovetkezd tétel.

Tétel (Mercer-tétel)

Egy vdltozdiban szimmetrikus folytonos K(u,v) fiiggvény akkor, és
csak akkor fejezhetd ki

K(u,v) = &(u) " &(v)

alakban, ha minden olyan g(x) fiiggvény esetén, amelyre
[ g(x)? dx véges, teljesiil

/ / K(x,y)g(x)g(y) dxdy = 0.
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Elterjedten haszndlt kernelfiggvények

Néhany a Mercer-tételt kielégito és elterjedten hasznalt
kernelfliggvény:

»> Polinomialis kernel:
P
K(x,y) = (xTy - 1) :

ahol p a felhasznald altal meghatdrozott paraméter.

> Radiélis bazisfiiggvény (RBF) kernel:

1
Kxy) = e (= 0alx =)

ahol o a felhaszndlé altal meghatarozott paraméter.
» Szigmoid kernel:
K(x,y) = tanh(Box "y + f1),

ahol [y és (1 a felhaszndld altal meghatdrozott paraméter. A Mercer-tétel
csak bizonyos By és (1 értékek mellett teljesiil!
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Kernel-matrix

Kernel-matrixnak nevezzik a

K= [K(Xi’xf)] NxN

matrixot.

A kernel-matrix tulajdonsagai:
» Szimmetrikus, azaz KT = K.

» Pozitiv definit matrix, azaz minden olyan x € RV esetén, hogy
x # 0, teljesiil xTKx > 0.
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A tulajdonsagtér (1)

Adott kernel esetén nem egyértelmii a ® transzformacié és az altala
meghatarozott tulajdonsagtér.

Példa
Tekintsiik a K(x,y) = (xTy)2 kernelfiiggvényt és legyen x = (x1, x2) € R?
esetén
1 (x1, %) = (X127 \@xlxz,xzz)
valamint

2, 2 2 2
Do (x1,x2) = Xi + X3, 2x1%0, X{ — X5 ).

L(

V2

Ekkor konnyen lathatd, hogy
K(u,v) = ®1(u) ®1(v) és K(u,v) = ®y(u) dy(v),

ahol u,v € R?.
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A tulajdonsagtér (2)

A [-1,1] x [-1,1] C R? négyzet képe a ®; leképezés ltal
meghatarozott tulajdonsdgtérben.



Példa nemlinedris tartévektorgépre (1)

Példa
Tekintsuk az alabbi tablazatban lathaté adatokat:
X1 X2 Y
1.|-1|-1| -1
2. -1 +1|+1
3. +1 | -1 | +1
4 | 4+1 | +1 | -1

Ez a kozismert XOR adatallomany. Osztalyozzuk az adatokat
nemlindris tartdvektorgép segitségével.
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (2)

Hasznaljuk a
K(u,v) = (u'v +1)?

kernelfiiggvényt. Kordbban lattuk, hogy u = (u1, u2) € R? és
v = (vi, ) € R? esetén ez a kernelfiiggvény az u és v vektorok a

¢(X17X2) = (17X%7 \/§X1X27X227 \/EX]_, \/§X2)

leképezés altal meghatarozott transzformalt térbeli képének belso
szorzatat szolgaltatja.
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (3)

A kernel-matrix:

[ e i ®)
= = O
R O R~
O = = =

A dudlis Lagrange-fliggvény:

1
Lo =X +de+ A3+ =5 (9A§ ~ 20 — 2MiAs

42X Mg + 9A3 4+ 2003 — 20004 + 93 — 2X3)\4 + 9Ai)
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (4)

Végezziink az Lp dudlis Lagrange-fliggvényen parcidlis derivalast a
Lagrange-multiplikdtorok szerint, az eredményt pedig tegyuk
egyenlévé nullaval. Ekkor az aldbbi linedris egyenletrendszer
adddik:

OA1 — Xo— A3+ =1

A+ + A3— M=1

A+ A+93— =1

AM— X— AM3+9=1

A linedris egyenletrenszer megolddsa szolgaltatja a
Lagrange-multiplikatorok optimalis értékét.
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (5)
A Langrange-multiplikatorok optimalis értékei:

1
opt _ yopt _ \opt _ yopt __
tehat mind a négy vektor tartévektor. A dudlis Lagrange-fliggvény
optimalis értéke:

1

LP" = Lp(Aopt) = T

Ez az optimalis érték megegyezik az eredeti optimalizalasi feladat
célfuggvényének optimalis értékével, tehat

||W0ptH2 _ 1
2 4’

azaz

Nlis

1Wopt || =
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (6)

Az optimalis elvélasztd hipersik w paraméterének értéke:

Wope = 2 (~®(x1) + ®(x2) + D(xs) —~ D(xs))

1 1 1 1 0
1 1 1 1 0
:17ﬁ+—ﬁ+—ﬁfﬁ:—$
3 1 1 1 1 0
-2 -2 V2 V2 0
-2 V2 -2 V2 0

A wop: vektor elsd eleme az optimdlis elvdlaszté hipersik b
paraméterének értéke, amely tehat 0.
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (7)

Az optimalis elvélasztd hipersik
W—orptq)(x) = 07
azaz
(0,0,-1/+/2,0,0,0) " (1,52, V2x1x0, 3, V2x1, V2x2) = 0,

amely roviden a
—x1x0 =0

alakba irhaté.
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (8)

15]

0.5 |

2 15 -1 05 0 05 1 15 2

-0.5 |

-1.5 |
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (1)

Példa
Tekintsuk az aldbbi tablazatban ldthaté adatokat:
X1 X2 y
1.|-1|-1|+1
2. =1 +1 | +1
3. 4+1 | -1 | +1
4. | +1 | +1 | +1
5.1 0 0 | -1

Osztélyozzuk az adatokat nemlindris tartévektorgép segitségével,

amelyhez haszndljuk a

K(u,v) = (u'v +1)?

kernelfiiggvényt.
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (2)

15|
X X
o2 1 o4
0.5
. ‘ . . ‘ 0g5 .
2 15 -1 05 0 0.5 1 15
0.5
X X
o1 1 o3
1.5
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (3)

A Langrange-multiplikdtorok optimalis értékei:

1
t t t t s t
AP AP AP A = s AP =L

Az optimalis elvalasztd hipersik b paraméterének értéke:

bopt - —]_

Az optimalis elvalaszté hipersik roviden az aldabbi alakba irhaté:

x4+ x5 —1=0.
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Példa nemlinedris tartévektorgépre (4)

1.5 |
X X
e 2 11 °4
0.5 |
[ ‘ i | ‘ 095 ; i ‘
7 15 -1 -05 0 05 |1 1.5 2
0.5 y
. e
X X
ol 1] o3
-1.5 |
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Tobbosztalyos osztalyozds

A tartévektorgépeket eredetileg bindris osztdlyozasi feladatokhoz
dolgoztak ki.

Olyan osztalyozasi feladatok kezelésére haszndlhaté médszerek,
amelyekben ketténél tobb osztaly van:

» Tobbosztélyos osztdlyozasi feladat felbontdsa tobb bindris
osztalyozasi feladatta.

» Tobbosztalyos osztalyozasi feladat megfogalmazasa feltételes
szélsGértékszamitasi feladatként.

Az elsé csoportba tartozé mdédszereket nem csupan
tartévektorgépekhez lehet haszndlni, hanem binaris osztdlyozdsi
feladatokat kezel6 tetszOleges osztalyozasi modellekhez.
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Osztalyozasi feladat felbontdsa tobb bindris osztalyozasi
feladattd (1)

Egy vektor osztalyozdsdhoz a részfeladatokhoz alkotott binaris
osztalyozdk elbrejelzéseit kombindljuk.

Ehhez tipikusan tobbségi szavazast hasznalunk, amelynek soran
minden egyes bindris osztdlyozé elrejelzését egy adott osztdlyra
leadott szavazatnak tekintjik, végil a legtobb szavazatot kapott
osztalyt valasztjuk.
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Osztalyozasi feladat felbontdsa tobb bindris osztalyozasi
feladattd (2)

A gyakorlatban alkalmazott megoldasok:
> ,egy az egy ellen” (one-against-one)

> ,egy a tobbi ellen” (one-against-rest)
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Osztalyozasi feladat felbontdsa tobb bindris osztalyozasi
feladatta: , egy az egy ellen” (1)

k > 2 szdmu osztdly esetén k(k — 1)/2 bindris osztalyozasi feladat
megoldasa.

Az osszes kiilonbozo osztdlypar esetén egy-egy bindris osztalyozé
épitése. Ennek sordn minden osztdlyozéhoz csupan a megfelelé két
osztalyba tartozé vektorokat haszndljuk fel.

Ezt a megoldast alkalmazza példaul a LIBSVM.#

*A LIBSVM egy népszerii tartévektorgép programkonyvtar, amelyet sok
alkalmazasban (példdul R, RapidMiner) hasznélnak tartévektorgépek

megvaldsitdsahoz.
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Osztalyozasi feladat felbontdsa tobb bindris osztalyozasi
feladatta: , egy az egy ellen” (2)

Példa

Tekintstink egy olyan osztdlyozasi feladatot, ahol 4 osztély van, és
jelolje Y ={1,2,3,4} az osztalycimkék halmazat.

Tételezziik fel, hogy egy tesztvektort a kovetkezOképpen
osztalyozunk:

Binaris + 1|+ 1|+ 1|+ 2|4+ 2|4+:3
osztalypar 2| =3 =4 =3 | —4|—4
] Osztalyozas \ + \ + \ — \ + \ — \ + ‘

A predikcidk kombindldsa utdn az 1. és 4. osztdly két szavazatot
kap, mig a 2. és 3. osztdly csak egy szavazatot. A tesztvektort
ezért az 1. vagy 4. osztalyhoz tartozdként osztalyozzuk.
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Osztalyozasi feladat felbontdsa tobb bindris osztalyozasi
feladatta: , egy a tobbi ellen” (1)

k > 2 szdmu osztdly esetén k binaris osztalyozasi feladat
megoldasa.

Olyan binaris osztalyozdk épitése, amelyek mindegyike az egyik
osztalyt tekinti pozitiv osztalyként, az Osszes tobbi osztalyt pedig

negativ osztélyként.

Ha egy vektort negativként osztdlyozunk, akkor a pozitiv osztdly
kivételével minden osztaly egy szavazatot kap.
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Osztalyozasi feladat felbontdsa tobb bindris osztalyozasi
feladatta: , egy a tobbi ellen” (2)

Példa

Tekintstink egy olyan osztdlyozasi feladatot, ahol 4 osztély van, és
jelolje Y ={1,2,3,4} az osztalycimkék halmazat.

Tételezziik fel, hogy egy tesztvektort a kdvetkezéképpen
osztalyozunk:

Binaris +:1 +: 2 +: 3 +: 4
osztalypar —: {2,3,4} | —: {1,3,4} | —: {1,2,4} | — {1,2,3}
| Osztélyozas [ + [ - [ - [ - ‘

A predikcidk kombindldsa utdn az 1. osztdly négy szavazatot kap,
mig az Osszes tobbi osztaly csak két szavazatot. A tesztvektort
ezért az 1. osztdlyhoz tartozéként osztalyozzuk.

91 /112



Tobbosztdlyos osztdlyozasi feladat megfogalmazéasa
feltételes szélsoértékszamitasi feladatként

Koby Crammer and Yoram Singer. ?0n the Algorithmic
Implementation of Multiclass Kernel-based Vector Machines? In:
Journal of Machine Learning Research 2 (2001), pp. 265-292.
URL: http://www.ai.mit.edu/projects/jmlr/papers/v2/
crammerOla.html
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Regresszids feladat

Legyenek adottak (x;,y;) elemparok, ahol x; € R" és y; € R
(i=1,...,N).

Az adatok egy vagy tobb fiiggetlen véltozéra (x) és egy fliggd
véltozdra (y) vonatkozé megfigyelések.

Feladatunk az x és y kozotti Osszefliggés modellezése egy, az
adatok alapjan alkotott f(x) regressziés fiiggvénnyel.
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Nemlinedris regresszié tartévektorgéppel

Hasznaljuk az aldbbi regressziés modellt:
y = f(x)

= wigi(x)+ b=w'®(x)+ b,
i=1

ahol
®(x) = (¢1(x), - -, ¢m(x))
és
w=(wi,...,Wn)

b pedig a konstans vagy torzitds paraméter, melyet

beolvaszthatunk w-be ha bevezetjiik a ¢o(x) = 0 bazisfiggvényt.
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e-érzéketlen veszteségfiiggvény (1)

Hasznaljuk az alabbi, lgynevezett e-érzéketlen veszteségfliggvényt
a hiba méréséhez:

ly —f(x)[ =€ haly—f(x)| > ¢
0, egyébként,

Le(y, f(x)) = {

ahol € egy, a felhaszndlé altal rogzitett nemnegativ értéki
paraméter.
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e-érzéketlen veszteségfiiggvény (2)

Le(y. f(x))

y~1(x)
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A feladat megfogalmazasa optimalizalasi problémaként

Feltételes optimalizalasi probléma:

[ lw ||2
min §36+§),

i=1

feltéve, hogy

yi—w ®(x;)—b<e+&, i=1,...,N,
WT¢(Xi)+b_yi§€+£l{v i:]-?"'aNa
& >0, i=1,...,N,

& >0, i=1,...,N,

ahol a &;-k és £~k kiegészitd valtozdk, C pedig egy, a felhasznalé
altal meghatdrozott paraméter.
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A kiegészit6 valtozdk jelentése (1)
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A kiegészit6 valtozdk jelentése (2)

Le(y. f(x))

y—1(x)
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (1)

A probléma primal Lagrange-fuggvénye:

N
1
LngwW+C§?a+@
N

- Z)\i<WT¢(X;) +b—yi +6+£i>

i=1

N
Y (v wlets) bt g)
i=1

N
= (i + i),
i=1

ahol a \j, X}, 7i és ~/ paraméterek Lagrange-multiplikatorok,
amelyekre A\j >0, \: >0, 7 > 0és~.>0mindeni=1,...,N
esetén.

100 /112



Az optimalizalasi probléma megolddsa (2)

A cél az Lp primal Lagrange-fiiggvény értékét minimalizdlni a w és
b paraméterek, valamint a &; és ¢! kiegészitd valtozdk szerint,
ugyanakkor maximalizélni a Aj, X}, 7 és 7/
Lagrange-multiplikatorok szerint.

101 /112



Az optimalizalasi probléma megoldésa (3)

A Lagrange-fiiggvény minimalizdldsdhoz venniink kell és nulldva
kell tegyiik Lp w, b, & és &/ szerinti derivaltjat:

oL N
P _ . / .
Sy =0 W= g(x, — \))d(x;)
N
oLp . N
OlLp
7€, 0=~
OlLp

2% =0=~,=C- )\
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (4)

A dudlis Lagrange-fliggvény:

N N
Lp =Y yilhi = A) —ed (N + )
i=1 i=1

1

=5 2 i = X = MK (i, %))

J
i

A korabbiakhoz hasonldéan Lp maximalizaldsa a feladat, feltéve,
hogy teljesiilnek az aldbbi feltételek:

LY (= X) =0,
2. 0< A< Cmindeni=1,...N esetén,
0 <X < Cmindeni=1,...N esetén,

ahol C egy, a felhasznalé altal meghatarozott paraméter.
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (5)

A szamolas részletezése:

N N

Lp =Wl =W S0 = A)0(x) b .Z“’ - )

ZN; N

1
:;y,-()\,- —X) =€) (Ni+A) - §||WH2 =Lp

i=1
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Az optimalizalasi probléma megolddsa (6)
Teljeslilnek az alabbi KKT feltételek:

Ni(w! ®(x;)+b—yi+e+&) =0, i=1,...,N,
Ni(yi —w!@(x;) — b+e+¢&) =0, i=1,...,N,
(C_Ai)gi:()? i:]-a"'va
(C - \)¢ =0, i=1...,N.

Az els6 és harmadik egyenlet alapjan ha 0 < A\; < C akkor & =0

miatt
Yi — WT¢(X;) —b=c¢

Hasonléan ha 0 < X < C akkor &/ = 0 miatt
yi—w'®(x;)—b=—¢

A két egyenlet egyszerre nem allhat fenn. fgy Ai, Ni > 0 esetén
valamelyik, esetleg mindketté Lagrange-multiplikdtor C-vel

egyenld.
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Az optimdlis regresszids paraméterek (1)

Azokat az adatvektorokat nevezziik tartévektoroknak, amelyekre
Ai # X teljesiil, igy egy tartévektorra pontosan az egyik
Lagrange-multiplikator egyenlé C-vel.

Jeloljik az tartévektorokhoz tartozé indexek halmazat ismét S-sel.
Az optimaélis regresszids fuggvény paraméterei:

N

Wope = > (AT = NP)D(x;) = ) (A" — NP )@ (xs)

i=1 ses

mig a konstans becslését az alabbi formulabdl kapjuk véve egy
s € S tartévektort

bopt = ys — wzptd)(xs) — 0s€

ahol s =+1ha X, =C (§ =0)és s =—1ha \j=C (£ =0).
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Az optimdlis regresszids paraméterek (2)

Most is érdemes robusztusabb becslésért atlagot venni:

Opt ’S‘ Z opt ) - 556)

seS

’S‘ Z ( Z oPt _ )\/OPt)(D(Xs/)T(D(XS) _ 5s€>
seS s'eS

|S| Z ( Z >‘O’pt - )‘:/)pt)K(stXS) - 556>
seS s’'eS
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Prediktalas

Egy x € R" vektorhoz tartozd regresszids fliggvényérték

f(x) = Wape®(x) + bopt

opt

= ST(APt — XOPYK(x, %5) + bop
seS

Megjegyzés

A predikcié most is csak a kernel fliggvényen keresztiil fligg a
tartévektoroktdl!
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Az € paraméter hatdsdnak szemléltetése (1)

e=03

1.0

0.5

ssnsttteg ..l'.."lo.

-0.5
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Az e paraméter hatdsdnak szemléltetése (2)

e=0.2

1.0

0.5

-0.5
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Az e paraméter hatdsdnak szemléltetése (3)

e=0.1

1.0

0.5

-0.5
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