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Mintazatfelismerés

Mintazatok felismerése adatokban hosszi multra tekint vissza.

» Tycho Brahe asztronémiai megfigyelései vezették Keplert a
bolygdmozgas torvényeinek felismerésére.

» Az atomi spektrumokbeli szabalyossidgok felfedezése alapjan
fejlédott ki a kvantummechanika a XX. szdzad elején.

A fenti problémaknal a mintazat felismerését (felfedezését)
emberek végezték el. A XX. szazad végére olyan mennyiségli adat
és hozza kapcsolédé probléma gyiilt fel, hogy ez mar human erdvel
kezelhetetlenné valt. Ugyanekkora tette lehet6vé az informatika
fejlédése, hogy ezek a problémak megoldhatéva valtak automatikus
moddszerek alkalmazdsaval. (alakfelismerés — adatbdnydszat)
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Karakterfelismerés (1)

Kézzel irt szamjegyek felismerése: minden szdmjegy
megfeleltethetd egy 28 x 28 pixelli képnek, amely egy 748
dimenzids valds vektorral (input vektor) reprezentdlhatd.

Feladat: olyan gép (szoftver) készitése, amely egy x input
vektorhoz meghatdrozza a 0,1,...,9 szdmjegyek valamelyikét mint
outputot. A feladat nehézsége a kézirds véltozatossdgaban van.
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Karakterfelismerés (2)

Az adhoc megoldasok helyett érdemes a gépi tanulds
megkozelitését alkalmazni. Ennek sordn egy nagyméretii N
szamjegybdl allé {x1,...,xy} tanité adatdllomdnyt haszndlunk egy
adaptiv modell paramétereinek meghatarozdsara. Ennél az
adatdllomanynadl, pl. szakért6i annotalas utan, ismerjiik az output
vagy célvdltozo értékeit: {t1,...,tn}.

A gépi tanulds eredménye egy olyan y(x) fiiggvényben foglalhaté
ossze, amely egy j x digitdlis képhez generdl egy y célértéket.
Ezen fliggvény pontos alakja a tanuldsi fazis utan hatarozédik meg.

A szamitdsok sokszor felgyorsithatéak eléfeldolgozas révén, dn.
jellemzo kinyerés alkalmazasaval, ami az eredeti input valtozdk
alkalmas transzformaciéjat jelenti.

A példa a feliigyelt tanitds egy specidlis esete, egy osztalyozdsi
feladat (diszkrét a célvaltozd). Ha a célvéltozé folytonos, akkor
regresszids feladatrdl beszéliink.
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Példa: polinom illesztése

Mesterséges példa az (x, t) fliggvénykapcsolat gépi tanulassal valé
vizsgalatdra. Legyen az ismert kapcsolat t = sin(2mx). Tekintsiink
egy N elemii tanité dllomanyt x = (x1,...,xy) és t = (t1,..., tn)
értékekkel.

Legyen a kozelitd fliggvény polinom alakd, legfeljebb M fokszami,
amelyet a kovetkezé alakban irhatunk fel

M
y(x,w) = Z wjx!
j=0

ahol w := (wp, wi, ..., wpy)" az ismeretlen paraméterek vagy
stlyok, amelyeket a tanité adatallomany segitségével szeretnénk
meghatarozni.
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A szinusz gorbe és 10 tanité pont
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Négyzet-Gsszeg hibafliggvény (1)

A sulyok meghatdrozdsa egy alkalmasan megvalasztott célfuggvény
(rizikéfuiggvény) minimalizaldsa révén torténik. A leggyakrabban
hasaznilt rizikéfiiggvény az alabbi

E(W Z(y Xp, W) — n)

négyzet-osszeg hiba vagy négyzetes rizikd, melyet a négyzetes
hibabdl kapunk. A négyzetes hiba az y predikcié és a t célérték
kozétt az (y — t)2.
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Négyzet-Gsszeg hibafliggvény (2)
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0-ad fokd polinom
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Elso fokd polinom
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Harmad fokd polinom
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9-ed fokl polinom
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Tdlillesztés

—©— Training
—— Test
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Polinom egyttthatdk

Sily [ M=0 | M=1| M= M=09
wi | 0.19| 082] 031 0.35
wi 127 | 7.99 232.37
w3 2543 |  -5321.83
w3 17.37 | 48568.31
w; -231639.30
we 640042.26
we ~1061800.52
w 1042400.18
W -557682.99
we 125201.43
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Adatéllomany mérete (N =15, M = 9)
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Adatéllomany mérete (N = 100, M = 9)
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Linearis bazis fliggvény modellek (1)
A polinom illesztés feladata altaldnosithaté olyan alakban, amely
mar joval flexibilisebb fliggvényekkel valé kozelitést is megenged.

Legyen
M—1

y(xw) = > wid(x) = w' p(x)
j=0

ahol ¢, j=0,1,...,M —1, az in. bazis fiiggvények.
Rendszerint ¢o(x) = 1, igy wp a torzitds.
A legegyszeriibb esetben linedris bazisfiiggvényeket haszndlunk,
ekkor ¢;(x) = x;, ahol x; az x vektor j-edik koordinatdja.
Tovabbi bazis fliggvények:

» polinomialis bazis fiiggvény: ¢;(x) = x/

» Gauss-féle bazis fiiggvény: ¢;(x) = exp {—(X;S“Zj)z } ahol p;

in. hely mig s pedig skéla paraméter
» Szigmoid bazis fiiggvény: ¢j(x) =0 (%) ahol p;j un. hely

mig s pedig skédla paraméter, o(x) = a logisztikus

figgvény

1
1+exp(—a)
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Polinom bazis fuggvény

Globalis: kis x-beli véltozas kihat az Osszes bazis fliggvényre

1
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Gauss-féle bazis fuggvény
Lokalis: kis x-beli valtozds csak a kozeli (u-ben) bazis
foggvényekre hat ki
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Szigmoid bazis fliggvény
Lokalis: kis x-beli valtozds csak a kozeli (u-ben) bazis
foggvényekre hat ki
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A normalis eloszlas

A legszélesebb korben haszndlt eloszlas folytonos adatok
modellezésére. Siiriiségfiiggvény:

1 1
N(x|p,0?) = WGXP {_M(X - M)z}

A

N (@|n,0?)




Normalis eloszlas paramétereinek becslése
A maximum likelihood mddszer alkalmazasa. Maximalizéljuk az
alabbi un. likelihood fliggvényt ismert x megfigyelés vektor mellett
a 11 és 02 paraméterekben:

N

L(x|p, 02) = [NV el s, 02)

n=1
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(Log)Likelihood fiiggvény maximalizalasa

1 N N
In L(x|p, 02) = —>3 > (xn—n)* - > Ino? — - In(27)

n=1

Ez p-ben a Z,’Yzl(x,, — 11)? négyzetdsszeg minimalizaldsat jelenti,

ami derivaldssal az aldbbi egyenletre vezet:

N
Z(Xn —p)=0
n=1
Ennek megoldésa:
1N
=gy 2
n=1

Ezutdn u-be [i-t helyettesitve és o2-ben maximalizalva kapjuk

— 1 N
02 = N Zl(xn - ﬁ)2
n=
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A becslés tulajdonsagai (zold-igazi, piros-becsiilt)
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Sztochasztikus gorbeillesztés

Z/(ﬂfo,W)

p(t|$0> w, ﬁ)

v

o Xz
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Maximum likelihood (1)

Legyenek adottak (xp, t,), n = 1,0/dots, N, megfigyelések egy
determinisztikus fliggvény és egy normilis eloszlasd hiba
0sszegébol:

th = y(Xn, W) +€p 6n"’-/\[(oaﬁil)

ahol 3 a szdrasnégyzet reciproka az (n. pontossdg. Ez megegyezik
azzal, hogy

~ Ny (xn, w), B77)

Az X = {x1,... 7x,\,} input és t = (t1,...,ty)" output esetén az
alabbi likelihood fiiggvényt kapjuk

L(t|]X, w, B) : HN talw ' B(xn), 571)
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Maximum likelihood (2)

Ismét a loglikehood fliggvényt tekintve az aldbbit kapjuk

In L(t|X,w, ) = glnﬁ - gln(%r) — BEp(w)

ahol

n=1
A loglikelihood maximalizaldsa ekvivalens az Ep(w) hiba

négyzet-osszeg minimalizaldsval, amit derivéldssal tudunk
elvégezni:
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Maximum likelihood (3)

Az Gn. normiélegyenletet megoldva az aldbbi OLS-nek (ordinary
least squares) nevezett becslés adédik a w paraméterre:

w=(¢To) o Tt = 0"t

ahol

do(x1)  é1(x1) - om—1(x1)

® - ¢0(.X2) ¢1(:X2) ¢M_:1(X2)

¢0(;(N) ¢1(;(N) ¢M4(XN)

egy N x M-es matrix. ®* az (in. Moore-Penrose pszeudo-inverz.

Ha a 3 paraméterre is maximalizalunk, akkor kapjuk, hogy
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A legkisebb négyzetek geometridja

Legyen y = ®w = [0, ..., dp_1]W

yeSCT teT

S M-dimensional, 7 N-dimensional (M < N)

Az S sikot a ¢, ..., dpm—1 vektorok (P oszlopai) feszitik fel

S

P1 y
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Regularizalt legkisebb négyzetek (1)

Tekintsiik az alabbi hiba (rizikd) fiiggvényt:
Ep(w) + AEw(w),

ahol X a regularizacids egylitthatd. Négyzetes hibafiiggvénnyel és
kvadratikus regulatorral kapjuk, hogy az alabbi kifejezést kell
minimalizalni:

1 A
1 T 2, AT
2ng_l(tn w (x,))” + 2w w

A megoldas:
wy=\+o"d) ot

Ridge regresszid, segit ha az OLS-beli inverz nem létezik.
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Regularizacié
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Regularizacié

InA=0
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Regularizacié

Training
Test
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Polinom egyttthatdk

Sdaly | Inh=—o0 | InAN=-18 | InA =0
wy 0.35 0.35 0.13
wy 232.37 4.74 -0.05
w5 -5321.83 -0.77 -0.06
w3 48568.31 -31.97 -0.05
wy -231639.30 -3.89 -0.03
wg 640042.26 55.28 -0.02
wg | -1061800.52 41.32 -0.01
wy 1042400.18 -45.95 -0.00
wg -557682.99 -91.53 0.00
wy 125201.43 72.68 0.01
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Regularizalt legkisebb négyzetek (2)

Altalanosabb regularizalét is hasznalhatunk (g > 0):

M—-1

1Y A
52 (tn—wio(xa)?+ 5wl
n=1 Jj=0

Elnevezés: g = 1 lasso, g = 2 kvadratikus
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Regularizalt legkisebb négyzetek (3)

A lasso hajlamosabb ritkdbb (sparse) megoldasokat el6dllitani mint
a kvadratikus regularizalé.

W2 5 w2 p

(O (O

I ,
NN
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