Kvantumalgoritmusok
Kvantum keresés - Grover algoritmus



Nem struktaralt keresés

Legyen f : {0,1}" — {0,1} egy fiiggvény, melyet effektiven ki
tudjuk szamolni. Célunk egy olyan megoldast talalni, azaz olyan x
sztringet talalni, melyre f(x) = 1.
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Nem struktaralt keresés

Legyen f : {0,1}" — {0,1} egy fiiggvény, melyet effektiven ki
tudjuk szamolni. Célunk egy olyan megoldast talalni, azaz olyan x
sztringet talalni, melyre f(x) = 1.

» Input: f:{0,1}" — {0,1}

» Output: x € {0,1}" gy, hogy f(x) =1 vagy "Nincs

megoldas"

Ez a keresés nem struktdralt, mivel f tetszéleges és egyaltalan nem
biztos, hogy kénnyen tudunk megoldast talalni.



Jeldljiink N = 2". Ekkor a nem struktaralt keresés N darab
szamolassal megoldhaté.

Grover algoritmusa egy kvantum algoritmus, amely ezt a keresést
O(V/'N) lépésben megoldja.



Jeldljiink N = 2". Ekkor a nem struktaralt keresés N darab
szamolassal megoldhaté.

Grover algoritmusa egy kvantum algoritmus, amely ezt a keresést
O(V/'N) lépésben megoldja.

A tovabbiakban feltessziik, hogy az f fiiggvényt egy Ur operatorral
tudjuk modellezni:

Ur : |a) |x) = la® f(x)) |x) YVa € {0,1} and x € {0,1}"



Faziskeresés

A faziskeresd kapu f esetén miikédik a kdvetkez6képpen:

Zr 1 |x) = (1) ™ |x) vx € {0,1}"

(-1)7™|x)

Ls



Faziskapu OR operator esetén

Az n-bites OR operator faziskapuja a kovetkez6képpen néz ki
minden x € {0,1}" esetén:

0 x=0"
OR(x) = {1 i;&on

Zor |x) = {‘i(>|x> i;g"
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A Grover operator
A Grover operator definicidja

G = H®"ZopHE" Z;

Zr az f faziskapuja és Zpr az n-bites OR miivelet faziskapuja

DA
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Grover algoritmus

1. Inicidlas: n qubit a H®™|0") allapotban
2. lteracié: Grover operator alkalmazasa t-szer

3. Mérés: sztenderd bazis mérés vezet egy lehetséges
megoldashoz
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Tipikus alkalmazasa

1. Valasszunk egy t szamot, hany iteraciét szeretnénk.

2. Alkalmazzuk a Grover algoritmust t-szer, kapunk egy
lehetséges megoldast: x

3. Ellendrizziik a megoldast. Ha f(x) = 1, akkor x megoldas és
output, ha nem akkor "nincs megoldas" az output.



Megoldasok és nem-megoldasok

Osszegyjtjiik a megoldasokat és nem-megoldasokat két halmazban:

Ao ={x€{0,1}": f(x) =0}, A1 = {x € {0,1}": f(x) =1}

Minket egységes szuperpozicick ezen halmazok felett érdekelnek:

A
[Ao) = \/—Xgol

A1) =

1
VA 2



F& otletek

Inicializalas: )
uy = H®"0") = —= > [x)
\/NXE{O,I}"

Ez az allapot a |Ap) és |A1) altal generalt altérben van, azaz
felirhat6 azok segitségével a kdvetkez6képpen:



F& otletek

Inicializalas: )
uy = H®"0") = —= > [x)
\/NXE{O,I}"

Ez az allapot a |Ap) és |A1) altal generalt altérben van, azaz
felirhat6 azok segitségével a kdvetkez6képpen:

oy = 20 gy 4y 128

Tovabba, ez az allapot ugyanebben az altérben marad, ahanyszor is
alkalmazzuk a Grover operatort.



Hogyan hat a Grover operator

A Grover operatort két részre tudjuk bontani:
G = (H®"ZorH®")(Z)
Tudjuk, hogy Zr tgy van definialva hogy
Zp[x) = (=1)"¥ |x) vx € {0,1}"
Ennek a hatasa |Ag) és |A1)-n egyszerii:
Zr |Ao) = [Ao)

Zr A1) = — A1)



A Zog hasonléan:

X x =07
e n
—|x) x#0
De ezt masképp is lehet leirni:
Zor =2[0") (0" -1

Ezt felhasznalva, most a Grover operator els6 részét is at lehet irni

HE" Zog HE™ = H®M(2(0™) (07| — I)H®" = 2|u) (u| — I



Felhasznalva az el6zéeket, azt kapjuk, hogy a Grover operator
hatasa |Ag)-n és |A1)-n a kdvetkezé:

G |Ao) = (2[u) {u] =T)Zr [Ag) =

21 (u] 1) 40} = 2/ 20 1) ) =

(V) - -

Al - A 2 A A
| Ao | — | 1|‘AO>Jr VAR 1’|A1>

N N




G[A1) = (2]u) (u| =T) Zf|A1

(121} (ul) A1) = |Ar) — 2

Ay — ¢Ao\<¢|Ao| \A>>:

2y Ao || A
N

| Ao | — | A1

|Ao) + N | |A1)



A G hatasa az {|Ag),|A1)} éltal generalt altérben le lehet irni a
kovetkez8 2 x 2-es matrix segitségével:

|[Ao|—|A1] 24/]Ac||Ad]
M = N N —
24/1Aq|-|A1] |Ao|—|A1]
N N

2
Aol [1Ad]
N N

|A1]| |Ao|

N N




A G hatasa az {|Ag),|A1)} éltal generalt altérben le lehet irni a
kovetkez8 2 x 2-es matrix segitségével:

|[Ao|—|A1] 24/]Ac||Ad]
M = N N —
24/1Aq|-|A1] |Ao|—|A1]
N N

2
Aol [1Ad]
N N

|A1]| |Ao|

N N

Ez pedig egy forgatas matrixa.



Forgatas matrix

— -l |As]
Legyen 6 = sin < N1> .



Forgatas matrix

Legyen 6§ = sin~! < i}) Ekkor

| Ao | A1] .
N —Vw~ | _ [ cos(d) —sin(0)
( |A7Nl| A ) - ( sin(f)  cos(6) >

N N



Forgatas matrix

Legyen 6 = sin~!

(8

N

\/ ﬁ;) Ekkor
COS
Sln

és igy

M

( cos(2 —sin(26)

sin( cos(26)

—sin(0)
cos(6)

')

)



Tehat a Grover operator minden alkalmazasanal a kvantum
allapotvektor el lesz forgatva 26 szdggel.

|u) = cos(8) |Ag) + sin(6) |A1)
G |u) = cos(30) |Ag) + sin(30) |A1)
G? |u) = cos(56) |Ag) + sin(56) | A1)

Gt |u) = cos((2t + 1)8) |Ag) + sin((2t + 1)8) | Ar)



Geometriai jelent&sége

A Grover operator két tiikrozés kompoziciéja. Két tiikrozés
kompozicidja pedig egy forgatas.

A
// M)
L1 | » - ‘ “‘I |Ao)
\ T zehw)

Zr egy tiikrozés az Ly egyenesre.
Zr |Ao) = |Ao)

Zr A1) = — A1)



Geometriai jelent&sége

A

H" ZogH®" W)
LN\ w)

H®"Zor H®™ egy tiikrozés az L, egyenesre.

H®"ZorH®" = 2 |u) (u| — T



Geometriai jelent&sége

Keét tiikrozés kompoziciéja pedig egy forgatas a két tiikrozési
tengely kozti szog (6) kétszeresével.
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a|Ao) + B A1)

kvantumallapot mérésekor kapunk egy x € A; megoldast | 3 |2
valésziniiséggel.
Ha mériink t iteracid utan, akkor

sin((2t 4 1)6)

valésziniiséggel kapunk egy x € A; megoldast.
Ezt a valésziniiséget szeretnénk maximalizalni. Tehat |A;) a
célallapotunk.



Ahhoz, hogy a valészinliség minél kdzelebb legyen 1-hez és t
minimalis legyen, azt szeretnénk elérni, hogy

2
|
|
\

(2t +1)0 ~ g ot
Tehat t = [ 5]

Fontos észben tartanunk, hogy t egész szam, és 6 fiigg a
megoldasok szamatél A;-ben.
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Egyértelmi keresés

Tegyiik fel, hogy van pontosan egy z € {0,1}", melyre f(z) = 1.

Ebben az esetben s =| A; |=1 és igy

1 1
>in ( N) N

Ekkor

Ami azt jelenti, hogy O(v/N) lépést fog tenni az algoritmus.



Példa

Ha N =128, akkor t| ;| = 8.

G |u)

G®|u)

[A1)

G?|u)
Glu)
|u) = cos(0)|Ag) +sin(0)|Aq)

[Ag)



t iteracié utan méréskor megkapjuk az x € A; megoldast
P(N,1) = sin®((2t + 1))

valésziniiséggel.



t iteracié utan méréskor megkapjuk az x € A; megoldast
P(N,1) = sin®((2t + 1))
valésziniiséggel.

Bizonyithat6, hogy P(N,1) > 1 — %



Tobb megoldas

Ha N =128 és s = 4 (s a megoldasok szama), akkor

—an-l( /2
0 = sin < N> 0.17777...

t=lg5) =4

Minden s € {1,..., N} esetén

és

S S

P(N,s) > 1- 22
(N,s) > max{ N’N}
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lteracidk szama t

A Grover algoritmus minden iteraciéjanal egy szamitast végez.
Hogyan fiigg 6ssze t N-nel és s-sel?

. .1 . .
Mivel 0 =sin™* (\/5) és t = [ 5] gy

N
t< -

IA
INE

s

T
40

ami azt jelenti, hogy



Nem ismert szama megoldas van

Ha nem tudjuk hany megoldas van, akkor valasszunk
te{l,...,[FVN]} véletleniil, egyenletes eloszlas szerint.



Nem ismert szama megoldas van

Ha nem tudjuk hany megoldas van, akkor valasszunk
te{l,...,[FVN]} véletleniil, egyenletes eloszlas szerint.

1. A val6sziniisége, hogy talaljunk megoldast legalabb 40%.
2. A lépések szama O(V/N).



Osszefoglalé megjegyzések

» Grover algoritmusa azimptotikusan optimalis.
> Grover algoritmusa széleskdriien alkalmazhaté.

> A moédszert, melyet a Grover algoritmusban hasznaljuk,
altalanosithatd.



