Kvantumalgoritmusok
Boole daramkorok szimulacidja, faktorizacid, Shor algoritmus



Szamitasok modellezése

A Boole dramkorok a szamitasok modellezésére alkalmasak,
hasonléan mint a kvantumdramkorok, Turing gépek, Python
programok, stb.

Boole-féle kapuk
1. AND

2. OR
3. NOT
4. FANOUT



Boole aramkor mérete

Egy Boole aramkor mérete az 6sszes kapu szama.
Jeldlés: size(C)

4

Példaul a kovetkez6 Boole dramkor mérete 7 :

=

= =




. és mélysége

A mélysége pedig azon kapuk szama, amelyen legfeljebb dtmegy
egy input.

Tehat az el6z6 Boole aramkor mélysége 3.

A Boole aramkor mélysége ezért megfelel a parhuzamos
futasi idoigénynek.



Faktorizacid

Input: egész szam n, n > 2
Output: n primtényezds felbontdsa
Példa
15=3-5
18=2-32



Példa

3402823669209384634633740743176823109843098343

primtényezds felbontasa

32. 74519450661011221 - 5073729280707932631243580787



Nem ismert felbontas

Az RSA1024 nevezetii szdm primtényezds felbontdsa nem ismert.
1350664108659952233496032162788059699388814756056670275244
8514385152651060485953383394028715057190944179820728216447
1551373680419703964191743046496589274256239341020864383202
1103729587257623585096431105640735015081875106765946292055
6368552947521350085287941637732853390610975054433499981115
0056977236890927563

https://en.wikipedia.org/wiki/RSA_numbers#RSA-1024

Az RSA gyljteménybdl eddig legnagyobb felbontott szdm az
RSA250.


https://en.wikipedia.org/wiki/RSA_numbers#RSA-1024

Legnagyobb kozos osztd

Input: Két nemnegativ egész szam m és n
Output: m és n legnagyobb koz6s osztdja Inko(m, n) = ged(m, n)

Tobb hatékoy algoritmus létezik a legnagyobb kozos osztd
kiszamitasara, mint pl. euklideszi algoritmus.
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Legnagyobb kozos osztd

Input: Két nemnegativ egész szam m és n
Output: m és n legnagyobb koz6s osztdja Inko(m, n) = ged(m, n)

Tobb hatékoy algoritmus létezik a legnagyobb kozos osztd
kiszamitasara, mint pl. euklideszi algoritmus.

Kérdés: Létezik-e hatékony klasszikus algoritmus egész szdm
faktorizaldasara?

Valasz: Elképzelhetd, de eddig nem ismert.



Klasszikus szamitasok

Nemnegativ egész szamokat binaris jeloléssel dbrazolhatjuk:

szaim kdédja  hossza

0
1
10
11
100
101
110
111
1000
1001
1010
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Kvantum szamitasok

A szamitds kvantumaramkor alapl. Minden kaput elemi
muveletnek tekintjik.

Kvantum kapuk sztenderd halmaza:
1. Egy-qubites kapuk: X,Y,Z, H,S,St, T, Tt
2. controlled-NOT kapuk
3. Egy-qubites sztenderd bazis mérések



Kvantum szamitasok

A szamitds kvantumaramkor alapl. Minden kaput elemi
muveletnek tekintjik.

Kvantum kapuk sztenderd halmaza:
1. Egy-qubites kapuk: X,Y,Z, H,S,St, T, Tt
2. controlled-NOT kapuk
3. Egy-qubites sztenderd bazis mérések

Az unitér kapuk ebben a halmazban univerzilisak, azaz szinte
minden unitér leképezés elérhet6 ezeknek az alkalmazasaval.



Koltsége

Minden kvantumaramkornek van egy fix koltsége. Sziikségiink van
egy kvantumaramkorokbél allé csalddra {Cy, Gy, ...} ahhoz, hogy
egy algoritmust leirjunk.
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Koltsége

Minden kvantumaramkornek van egy fix koltsége. Sziikségiink van
egy kvantumaramkorokbél allé csalddra {Cy, Gy, ...} ahhoz, hogy
egy algoritmust leirjunk.

Példa: A faktorizicié egy klasszikus algoritmusat le lehetne irni
egy Boole-korokbdl dllé csalddjaval, ahol C, faktorizal n-bites
szamokat.

Egy ilyen algoritmus koltsége lenne

t(n) = size(Cy)



Aszimptotikus jelolés

Legyen g(n) és h(n) két fuggvény. Azt mondjuk, hogy
g(n) = O(h(n)),
ha létezik olyan pozitiv konstans ¢ és pozitiv egész szam ng, hogy

g(n) < c- h(n)
minden n > ng esetén.

Példa: 5n° —50n% + 3n = O(n3)



Példa Boole korok

Van olyan Boole-féle dramkorokbdl llé csaldad {Cq, Gy, . ..}, ahol
C,, két n-bites szamot osszead tgy, hogy

size(C,) = O(n)



Példa Boole korok

Van olyan Boole-féle dramkorokbdl llé csaldad {Cq, Gy, . ..}, ahol
C,, két n-bites szamot osszead tgy, hogy

size(C,) = O(n)

Ez azt jelenti, hogy n-bites szdmok Osszeadasat lehet O(n)
koltséggel kiszamolni.
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» n bites szdmok szorzdsa elvégezhetd O(n?) koltséggel.
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Tovabbi példak

» n bites szdmok szorzdsa elvégezhetd O(n?) koltséggel.
> n bites szimok osztasa elvégezheté O(n?) koltséggel.

P> n bites szamok legnagyobb kozos osztdjanak kiszamitasa
elvégezhetd O(n?) koltséggel.

> n bites szimok moduldris hatvanyozasa elvégezheté O(n%)
koltséggel.



Shor algoritmus - 6 otletek

Shor faktorizalasi algoritmusa egy kvantumalgoritmus, amely nagy
szamok primtényez6s felbontasat végzi hatékonyan.

> Jelentsen gyorsabb, mint a klasszikus algoritmusok

> Kvantumszamitégépen polinomialis idében fut



1. A probléma atalakitasa

A faktorizalds visszavezethetd egy peridduskeresési problémara.

Adott egy N szdm, keresiink egy a-t, amelyre:
a"=1 (mod N)

» r a periédus (rend)

» Ez a kulcs a faktorizaldshoz



2. Peridduskeresés mint kulcsfeladat

A lényeg:
> Ha megtalaljuk r-t,

P akkor abbdl nagy valdszinliséggel kiszamithaték N nemtrivialis
osztdi

Tehat a probléma:

Periédus meghatarozasa f(x) = a* mod N



3. Kvantumos parhuzamossag

A kvantumszdmitégép szuperpoziciét hasznal:
> Egyszerre sok x értéket kezel
> Kiszamolja:
a* mod N

» Mindezt egyetlen kvantumallapotban



4. Kvantumos Fourier-transzformacié (QFT)

A kulcslépés:
» A QFT kiemeli a periédust

» Interferencidt hasznal a helyes r megtaladlasihoz

Ez teszi lehet6vé:

r hatékony meghatdrozasat



5. Klasszikus utéfeldolgozas

A kvantumos mérés utdn:
» Klasszikus médszerekkel meghatarozzuk r-t (pl. lanctortek)

> Majd kiszamoljuk az osztdkat:

ged(a”/? £ 1, N)



Miért fontos?

» Klasszikusan: Nincs ismert hatékony faktorizdlé algoritmus
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Miért fontos?

» Klasszikusan: Nincs ismert hatékony faktorizdlé algoritmus
» Shor algoritmusa: Polinomialis idében miikodik

> Kovetkezmény: Veszélyezteti az RSA titkositdst



Példa

A cél: a 15 szdm primtényezokre bontasa.

1. Vdlasszunk egy a szamot

Legyen a = 2, amelyre gcd(2,15) = 1.

2. Periddus keresése Vizsgiljuk a kovetkezé fliggvényt:

f(x) =2 mod 15
Szamoljuk ki néhany értékét:
21 =2 mod 15
22=4 mod 15

22 =8 mod 15
2*=16=1 mod 15



Lathatd, hogy a periddus:
r=4

3. Ellendrzés r paros, igy folytathatjuk.

2112 =22 =4

27/2%£ _1 mod 15

4, Oszték kiszamitasa

ged(4 —1,15) = ged(3,15) =3

ged(4 + 1,15) = ged(5,15) =5

5. Eredmény
15=3x5



Megjegyzés (kvantumos rész) A periédus (r) meghatarozasa
kvantumszamitdgépen torténik:

» szuperpozicid létrehozasa
» f(x) =a* mod N kiszdmitdsa parhuzamosan
» kvantumos Fourier-transzformacié alkalmazasa

» mérés — periddus informacié kinyerése



