Kvantumalgoritmusok
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Véges dimenzids Hilbert tér

Egy véges dimenziés Hilbert tér H egy pér (V, (.
véges dimenzids valds vagy komplex vektortér és
szorzat.

.)), ahol V egy
| .) egy belsé

|
(-



Kvantum bitek

Egy kvantum bit, vagy qubit egy fizikai rendszer, melynek
allapottere egy két dimenziés Hilbert tér és (]0), |1)) ennek a
térnek egy ortonormalt bazisa.

Minden qubit leirhaté allapotvektorral

) =0 |0) + a1 1),
ahol ag, a1 komplex egylitthaték, melyekre

2 2 2
el = laol” + e [" = 1.



Kvantumallapot

Egy kvantumallapot egy oszlopvektorral reprezentalhatd, melynek
indexei kapcsolatban &llnak a klasszikus allapotokkal.

> A bemenetek komplex szamok.

> A bemenetek abszolit értékei négyzeteinek Osszege 1



Kvantumallapot vektorok

Egy komplex szdmokat tartalmazé vektor euklideszi normajat a
kovetkez6képpen szamoljuk ki:

v={(ag,...,a,)" ekkor||v| =

n
D louf?
k=1

Kvantumillapot vektorok tehat egységvektorok erre a norméra
nézve.




Qubit allapotok

» Standard bézis allapotok: |0) és |1)

» plus/minus &llapotok:

1
[+) = —510)+ —=[1) and |-) =
V2 f
> egy tetszOleges allapot:
1 + 2i

!0>—*\1>



Kvantum allapotok Dirac féle jelolése




Bell allapotok

Négy Bell a'llapot Iétezik. Egylttesen a Bell bazist alkotjak.
> |6%) = L 100) + L |11)
> 147} = J5100) - 35 11
> [g+) = L jo1) + L |10)
> [y~ >—\ﬁ’01>—ﬁ\10>

A Bell bazis egy ortonormaélt bazisa a 4 dimenzids térnek két
qubitra vonatkozdan.



Klasszikus allapotok

Ha X-nek a klasszikus allapottere ¥ és Y-nak a klasszikus
allapottere I, akkor (X, Y') klasszikus allapottere a kovetkezé
Descartes szorzat:

SxT={(ab)|acT, bel}



Altalanosan

Legyen Xi,..., X, klasszikus allapotterei 1, ...,2%,, akkor
(Xi,...,Xy,) allapottere

Yy x...xXp,={(a1,...,an) | a1 €X1,...,an € L}



Példak

1. Ha X ={0,1} és I = {@,x, O}, akkor

2 xT'={(0,4),(0,%),(0,0), (1, 4),(1,%),(1,0)}

2. Ha Zl = 22 = 23 = {0, 1}, akkor Zl X Zz X 23 =



Valdésziniiségi allapotok

//////

egyedi rendszerek klasszikus dllapotkészletének Descartes
szorzataval tarsitja.
Példa:

Pr((X,Y) =(0,0))
Pr((X,Y)=1(0,1))
Pr((X,Y)=(1,0))

Il
NI—= © O NIk

Pr((X,Y)=(1,1)) =

vagy vektorként megadva:

N~ O ONI-



Fuggetlen rendszerek

//////

X és Y fiiggetlen ha
Pr((X,Y) = (a, b)) = Pr(X = a)Pr(Y = b)

minden a € ¥ és b € [ esetén.
Ha ez az allapot vektorként van megadva:

M) =Y, Ppalab),
(a,b)exxT
akkor két rendszer X és Y fliggetlen, ha léteznek valdsziniiségi

vektorok
[6) =D dala) és [v) =D rp|b)

aex bel

ugy hogy pap = qarp, minden a € ¥ és b € I esetén.



Példa

//////

reprezentalhaté a kovetkezo vektorral:

1 1 1 1
= - — |01 —[10) + — |11
7 = £ 100) + = [01) + 5 [10) + 4 1)

Ekkor X és Y fuggetlen, mert pl. a kovetkezo két vektor teljesiti a
feltételt:

1 3 2 1
9) =510 +311) & [9) = 2[0)+ 5 1),



Kérdés

//////

1 1
= —[11)7
- 100) + 5 [11)



Valasz

Nem, mert akkor léteznének olyan szamok qo, g1, ro, r1, hogy

1
n=-
ofo = 7
gor1 =0
qiro=20
1

qn =

2



Kvantum allapotok mérése

Standard alap mérésekre koncentralunk.
P> A lehetséges kimenetelek klasszikus allapotok.

» Minden klasszikus allapot olyan valdsziniiséggel lesz kimenet,
amennyi a hozzatartozé kvantum allapot vektorbemenet
abszolat értékének négyzete

A kovetkez6 kvantum allapotot mérjiik:

1 1

+Hy=—004+—11

[+) ﬁH ﬁ|>

Ekkor

P(0 a kimenet) =| —— 2= X
V2§02
és 1 1
P(1 a kimenet) =| — [°= =
( ) Iﬁl 5



Feladatok

Adjuk meg a kovetkez6 kvantum allapotok esetén
P(0 a kimenet)-t és P(1 a kimenet)!

L) = o) - L)
2. L2 j0) — 2 |1)
3. 10)
4

;Y



Uj kvantum allapot

Egy rendszer mérése megvaltoztatja a kvantum &llapotat: Ha |«)
klasszikus allapot lesz a kimenet, akkor |«) lesz az dj kvantum
allapot.

1+42i 2
7 10)-3 1)

S
% B,
o \\'\1\1 9 Obe b
(0"3‘0 K2 i
9 g
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Unitér leképezések

Egy kvantum allapoton csak bizonyos leképezéseket lehet végre
hajtani. Azokat a leképezéseket, melyeket kvantum
allapotvektorokon lehet végre hajtani, unitér matrixokkal lehet
reprezentalni.

U egy unitér matrix ha UTU = UUT = I, ahol U' a konjugalt
transzponalt matrixot jelent.

Ez ekvivalens azzal, hogy U~ = Uf



Qubit unitér leképezések

Pauli leképezések

/01 (0 —i (1 0
>=\10)%% i o )% Lo 21

ox: bit flip (vagy NOT leképezés) o,: phase flip



Példak Pauli leképezésre

> 0, |0) =|1)
> ox|1) =10)
> 0,0)=0)
> o, |1) =—11)



Hadamard leképezés

I—IS‘I—\
N
:

-
S

(%)

Kdnnen bizonyithaté, hogy H unitér, azaz H'H = HHT = |



Fazis leképezés

(Phase operation)

minden 0 € R
Fontos példak:



Példak

> H|0) = |+)
> H[1) =|-)
> H[+) =10)
> H|-)=11)
> H (1+2: ’0> %‘1» — —1+2/ |O> 3+21 ’1>



Valdsziniiségi allapot mérése

Tegyiik fel, hogy két bit (X, Y) a kovetkez6 valdsziniiségi
allapotban van

1 1
= —[11).
S 100) + 5 [11)

Ez azt jelenti, hogy méréskor % valészintiséggel 00 lesz a kimenet,
és % valdszinliséggel 11 lesz a kimenet.



Ha csak X-et szeretnénk mérni, és Y-t békén hagyjuk, akkor mi a
helyzet?

P(X=a)=> P((X,Y)=(a b))

bel

Y klasszikus allapota még lehet bizonytalan, attdl fliggéen hogy mi
lesz a mérés eredménye:

P(Y=b|X=a)=




Dirac féle jeloléssel

//////

Z Pab|ab> = Z pab|a>®|b> :Z‘a>®<zpab|b>>

(a,b)eTxT (a,b)eXxT aey bel

A valészintisége hogy X kimenete lesz a € &

P(X:a):Zpab

bel

//////

> _ber Pab |b)
ZCEF pQC



Példa

//////

1 1 1 1
_ 101 | Z
12\oo>+4|o>+3y 0>+3|11>

Ezt a kovetkezGképpen is tudjuk irni:

0o (50+30) +me(30+3m)



Elso eset

A mérés kimenete 0

1 1 1
P(a kimenet 0) = nta= 3

//////

1 1
5100 +3z]1) 1 3
- = — — 1



Masodik eset

A mérés kimenete 1

1 1 2
P(a kimenet 1) = 3 + 373

//////

1 1
30 +31) 1 1
- = = — — 1

Megjegyzés: Forditva is miikodik, hogy Y-t mérjik X helyett.



Leképezések valdszinliségi allapotokon

//////

sztochasztikus matrixokkal, melyek sorai és oszlopai a klasszikus
allapotok Descartes szorzatanak felelnek meg.

Példa

Kontrollalt - NEM leképezés (controlled-NOT operation)

Ha X =1, akkor hajts végre egy NEM leképezést (NOT
operation), egyébként ne csindlj semmit.

X a kontrol bit, amely eldonti hogy a NEM leképezés végre lesz
hajtva vagy sem az Y célbiten.



Controlled NOT leképezés hatdsa a bazison

Vagy matrixként megadva:

o O o
o O+~ O
_ O O O
o= OO



Szimultan leképezések

Tegylik fel, van két valdszinliségi leképezés, M hat X-en és N hat
Y-n. Mi torténik, ha mindkett6t egyszerre alkalmazzuk (X, Y)-n?

M ® N (tenzorszorzata) hat (X, Y)-n.



Példa

hat X-en és egy NOT leképezés hat Y-n. Ekkor

I
Y
O =
N NN =
O = ~__
NN =
~
®
7N
= O
O =

O O O
NIk O NIk O
O NIR O NI

~_
Il
O O = O



Kvantum allapotok

Legyen X és Y két qubit. Ekkor (X, Y') klasszikus allapottere
{0,1} x {0,1} = {00,01,10,11}.

Az (X, Y) par kvantum &llapot vektorai a kdvetkez&képpen
nézhetnek ki:

1 i 1 i
5 100) + 7 [01) = 5[10) — 7 |11)

3 4
=00) — = |11
- |00) — £ [11)

01)



Kvantum allapotok

Legyen X és Y két qubit. Ekkor (X, Y') klasszikus allapottere
{0,1} x {0,1} = {00,01,10,11}.

Az (X, Y) par kvantum &llapot vektorai a kdvetkez&képpen
nézhetnek ki:

1 i 1 i
5 0) [0) + 5 0) 1) — 5 1) 10) — 5 1) [1)

3 4
Z10)10) - £ (1))
011



Kvantum allapotok

Legyen X és Y két qubit. Ekkor (X, Y') klasszikus allapottere
{0,1} x {0,1} = {00,01,10,11}.

Az (X, Y) par kvantum &llapot vektorai a kdvetkez&képpen
nézhetnek ki:

1 i 1 i
S10)210)+ o) @ 1) — 5 1) ©10) - 5 |1 @ [1)

Soel -tine

0) @ [1)



Kvantum allapotok

Legyen X és Y két qubit. Ekkor (X, Y) klasszikus allapottere
{0,1} x {0,1} = {00,01,10,11}.

Az (X, Y) par kvantum &llapot vektorai a kovetkez&képpen
nézhetnek ki:

1 i 1 i
S 10)x 10}y + 3 00 1Ly = 5 [x [0}y = 5 [x [1)y

3 4
2 10)x10)y —  [)x 11}y

0)x 1)y



Kvantum allapotok

Kvantumillapot vektorok tenzor szorzata is kvantumallapot vektor.
Tehat ha |¢1),. .., |pn) kvantumdllapot vektorok az Xi,..., X,
rendszereknek, akkor

p1) ® ... ® |on)

egy kvantum &llapot vektor mely reprezentdlja az (Xi, ..., Xp)
Osszetett rendszert.



Példa 1

A kovetkez6 kvantum allapot vektor
1 i 1 i
- —101) — = |10) — = |11
5 100) + 7 [01) — £ [10) — ~ [11)

el6all szorzatként

(- ) (0



Példa 2

A kvantumallapot vektor
1 1
— — |11
V2 V2 |

nem all el6 szorzatként. Ha létezne olyan ¢ és 1), hogy

100) + )

1 1
V2 V2

akkor (0] [) (1] [¢) = (01] | ® ¥) = 0, amibél (0] [p) = 0 vagy
(1] |4b) = 0 Ekkor viszont (0| |¢) (0] [¢) = % és

(1| |y (1] |¥) % nem teljesiilhet.

00) + == [11) = p @



Harom qubit

Jol ismert kvantumallapot vektorok harom qubit esetén:
> GHZ éllapot: 1000 + 5 [111)
> W dllapot: —-]001) + —-(010) + —={001)



Mérés ugyanigy mikodik mint egy rendszernél. Példaul

o1y E o)

méréskor 5= a valésziniisége a (0, A) kimenetnek, és
valészinlisége az (1,0) kimenetnek.

16
25 2



