Kvantumalgoritmusok
Matematikai alapok Il



Dirac féle jelolés - 2. rész

» |a) jeldli azt az oszlopvektort, melynek 1 van azon a helyen,
mely a € X-ra vonatkozik

» (a| jeldli azt a sorvektort, melynek 1 van azon a helyen, mely
a € X-ra vonatkozik

Példa: ¥ = {0,1}. Ekkoro><1=<(1)>(0 1)=<8 (1))



Linedris leképezések

Legyen V, W két vektortér ugyanazon test felett.
Egy leképezés T : V — W linearis ha

T(au+ Bv)=aT(u)+BT(v)

minden u,v € V és o, B € F.



Példak

» Legyen T :R"” — R™ és T(x) = Ax, ahol A egy m x n matrix
» Derivédlas: D(f) = f'
> Integral operdtor: T(f)(x) = [, f(t)dt



Mag és kép

Egy linearis leképezés T : V — W:
kerT={veV|T(v)=0}, ImT={T(v)|veV}
Rang—Nullitas Tétel (Dimenziététel):

dim V =dim(ker T) 4+ dim(Im T)



Feladatok

1. Mutassa meg, hogy az Osszes linearis leképezés V — W
vektorteret alkot.

2. Legyen T : R® — R3 adott
T(x,y,z)=(x+y,y +2z,z+x).

Hatarozza meg ker T-t és Im T-t.



Belso szorzat

Egy belsd szorzat egy V vektortéren egy leképezés
(w):VxV->F

melyre teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsigok:
» Linedris az elsé argumentumban
» Konjugdlt szimmetria: (v, u) = (u,v)

» Pozitiv definit: (v, v) > 0, egyenl6ség akkor és csak akkor ha
v=20



Példak

» Euklideszi belsé szorzat valds vektortéren R":
n
(x,y) = ZXIYI
i=1
» Bels6 szorzat komplex vektortéren C":
n
(x,y) = ZX/'W
i=1

> Fuggvénytér:

b P
(Fg) = / F(x)g(x) dx



Norma és ortogonalitas

Egy vektor normaja a sajat magdval vett bels6é szorzatdbdl
szarmazik:

VIl = Vv, v)

Két vektor u, v ortogonalis (merdleges) ha

(u,v) =0



Feladatok

1. Mutassa meg, hogy ||v|| = \/(v, v) teljesiti a
haromszogegyenlGtlenséget.

2. Adjunk meg R? egy ortonormalt bazisit, ha (1,1) és (1,0)-bdl
indulunk.



Tenzorszorzat

A tenzorszorzat segitségével:
» leirhatunk multilinearis leképezések linearis leképezésekként
» konstrudlhatunk Osszetett rendszereket (példdul fizikdban)

P épithetiink magasabb dimenzids tereket egyszeriibbekbol



Tulajdonsagok

> dim(V ® W) = dim V - dim W
» Ha {v;} a V egy bazisa és {w;} a W egy bazisa, akkor

{vi ® w;}

a V® W egy bazisa.



Matrixok

> R?@R3 =~ RO
> Egy rangu tenzorok: v @ w
> Matrixok tenzorként: R™ @ R” = R™M*"



Feladatok

1. Legyen V = R? egy bazisa {e1,e}. Adjon meg V ® V egy
bazisat.

2. Mutassa meg, hogy nem minden tenzort V ® W-ben lehet
v ® w-ként felirni.



Linedris operatorok

Egy linedris operator egy linedris leképezés
T:V->V

egy vektortérrdl sajat magara.



Matrix Reprezentacid

Adott V egy bazisa {e;}, ekkor a T operator reprezentdlhaté az A
matrix segitségével:
T(v)=Av

Baziscsere hasonldsagi transzformacidkhoz vezet:

A P1AP



Adjungalt operatorok

Egy belsészorzat téren az adjungalt TT definidlhaté a
kovetkezbképpen:
(Tv,w) = (v, Ttw)
» Onadjungélt (Hermit): 7 = TT
> Unitér: TTT =



Sajatértékek és sajatvektorok

Legyen T : V — V egy linedris operator egy V' vektortéren.
» Egy skaldr A € F egy sajatérték ha létezik v £ 0 Ggy hogy

T(v)=Av

> Ekkor v # 0 egy sajatvektor.

> A ) osszes sajdtvektora generdlja a sajatteret:

Ex={veV:T(v)=Av}.



Sajatértékek keresése

Egy A € F™" matrix esetén
det(A—A)=0

a karakterisztikus polinom.

Ezt meg kell oldani A-ra hogy megtaldljuk a sajatértékeket.
Utdna meg kell oldani (A — Al)v = 0 a sajatvektorok
kiszamitasahoz.



Dirac féle jelolés Il

Tehat



Példak

o O
N————



Determinisztikus leképezések

Jelolje X egy éllapotokbdl 4116 halmazt. Minden f : ¥ — X
fuggvény leir egy determinisztikus leképezést, mely egy «
klasszikus &llapot leképezi f(c)-ba, minden o € ¥ esetén.

Adott egy f : X — ¥ fliggvény, |étezik egyértelmiien egy matrix M,
melyre

Mla) = |f(a)) Yo € T



Valésziniiségi leképezések

Klasszikus leképezések, melyek bizonytalansidgot és véletlent
bevezetnek.

Példa: Ha a klasszikus allapot 0, akkor ne csindlj semmit. Ha a
klasszikus allapot 1, akkor dobjunk fel egy érmet % valészinliséggel.

1

0
Sztochasztikus matrix: Minden eleme nemnegativ valdés szam,
minden oszlop elemei O0sszeadva 1-et adnak vissza.

NN =



Leképezések kompozicidja

Legyen X egy rendszer és My, ..., M, sztochasztikus matrixok,
melyek valdszinliségi leképezéseket reprezentdlnak. Ekkor egymads
utdn lehet ezeket a leképezéseket végre hajtani.

I\/I2(I\/11v) = (MzM]_)V

11 0 1
M=o 0)#=(10)

Figyelem: MoM; # My M,

Példa:



Feladat 1

Talaljuk meg a kovetkezd matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

A—G ;)



Solution 1

Characteristic equation:

2-x 1\ _ L
da( ) 2A>_Q—A)—1_O

2-)2)?=1= 2-A=+1

Eigenvectors:

Al—l(A—I)V—():}(i i)V_O:>V1_<_11>

A2:3(A—3/)V:0:> <_11 _:I-]-)V:O:}sz(i)



Fontos tulajdonsagok

P> Kiilonbozd sajatértékekhez tartozd sajatvektorok linedrisan
fuggetlenek.
> Onadjungélt matrix esetén:
» Minden sajatérték valds szam.

P> Kiilonboz6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok ortogondlisak
egymasra.



Gram-Schmidt ortogonalizélas

Adott néhany linedrisan fiiggetlen vektor {vi1, va,..., vp},
Gram-Schmidt algoritmussal egy ortonormalt vektorokbdl 4llé
halmazt konstrudlunk {e1, e, ..., ep}:
(e, ej> = 5U
Algoritmus:
u
u=wv, €= —r
[Jua]
. u2
Uz = vz — projg (v2), e = ——:
[Juz|

uz = v3 — proje, (v3) — proje,(v3), - - -

proje(v) = <Va e>e



Feladat 2

Talaljunk R3 egy ortonormalt bazisat ha a kdvetkezd vektorok
vannak adva:

vi =(1,1,0), w=(1,0,1), w3=(0,1,1)



Solution 2

Step 1: e
Step 2:

= 1 = 7(1,1,0)
= v2 — (v, er)er

(v,e1) = J5(L+0+0) = 55

1 1 1
= (1,0,1)— 7(1,1,0) = (1,0,1)—(1,1,0) = <2,_271>

s\H

u 1

leall V6

€ = (17_1’2)



Solution 2 (continued)

Step 3:

u3 =v3 —(v3,e1)er — (v3, )&

<V3,€1>:%(0+1+0):ﬁ

(sye2) = Jz(0-1+1-(-1)+1-2) = (0-1+2) = %

S
<

1 1 1 1
uz = (0,1,1) — 54 Fe (0.1,1) = 5(1,1,0) - £(1,-1.2)

us3 1
uz =(-2/3,2/3,2/3), e3=-—=—
3= (72/3.2/3,2/3) ’ [|us]] V3

‘Orthonormal basis: e1, e, e3‘

(-1,1,1)




Exercise 3 (Eigen + Orthogonalization)

Diagonalize the symmetric matrix

-t

and produce an orthonormal basis of eigenvectors.



Solution 3

Characteristic equation:
det(A—A)=(4-XN)3-N)—-1=X-7A+11=0

_TEVA9-44 7+

A
2 2

Eigenvectors:

M=T0 — (- M)x+y=0 = y=(\1 —4)x
/\2:# - y:()\2—4)x

Normalize each vector to get orthonormal basis:

i (e) 2 et (e
e1 = 5 =
/P vy r i OV Do 4211\ 2—4




Spektréltétel (Véges dimenzios)

Ha T onadjungilt egy véges dimenzids belsszorzat téren, akkor:
» Minden sajatérték valds szam.

> Létezik a sajatértékek ortonormalt bazisa.



Feladatok

1. Taldljuk meg egy 2 x 2-es matrix adjungaltjat.
2. Mutassuk meg, hogy egy onadjungdlt operdtor kiilonbozo
sajatértékeihez tartozé sajatvektorok ortogonilisak!



Osszefoglalds

P Linedris leképezések adnak struktirat egy vektortéren
P> Belsé szorzatok lehetévé teszik a geometria bevezetését
> Tenzor szorzatok felépitik az Osszetett tereket

» Operatorok dinamikdt és transzformdaciét irnak le



Exercise 1

Problem: Show that the set of all linear maps V — W is a vector
space.



Solution

Let £(V, W) be the set of linear maps from V to W.
Define:

(T1+ T2)(v) = Ti(v) + Ta(v), (aT)(v)=aT(v).

» Closure: sum and scalar multiple of linear maps are linear
» Zero element: 0(v) =0
» Inverse: (—T)(v)=—T(v)

All vector space axioms are satisfied.

’E(V, W) is a vector space




Exercise 2

Problem: Let
T(x,y,z)=(x+y,y +2z,z+ x).

Find ker T and Im T.



Solution: Kernel

Solve T(x,y,z)=(0,0,0):
x+y=0, y4+z=0, z+x=0.

From the first two equations:

Third equation:
z+x=2x=0=x=0.

[ ker T = {(0,0,0)} |




Solution: Image

Since ker T = {0}, the map is injective.
By the rank—nullity theorem:

dim(Im T) = 3.



Exercise 3

Problem: Verify that the norm
vl = Vv, v)

satisfies the triangle inequality.



Solution

||u—|—v\|2:<u+v,u+v>

= [|ull® + 2Re(u, v) + ||v|*
By Cauchy-Schwarz:
[{u, ) < lul[f[v]]-

Thus:
lu+ v < (JJull + [IvI})>.

[lu+ vl < Jlull + [IvIl]




Exercise 4

Problem: Find an orthonormal basis of R? starting from (1,1) and
(1,0).



Solution (Gram—=Schmidt)

Let:
vi =(1,1), w=(1,0).

Normalize: 1
e1 = —(1,1).
1 \ﬁ( )
Orthogonalize:

1
i = va —(v2,e1)e1 = (1,0) — 5(17 1).

Normalize: 1




Exercise 5

Problem: Let V = R? with basis {er, e2}. Write a basis of V@ V.



Solution

A basis is given by all tensor products of basis vectors:

{age, ade ave, avel|

dm(Veo V)=2.2=4.



Exercise 6

Problem: Show that not every tensor can be written as v ® w.



Solution

Consider:
T=e®e +e®e.

Assume:
T = (ae1 + bex) ® (cer + der).

Expanding gives mixed terms:
ade; ® ey + bcer ® e;.
These cannot vanish while keeping

ac = bd = 1.

T is not of the form v @ w




Exercise 7

Problem: Find the adjoint of a 2 x 2 matrix.



Solution

Let:
a b
= (2):
Over R:
i_aT_ (2 ¢
A A <b d>
Over C:



Exercise 8

Problem: Show that eigenvectors of a self-adjoint operator with
distinct eigenvalues are orthogonal.



Solution

Let:
Tvi=Mvi, Twvo=Xovo, A # Ao

Since T = TT:
A1{vi, vo) = (Tvi, vo) = (v1, Tva) = Xo(vy, vo).
Thus:
()\1 — )\2)<V1, V2> = 0.

(vi,w) =0
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