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Dualitas

Legyenek ay, ..., a, € R" tetsz6leges vektorok. Ekkor a
K:={xeR"x=>" Na, N\ >0,i=1,...,m} halmazt az
ai,...,am vektorok altal generalt kiipnak nevezziik.

Koénnyii latni, hogy K konvex részhalmaza R"-nek.
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Legyenek ay, ..., a, € R" tetsz6leges vektorok. Ekkor a
K:={xeR"x=>" Na, N\ >0,i=1,...,m} halmazt az
ai,...,am vektorok altal generalt kiipnak nevezziik.

Koénnyii latni, hogy K konvex részhalmaza R"-nek.

Lemma
Legyen a € R" tetszbleges. Ekkor létezik olyan b € K vektor, hogy

|6 — al|| = min||v — al|.
veK

Ez K-ban a a-hoz legkbzelebbi elem. Belathaté az is, hogy pontosan egy
ilyen b vektor létezik, de erre a Farkas lemma bizonyitasdhoz nem lesz
sziikségiink.
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Dualitas

Tétel (Farkas-lemma)

Legyenek a, aq,...,am € R" tetszbleges vektorok. Ekkor az a”x < 0
egyenl6tlenség pontosan akkor kdvetkezménye a a] x < 0,...alx <0
egyenl6tlenség rendszernek, ha a € K, azaz, a el6all az ay, . .

.,da
s 9m
vektorok nemnegatl'v linearis kombinécio’/'aként.
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Dualitas

Tétel (Farkas-lemma)

Legyenek a, aq,...,am € R" tetszbleges vektorok. Ekkor az a”x < 0
egyenl6tlenség pontosan akkor kdvetkezménye a a] x < 0,...alx <0
egyenl6tlenség rendszernek, ha a € K, azaz, a el6all az ay, ..., an

vektorok nemnegativ linedris kombinacicjaként.

Farkas Gyula (Pusztasarosd,
1847. maércius 28. -
Pestszentlérinc, 1930. december
27.) matematikus, fizikus, a
Magyar Tudomanyos Akadémia
rendes tagja. A magyarorszagi
alkalmazott matematika és
elméleti fizika jelent8s alakja.
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Kovetkezmeény

Legyen A€ R™™ ¢ € R". Ekkor az y" A = c egyenletrendszernek
pontosan akkor létezik nemnegativ megoldasa, ha c"x > 0 minden olyan
x-re, amelyre Ax > 0.

ad

Burai_Pal Operacidkutatas eldadash. £




Dualitas

(LP-P)
c"™x=2z(x) — max
f.h.
Ax < b
x>0,

Burai Pal

(LP-D)
yTb=w(y)
f.h.
yTA
y >0,

0=

h

ad

Operacié

kutatas

yag



Dualitas

(LP-P) (LP-D)
c"™x=2z(x) — max y"™b=w(y) — min
f.h. f.h.
Ax < b yTA > c
x>0, y >0,

Tétel (gyenge dualitas)

Tegyiik fel, hogy x lehetséges megoldasa a primal feladatnak, y pedig
lehetséges megoldasa a duél feladatnak. Ekkor z(x) < w(y).
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Dualitas

(LP-P) (LP-D)
c"™x=2z(x) — max y"™b=w(y) — min
f.h. f.h.
Ax < b yTA > c
x >0, y >0,

Tétel (gyenge dualitas)

Tegyiik fel, hogy x lehetséges megoldasa a primal feladatnak, y pedig
lehetséges megoldasa a duél feladatnak. Ekkor z(x) < w(y).

Kovetkezmény

Ha a primal feladat célfiiggvénye feliilr6l nem korlatos, akkor a dualis
feladatnak nincs lehetséges megoldasa.
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Dualitas

(LP-P) (LP-D)
c"™x=2z(x) — max y"™b=w(y) — min
f.h. f.h.
Ax < b yTA > c
x>0, y >0,

Tétel (gyenge dualitas)

Tegyiik fel, hogy x lehetséges megoldasa a primal feladatnak, y pedig
lehetséges megoldasa a duél feladatnak. Ekkor z(x) < w(y).

Kovetkezmény

Ha a primal feladat célfiiggvénye feliilr6l nem korlatos, akkor a dualis
feladatnak nincs lehetséges megoldasa.

Kovetkezmeény

Ha a dual feladat célfiiggvénye alulrél nem korlatos, akkor a primal
feladatnak nincs lehetséges megoldasa.
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Dualitas

Tétel (er6s dualitas)

Ha a primal-duédl feladatparbdl valamelyiknek létezik optimalis megoldasa,
akkor mindkettének létezik, és az optimumértékek megegyeznek.

Bizonyitas vazlat:

Tegyiik fel, hogy a (??) feladatnak létezik X optimalis megoldasa.
Tekintsiik a kdvetkezé egyenl6tlenség rendszert és vezessiik be az alabbi
jeloléseket:

Ax—th < 0 ) A b
—Ex < 0 A= -E 0 |, ¢eT:=(cT,-c"%)
—t < 0 0 -1

Bebizonyithaté, hogy tetszéleges ( ); ) esetén, ha A( ); ) < 0, akkor

~

< 0 is fennall. Ekkor a Farkas lemmabdl és a gyenge dualitasi

tételbsl mar kovetkezik az allitas.
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Dualitas, Duélis szimplex algoritmus

cI'x=wly) — min
f.h.

[E,Al(y,x) = b

y;x >0, (c>0)

© Ha az egyenlet jobboldala nemnegativ, akkor a bazismegoldas
optimalis. Ellenkez6 esetben a kdvetkezé lépés.

@ Vegyiik a negativ jobboldali elemek minimumat, majd ezek koziil a
legkisebb indexiit, jeldlje ezt b;. Ha ennek a soraban minden elem
nemnegativ, akkor a feladatnak nincsen lehetséges megoldasa.
Egyébként a kovetkezd lépés.

© Tekintsiik a negativ a,;, r =1,..., m elemek esetén a

f‘;rj, r=1,...,m, a; <0 alakd tértek minimumat. Azon indexek
kéziil, ahol ez felvétetik, valasszuk a legkisebbet, jeldlje ezt ay;.
Ezzel az elemmel hajtsuk végre a transzformaciés formulak altal

el6irtakat, majd folytassuk az elsé lépéssel.
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