Normak, kondicidszamok
1. Mutassa meg, hogy a linearis normdlt tér barmely z, y elemére
[zl =yl < [l =yl
teljestil!

2. Legyen A € R™ " reguldris matrix, || - || norma R™-en. Bizonyitsa be,

hogy az
[/l = [l Az]

figgvény normat definial R™-en!
3. Igazolja, hogy R"-en teljesiilnek az alabbi 0sszefliggések!

zll2 < [lz]y < Vnlzll,, Yo eR”
2]|oo < 2]y < n|2]|os, V2 €R"
Izlle < ||zl < VRl7]|oe Vz € R”

4. Al =7, Al =7, J[A]l2 =7
-1 2
a=(75 )

5. Az aldbbi A métrix esetén ||A|l; =7, ||Allc =7 Adjon meg egy-egy olyan
x # 0 vektort, mellyel [[Az[ly = [[A[ls]|z[}1, illetve [[Az[loc = [|Al|sc]l#[loo
teljestil!

1 0 2 -2 1 4
A= 2 -5 9 A= 0 =5 2
-1 28 -3 3 -4

6. Bizonyitsa be, hogy az egységmatrix norméaja 1 minden indukalt matrix-
norméaban!

7. Bizonyitsa be, hogy vektornorma altal indukélt matrixnorméban
[AB]| < [|A]l - [|B]]
teljestil minden A, B € R™*" esetén.

8. Mutassa meg, hogy nem létezik olyan matrixnorma, melyben

IAB|| = [[Al[-IB]l, ~ VA, BeR"™



teljestl.

9. Legyen n > 1 és tekintsiitk R"*"-en az i.n. Frobenius-normat:

n n 1/2
Al = (ZZ%)  Aerm

i=1 j=1
Szarmaztathaté-e ez a matrixnorma valamilyen vektornormabél?
10. Legyen A = (a;;) € R™". Mutassa meg, hogy

| Al = I%%X\aij!

’

norméat definidl R™"*"-en! Lehet-e ez a norma vektornorma &altal indukalt?

11. Legyen A az A € R™"™ matrix egy tetszoleges sajatértéke. Bizonyitsa
be, hogy
AL < [|A]l

teljesiil minden indukalt matrixnorma esetén!

12. Mutassa meg, hogy tetszéleges A € R™ " métrix esetén az AT A matrix
sajatértékei nemnegativak!

13. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges A € R™™ esetén ||Al|3 < ||A]l1 - [|Alloo
teljestil!

14. Legyen @) € R™*™ ortogondlis matrix. Bizonyitsa be, hogy ||Qz||2 = ||z]|2
tetszoleges x € R™ esetén!

15. Legyen Q € R™™" ortogonalis matrix. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges
A € R™™ matrix esetén ||QAll2 = [|All2 és [|[AQ||2 = ||A]|2.

16. Bizonyitsa be, hogy R™*"-ben az invertalhaté matrixok halmaza nyilt,
azaz tetszOleges || - || matrixnorma esetén: ha A invertalhat6, akkor létezik
olyan 6 > 0, hogy A + B invertalhaté minden olyan B € R™ ™ matrixra,
melyre ||B|| <.

17. Legyen A € R™*" egy reguléris, B € R™*" pedig egy szinguldris matrix.
Mutassa meg, hogy barmely indukalt matrixnormaban

|A=BJ[-[[A7Y| > 1
teljestil!

18. Legyen A € R™ " szimmetrikus, pozitiv definit matrix. Mutassa meg,

hogy
z[|a = v/ (A, x)



normét definidl R™-en!

19. Legyen A € R™"™ szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix. Bizonyitsa
be, hogy ha (Az,z) = 0, akkor Az = 0!

20. Szamitsa ki cond,(A)-t az aldbbi matrixok esetén!

3 -1 2
A:(i _;); A:(f‘l),(aeR); A=[1 -3 -4
¢ 2 2 5

21. Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket, hasonlitsa 6ssze a megoldasokat!

(3 oo ) (2 =(3) & (4 vooot ) () = Cooner )

22. Jelolje A\pay, ill. Anin az A abszolit értékben legnagyobb, ill. legkisebb
sajatértékét. Bizonyitsa be, hogy

>\max

< cond(A).

min

23. Legyen A szimmetrikus matrix, jelolje Apax, ill. A az A abszolit
értékben legnagyobb, ill. legkisebb sajatértékét. Bizonyitsa be, hogy

>\max

>\min

condy(A) =

24. Oldja meg meg az Ax = b linearis egyenletrendszert, ha
1 0.99 1.99
A_(O.99 O.98>’ b_<1.97>'
Tegytik fel, hogy b helyett b + Ab ismert,
1.98
ese (1),

Oldja meg az A(z + Ax) = b+ Ab linedris egyenletrendszert! Szémitsa

. A Ab ’ 12 Y . s e s ’ ,
ki a ||H;|3|||°o’ ||Hb”||°o relativ hibdkat! Szédmisa ki az A kondicidszamat (oo-

norméban)!

25. Legyen A € R" ™ reguldris matrix, 0 # ¢ € R. cond(cA) =7



MATLAB feladatok

. Irjon 1-1 fliggvényt az 1- és oo-métrixnormak szamitdsara!

. Szamitsa ki a 6 x 6-os Hilbert-matrix kondiciészamat 2- és co-norméban!
(Haszndalja a cond és hilb MATLAB-fiiggvényeket!) Legyen B egy
6 x 6-0s véletlen matrix (hasznédlja a rand fliggvényt), szamitsa ki B
kondiciészamat is (végezzen tobb kisérletet)!

. Allitsa elé a kovetkezé A € R100X100 pgtrivot és b € R0 vektort, és
a ,,backslash” operatort hasznalva oldja meg az Ax = b egyenletrend-
szert (azaz alkalmazza az x = A\b parancsot). Ezutan perturbélja a b
vektort, pl. 1 helyett legyen b(100) = 1.00001 és oldja meg a rendszert
Ujra. Széamitsa ki az A kondiciészamat (adjon egy egzakt képletet is
conde (A)-ra).

1, hai=yj,
a;; =< —1, hai<yj, b=(-98,-97,...,0,1)".
0, egyébként,

. Irjon egy MATLAB-fiiggvényt, mely adott s € (0,1) esetén eléallitja
az
1/ 1+s% 1—¢
A_A(5>_§ ( 1—5% 14 52
métrixot, tovdbba kiszamitja az || Al és cond.(A) értékeket!

. Irjon egy MATLAB-fiiggvényt, mely adott s € (0,1) és & > 0 esetén
megoldja az Ax = b linedaris egyenletrendszert, ahol A az elézd fela-
datban adott matrix, b = (1,1)7, majd megoldja az egyenletrendszert
akkor is, ha a b vektor b = (g, —¢)T hibaval terhelten adott, tovdbba
kiszamitja a megoldas relativ hibajat (maximum-normaban)!



