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LebegOopontos szamok
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Lebegopontos szamok

Példa.
a=10
3 7 2 1
21 = —
0.37 o 102 108t 1o
2 1 6 5
21.65 = 0.2165 - 10% = —).10°
65 = 0.2165 - 10 (1o+0 103+104) 0
a=2
1 1 0 1
0.1101 = = + — =
2T T,
1 0 1 1
001011 =0.1011-2%= (= 4+ =+ — 4+ — ) . 272
0.0010 0.10 <2+22+23+24>
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Lebegopontos szamok

A nemnulla lebegbépontos szamok alakja:

£k (T e+ )

a a a

ahol
a > 1 egész, a szdmabrazolas alapja
t > 1, egész, a mantissza hossza
k_ < k < ki egész, a karakterisztika, ahol k_ < 0 és ky > 0 adott
1<m; <a-—1, egész (a szdm normalizalt)

0<mj<a—1egész,hai=2,... t

Baran Agnes Numerikus matematika El6adas 5/276



roviden: [£|k|mq, ..., my]
ahol (my, ..., m;) a mantissza.

Az a t, k_, ki értékek egyértelmiien leirjdk az dbrazolhaté szamok
halmazat.

Példa.
Legyen a=2,t =4, k. = -3, k. =2.

(a) irjuk fel a kévetkezd szdmok lebegépontos alakjat:
0.6875, 0.8125, 3.25

(b) Hany pozitiv normalizalt lebegépontos szam &brazolhatd ilyen
jellemzok mellett?
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A legnagyobb abrazolhat6 szam:

a—1 a-1 a—1
Moozak+< p + N )

A legkisebb pozitiv normalizalt abrazolhaté szam:
k(1 k-1
o =a -+0+---+0)=a
a

Szubnormilis szamok: ha k = k_, akkor m; = 0 is lehet.

Baran Agnes Numerikus matematika Eléadas 7/276



Az 1 mindig lebegbpontos szam:

1

1
l=a -, vagy roviden: 1 = [+]1]1,0,...,0]
a

Az 1 jobboldali szomszédja:
1+¢e; =[+|11,0,...,0,1]

masképp:
1 1 1—t
l+e1=a|l-+0+--+0+— |=1+a
a a

azaz 1 = a'~t (gépi epszilon)
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Az |EEE lebegbpontos aritmetikai szabvany:

egyszeres pontossag | dupla pontossag
méret 32 bit 64 bit
mantissza 23+1 bit 52+1 bit
karakterisztika | 8 bit 11 bit
€1 ~ 1191077 ~2.22.10716
M., ~ 1038 ~ 10308

mivel m; mindig 1, ezért nem &dbrazoljuk
az el6jel dbrazoldsara 1 bit

Baran Agnes Numerikus matematika El6adas 9 /276



Adott a, t, ki, k_ mellett az abrazolhaté lebegbpontos szamok a
[~ Moo, M) intervallum egy megszamlalhatd részhalmazét alkotjak.

Példa

(a) Abrézoljuk szdmegyenesen az a =2, t = 4, k_ = —3, ky =2
jellemzok mellett felirhaté osszes pozitiv normalizalt lebegdpontos
szamot.

(b) A fenti szdmdbrazolasi jellemzdk mellett mennyi lesz My, €g és €1
értéke?

(c) Mit mondhatunk két szomszédos szdm tédvolsigardl?

(d) Mit mondhatunk a szomszédos szamok tavolsagardl, ha ki értékét
4-re médositjuk?

(e) Mi lenne, ha ki > 4 teljesiilne?
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Példa.

A pozitiv normalizalt lebegbpontos szdmok a =2, t =4, k_ = -3,
ky = 2 esetén.

k=0 k=1 k=2 k=-1 k=-2 k=-3
0.1000 | & 8 8 8 8 8
0.1001 | £ 2 o 9 2 2
o.1010 | 1 0 10 1 1o 1o
o011 | 1 4 u 1 u u
0.1100 | 1 12 12 12 L2 1
01101 | B 1B 13 13 13 1
o110 | 1 u 1 14 1 u
01111 | B 1 1 15 15 1
M =212 = B és 20 =271 = (= o)
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Legyen y = a¥ - 0.mymy...m;.

A legkozelebbi nala nagyobb szam

tdvolsagra van tole.

Nagyobb karakterisztika — nagyobb 1épéskoz.

Ha k > t, akkor a 1épéskoz nagyobb mint 1.
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a=2t=4, k. = —3 esetén

1+g,
A ——————————————+——
0 g 0.5 1 2 efc.
€0 = ak-—1 274 = 1_16'
egr=al"t=273=1
Példa

Vizsgaljuk meg szamitégépiinkon a 200 4 1 == 206 266 4 10 == 266
296 1 100 == 29, 290 1 1000 == 2% &s 200 4 10000 == 2%° |ogikai
kifejezések értékét!
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Dupla pontossag esetén (t = 53):

‘ 3% ‘ a jobboldali szomszéd tavolsaga ‘
1 ~2.22-10716
16 ~3.5527-101°
1024 ~2.27-10713
220 ~ 106 ~2.33-10710

252 ~45.10% |1
260 ~ 1.15.1018 | 256
206 ~ 7.38-1019 | 16384
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Kerekités

A [-Ms, My] intervallumbdl nem minden szam irhaté fel lebegépontos
alakban.

Példa
A 0.1 kettes szdmrendszerbeli alakja:
0.0001100110011001100....

Az % kettes szamrendszerbeli alakja:

0.0101010101010....
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Kerekités

Legyen x € [— My, M| egy valds szam, fl(x) pedig a hozzarendelt
lebegbpontos szam.

Szabalyos kerekités esetén:

0, halx|<ep
fl(x) = 1 az x-hez legkdzelebbi lebegépontos szamok

ha |x| > ¢
koziil a nagyobb abszolut értékii, X = €0

Levagas esetén:

fi(x) = 0, halx| <ep
| az x-hez legkozelebbi lebeg&pontos szdm a 0 felé, ha |x| > &g

Megjegyzés
Ha az dbrazolni kivant szam két szomszédos lebegépontos szam kozott

féliton helyezkedik el, akkor a valésdgban az el6z6nél bonyolultabb
kerekitési szabdly alapjan torténik a kerekités.
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Példa
Legyen a =2, t =4, k_ = -3, k. =2. Mi lesz a 0.1-hez rendelt
lebegbpontos szam szabdlyos kerekités, illetve levagds esetén?

A 0.1 kettes szamrendszerben, normalizalva:
273.0.1100110011001100....
Szabdlyos kerekités:
f1(0.1) =273-0.1101

Levagas:
f1(0.1) = 273-0.1100
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Kerekités

Az abszolat hiba becslése

szabdlyos kerekitésnél:

ha <
se1lx|, ha |x| > eo
levagdsnal:
ha <
e1|x], ha|x| > eg
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Kerekités

A relativ hiba becslése, ha |x| >

szabdlyos kerekitésnél:

Ifl(x) — x| 1
L S R gl
W2
levagasnal:
) = x| _ _
x|

Gépi epszilon (1)

Adott szamabrazolasi jellemzok mellett az 1 és a jobboldali lebegépontos
szomszédjanak a tavolsaga.
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Alapmiiveleteknél:

1. példa:

a=10,t=3
x=0.425-10"1, y = 0.677-1072

fl(x +y) =2
y —y=0.0677-10"! (tartalék szamjegyek)
x+y=0.425-10"1 +0.0677 - 10! = 0.4927 - 10~}

0.492-1071, levagas
0.493-1071, szabalyos kerekités

filx+y)= {
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2. példa:

a=10t=3
x =0.367-1072, y =0.682- 1072

fl(x+y) =?

x+y=0367-10"2+0.682-1072=1.049-10"2 =0.1049- 107!

0.104-1071, levagas

fllx+y)=
bety) {0.105 107!, szabdlyos kerekités
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Alapmiiveleteknél:

Jeldlje A a négy alapmiivelet valamelyikét, legyen x és y lebegbpontos
szam. Tfh a gép a miiveletet pontosan végrehajtja és az eredményhez
hozzarendel egy lebegépontos szamot. Ekkor

szabdlyos kerekités esetén:

ha |xA
|fl(xAy) — xAy| < &;0; a XAyl < <o
5€1lxAy|, ha [xAy| > g

levagds esetén:

ha [xA
|fl(xAy) — xAy| < £0) a [xByl <o
e1lxQyl, ha |[xAy| = eo
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OSSZefogIaIva:

ha [xAy| > M, akkor tulcsordulas,
ha |xAy| < eg, akkor alulcsordulas (fI(xAy) = 0)

ha g9 < [xAy| < My, akkor az el6z6 relacié atirhaté:

1 levies
fi(xAy) = (xOy) - (L +a), ahol [ea] <erd [ oo »
5, szabalyos kerekités
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A hibdk terjedése

Legyenek xp, x1, ..., X, lebegbpontos szamok.
n
Sp = > xi =7, ha az Gsszeadds algoritmusa:
i=0

So = xo, Sk=Sk1+x, k=1,...,n
A hiba becslése:
|f1(Sn) — Sn| < ne1lxo| + ne1|xi| 4+ (n — Dei|xe| + - - - + €14

Egy durvdbb becslés:
n
|f1(Sn) = Sal < ne1 >
k=0

Ha minden x; pozitiv, akkor
f1(Sn) — Sn
Sn
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Megjegyzések
o A lebegbpontos 0sszeadds nem asszociativ

Példa
Vizsgdlja meg szamitégépén a 0.4 — 0.5+ 0.1 ==04és a
0.1 — 0.5+ 0.4 == 0 logikai kifejezések értékét.

o Az elvégzett miveletek szamanak novekedésével a kerekitési hiba
tipikusan n6. Matematikailag ekvivalens kifejezések értékére
[ényegesen kiilonbozo értékeket kaphatunk a gépi szamitas soran.

Példa

Az alabbi algoritmus végrehajtdsa utan mennyi az x elméleti, illetve a gépi
szamitds utdn adédé értéke?

x=1/3;

for i=1:40
x=4*xx-1;

end

v
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Példa

Szamitégépén hatarozza meg és abrazolja az 1 egy kis kornyezetében az
(x — 1) kifejezés értéket az aldbbi két (matematikailag ekvivalens) médon:

yi(x) = (x = 1)°,
ya(x) = x8 — 8x7 4 28x% — 56x° + 70x* — 56x3 4+ 28x% — 8x + 1

14
4 210 .

-2
098 0.985 099 0.995 1 1.005 1.01 1.015 1.02
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Megjegyzések

o A kifejezések alkalmas dtalakitdsaval elkeriilhet6, hogy a koztes

eredmények (és igy a végeredmény is) tulcsorduljanak.

Példa
Legyen x = (1020, 1). Szamitsa ki gépén az x normdjat az alabbi két
mddon.
(a)
Il = \/>¢ +x3
(b)
B B XIN2  [xo\2
¢ =max{bal, bel}, Ixl=c-/(3) +(Z) J
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Normak, kondiciészamok
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Példa

(1 ) (5)=(3)

egy.rendszer megoldasa:

1 1 n\ 2
1 1.0001 v> ) — \ 2.0001

egy.rendszer megoldasa:
1
(1)
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Példa

Tekintsiik az Ax = b linedris egyenletrendszert, ahol

1, hai=j,
aj=< -1, hai<j, b=(-98,-97,...,0,1)7.
0, egyébként,

Ennek megolddsa az x = (1,1,...,1)7 vektor.

Perturbdljuk a b vektort: legyen bijgp = 1.00001, majd oldjuk meg az igy
kapott egyenletrendszert.

A megoldasvektor legnagyobb eleme ~ 3.1691 - 10%4.

Egy minimalis perturbacié a jobboldali vektorban — hatalmas véltozas a
megoldasvektorban.
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Normak, kondiciészamok

A € R™ " invertalhaté, b € R", b # 0
az Ax = b lin. egyenletrendszer megoldasat keressiik.

Tfh b hibaval terhelten ismert: b helyett b+ db adott.

Ekkor a lin. egy.rendszer:
Ay = b+ §b

A kérdés: mekkora lehet y — x 7

vektorokat kell mérniink — normak
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Norma
Legyen X egy linearis tér R felett. Az d : X — R leképezés norma, ha

1. d(x) > 0 minden x € X esetén
2.d(x)=0 < x=0
3. d(Ax) = |A|d(x), minden A € R és x € X esetén

4. d(x +y) < d(x) + d(y) minden x,y € X esetén
(hdromszog-egyenl6tlenség)

A tovébbiakban d(x) helyett ||x||
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Példak:

Legyen X = R"

1. Az 1-norma, vagy oktaéder norma:

2. A 2-norma, vagy euklideszi norma:

n 1/2
[xll2 = <Z |Xi|2>
i=1

3. A oo-norma, vagy maximum norma:

[Ix[loc = max |x|
1<i<n

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Altalanosan:

n 1/p
Ix[lp = (Z |x,-|P>

i=1
ahol p > 1.
Példa.
Ha
-3
X = 0
1
akkor
[xli=1]-=3[+[0]+ 1| =4

Ixll2 = (| =3 + 0P + [1%)" = V10
Illoc = max{] =3I, o], 1]} = 3
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Indukalt matrixnorma

Legyen || - || egy vektornorma R"-en és A € R"*" egy matrix. Ekkor
A
d(A) := max IA]
x#0 |||

a vektornorma altal indukalt matrixnorma.

Megjegyzés. Ez tényleg normat definial R"*"-en:
1. d(A) > 0 minden A € R"*"-re

2.dA)=0 < A=0

3. d(ANA) = |\|d(A)

4. d(A+ B) < d(A) + d(B)

A tovabbiakban d(A) helyett ||A||
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Az indukalt matrixnormak tulajdonsagai

(1) IEl=1

(2) ||Ax]| < JA]l - |Ix|| minden x € R" esetén

(3) ||AB]| < ||A] - || B]] minden A, B € R"*" esetén

Megjegyzés
Az indukalt matrixnormat definidlhattuk volna dgy is, hogy a legkisebb

olyan M szam, melyre

|Ax|| < M -||x|| minden x € R" esetén

teljesdl.
v
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Milyen matrixnormat indukalnak az altalunk megismert
vektornormak?

1. Az 1-vektornorma altal indukalt matrixnorma:
n
Al = lgagnz; |ajj| (oszlopnorma)
=
2. A oo-vektornorma altal indukalt matrixnorma:
n
|Allo = lrglagn.z; En (sornorma)
J:

3. A 2-vektornorma altal indukalt matrixnorma:

[All2 = 4/ Amax(ATA) (spektrdlnorma)

ahol Amax(ATA) az AT A métrix legnagyobb sajitértéke
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Példa

3 0 4
A= 1 -1 2], 1Al =7 [|Alleo =7
9 1 -9

[All1 =8 és [[Allc = 7
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Példa

3 -1
pr— :?
A ( B ) AR =

-3 (2 )

az AT A miétrix sajatértékei:

13-X -7 | o B
‘ g 5_)\’—(13—)\)(5—)\)—49—)\—18>\+16_0
2 _

)\1,2:18:1:\/;8 64 _ o, e

All2 = V9 + V65 ~ 4.13
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)

El6adas

39/276



A kondiciészam
Legyen A € R™" invertdlhatd, b € R", b# 0

az Ax = b lin. egyenletrendszer megoldasat keressuk.

Tfh b hibaval terhelten ismert: b helyett b+ 0b adott. Ekkor a lin.

egy.rendszer:
Ay = b+ b

vagy
A(x +0x) = b+ db
Ax+ A-dx=b+db
A-dx=0b
ox = A"16b
lox][ = IA~*6b]| < A~ - [|6b]|
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Masrészt: Ax = b
6]l = IIAXII < IIAII |l

< ||All-
HXH Hbll

lgy
llox]l A-1y 196]
o =LA By
cond(A):=
||| |6b]]
19X < cond(a) 1220
Il = A g
Megjegyzés
A fenti egyenlétlenség éles. J
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Kondiciészdm
Legyen A egy invertalhaté matrix. A

cond(A) = | A]l - A7

szamot a matrix kondicidszamanak nevezziik.

A kondiciészam tulajdonsagai
(1) fligg a matrixnormatdl

(2) cond(A) >1

(3) ha A= @ ortogonalis métrix (azaz QT Q = E), akkor condy(A) = 1
(4)

Amax
ahol Amax és Amin az A absz.értékben legnagyobb és legkisebb
sajatértéke

< cond(A)

v
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Megjegyzés

A kondiciészam felsé becslést ad arra, hogy hibas jobboldallal adott lin.
egy.rendszer esetén a megoldas relativ hibaja a jobboldal relativ hibdjanak
hanyszorosa lehet.

Példa
1 1
pu— :?
A (1 1.0001)’ condog(A) =7
Ekkor det(A) = 1074,

Al 10001 —10000
~ \ —10000 10000

|Al|oo = 2.0001 és ||A~1||o = 20001, azaz

condso(A) = 2.0001 - 20001 ~ 40000.

Az A matrix a jobboldal relativ hibdjanak kb 40000-szeresére tudja novelni
a megoldas relativ hib3jat.
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Példa
Legyen A € R1% olyan, hogy

1, ha i = J,
aj =< -1, hai<y,
0, egyébként,

Ekkor conds,(A) = 100 - 2%° ~ 6.3383 - 103!

Megjegyzés
A kondiciészam nem fiigg a determindnstdl: legyen 0 # ¢ € R, ekkor
det(cA) = c"det(A), ugyanakkor cond(cA) = cond(A).
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Legyen b relativ hib3ja % ~ €1 (inputhiba nagysagrendii).

Ekkor ha

1
cond(A) > —
€1

akkor

cond(A) ||||b||” 1

azaz a megolddsra rakédd hiba ugyanakkora lehet, mint maga a megoldas.
Az egyenletrendszer rosszul kondicionalt.

Ahhoz, hogy a megolddsnak legaldbb 1 helyes szamjegye legyen

1
cond(A) < —
aci
kell, mert ekkor
lox] _ 1
x|~ a
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Példa (Hilbert-matrix)

1 1/2 1/3 -~ 1/n

12 1/3 /4 - 1(n+1)
H, = 1/3 1/4 1/5 oo 1/(n+42)

1/n 1/(n+1) 1/(n+2) --- 1/(2n—1)

condy(Hs) ~ 10°, conda(Hio) ~ 1013
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Példa
Legyen A egy sziirkeskdlds kép, x = A(:).

D: egy torzitasi matrix, a f6atléjaban %—ok, az 5 — 5 szomszédos
mellékatléban L-ek. condy(D) ~ 10°.
y1 = Dx a torzitott kép

¥ = y1+ egy 0 varhatd értéki 0.01 szdrasi normalis zaj.

Az eredeti kép

Numerikus matematika

Baran Agnes




A torzitott kép Torzitds + zaj
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A helyreadllitott képek

x = D\y,
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Hibas matrixud linedris egyenletrendszer

Az Ax = b rendszert akarjuk megoldani, ahol A invertalhatd.
Tfh A hibaval terhelten adott: A helyett B = A+ JA ismert.

1. kérdés: B invertalhat6?

B=A+6A=A(E + A15A)

Perturbacids lemma:

Legyen S = E + R, ahol ||R|| = q < 1. Ekkor S invertalhaté és

1 1
15770 < 17—
EETE—



Ha [|6A[| < 1/||A71|], akkor [|A~1SA|| < [[A7H] - [|6A[ < 1, igy a
perturbaciés lemma miatt B invertalhatd.

Ekkor Ax = b helyett (A + §A)(x + dx) = b megoldasaval a megoldas
relativ hibdja
Jéx|| . cond(A) )

x|~ 1 - cond(A)%
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Linearis egyenletrendszerek
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Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Példa
—2x1 — xo +4x3 =3
2x1+3x —x3 =1
—4x; — 10xp — bxg = —12
Ax = b, ahol

Baran Agnes Numerikus matematika
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Gauss-eliminacid:

b =—1
-2 -1 4 3 (3 = -2 -1
2 3 -1 1 — 0 2
-4 -10 —-5|-12 0 -8
(37 = —4 -2 -1 4 3
0 2 3 4
0 0 —1]|-2
A visszahelyettesités:
—X3 = -2 — X3 =
2% +3x3=4 — xo=-1

—2x1—x0+4x3=3 — x31=3

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Gauss-eliminacid

Ax = b, ahol A € R™"_ A kib8vitett matrix:

a11 412 din
a1 a2 - azp
dnl dn2 **  dnn

Tfh a;1 # 0. Az i-edik sorbél az 1. sor £;; = j—ﬁ—szeresét levonva:

ail a2 - ain | bt
o LB
0 WD e 2|

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Képletekkel: legyen a,(jl) := ajj, ekkor

(1)
2 1 1 9j
a1
(@ _ 1) _p D) I=2,...,n,
b;” = b; li1b; 2. n
() - ) a® )
Ha ay, # 0 akkor az i-edik sorbdl az 2. sor £jp = a'(—g)—szereset levonva:
22
1 1 1 1 1
EERET
0 a3 as ay, | b>
o o0 & a | b
S IO O
Eldadas
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s L k
A k-adik 1épés képlettel (ha ag{k) #0):

k+1 k k aly)
afj‘*‘) () Ea() Oy = 2/;()
a
kk
(k+1) (k) (k) i=k+1,...,n,
bt = b — Ly j=k+1,...,n
Ha agll) #0, agz) 0, ..., n" 11,), 1 # 0, akkor az (n — 1)-edik Iépés utan:
1 1 1 1 1
D A ]
o )
o oAb
0 0 0 . a|s

Ha ag,',',) # 0, akkor elkezd6dhet a visszahelyettesités.
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A sorcsere nélkiili Gauss—eliminacié pontosan akkor hajthaté végre, ha
a11 # 0, 322)750 _a) # 0.

Miiveletigény:
1 miivelet := 1 6sszeadas + 1 szorzds

Az A mitrix atalakitdsdhoz (eltekintve az £;; koltségétdl):
1. lépés: (n —1)? miivelet
2. 1épés: (n — 2)? miivelet
(n—1). Iépés: 1 miivelet

Osszesen:

(n—1P2+(n—-22+--- 1= = — 4+ 0(n?)

Baran Agnes Numerikus matematika El6adas 58 /276



A b vektor dtalakitdsdhoz:
1. 1épés: (n— 1) miivelet
2. lépés: (n —2) miivelet

(n—1). lépés: 1 miivelet
Osszesen:

(n=1)+(n-2) 1= 2101

A visszahelyettesitéshez n szorzassal tobb:

n(n+1)
2
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LU-felbontas

Példa
-2 -1 4
A= 2 3 -1
—4 —-10 -5
Gauss-eliminacid:
b =-1
-2 -1 4 3 =2 -2 -1 4
2 3 -1 — 0 2 3
-4 -10 -5 0 -8 -13
Matrixos alakban:
-2 -1 4 1 0O -2 -1 4
2 3 -1 | = -1 1 0 0 2 3
-4 —-10 -5 2 01 0 -8 -13
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Gauss-eliminacid:

2 -1 4

(39 = —4 -2 -1 4
0 2 3 — 0 2 3
0 -8 -—13 0 0 -1
Matrixos alakban:
-2 -1 4 1 00 -2 -1 4
0 2 3 |=(0 10 0 2 3
0 -8 -—13 0 -4 1 0 0 -1
Mivel
1 00 1 00 1 00
-1 10 0 1 0 |= -1 1 0],
2 01 0 -4 1 2 4 1
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-2 -1 4 1 00 -2 -1 4
A= 2 3 -1 ]=]1-1 10 0o 2 3
-4 —-10 -5 2 41 0 0 -1
L= U—
Az A matrix LU-felbontasa:
A=LU
ahol
L alséharomszog matrix, atléjdban csupa 1-es,
U fels6haromszog matrix.
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LU-felbontas

a1l a2 ... an 1 0 0 0 an ‘3122 312“
a ax ... an ly 1 0 0 0 3§2) gn)
as axp ... asn _ f 0 1 0 0 agzz) agi)
anl an2 e dnn énl 0 0 1 0 35,22) 3537)

1 0 0 O 0 1 1 1 1

L0 000N

2 0 A2 0 ... 0

bl 10 0 2B 6

- lyr by O 1 0 0 0 933 Y

la m 0 O 1 o 0 aY a3
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Az (n — 1)-edik Iépés utdn:

1 0 0O ... 0 a1 d12 a3 ... din
by 1 0 ... 0 0 a2 a8 ... P
A= fla1 €z 1 ... O 0 0 ag? . ag3n)
€n1 5,,2 €n3 o1 0 0 0 ... ag,',’,)
A= LU
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LU-felbontas

Az A matrix LU-felbontasa:
A=LU

ahol
L als6haromszog matrix, atléjaban csupa 1-es,
U felshdromszog matrix.

Az eredeti feladat: Ax = b megoldasa.

LUx=b

A matrix felbontdsa utdn a megoldds két lépésben torténik:
1. Ly=5b

2. Ux=y

Mindkét rendszer matrixa haromszog alakd.
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A matrix determinansa

Ha A = LU, akkor a determinansok szorzastétele alapjan
det(A) = det(L) - det(V)
Haromszogmatrix determindnsa a féatldban allé elemek szorzata, igy

det(L) =1 és
det(A) = det(U)

Az A determinansa az U foéatldbeli elemeinek szorzata.
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LU-felbontas

Példa (folytatas)

Ax = b, ahol
-2 -1 4 3
A= 2 3 -1 1, b= 1
—4 —-10 -5 —12
A matrix felbontdsa:
-2 -1 4 1 0 0 -2 -1 4
A= 2 3 -1 = -1 10 0 2 3
—4 —-10 -5 2 -4 1 0 0 -1
L U
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A visszahelyettesitések:

1. Ly=5b
1 00 v 3
-1 10 v | = 1
2 —4 1 % —12
feliilrol lefelé visszahelyettesitve:
=3

yty=1 —= y=4

2y —4yy +y3=-12 —  y3= -2

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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2. Ux=y

-2 -1 4 X1 3
0 2 3 X2 = 4
0 0 -1 X3 -2

alulrdl felfelé visszahelyettesitve:

—X3:—2 — X3:2
2% +3x3=4 — xp=-1
—2x1—x0+4x3=3 — x31=3

Az A determindnsa:

det(A) = det(U) = (=2) -2 (-1) =4
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Az LU-felbontas miiveletigénye ugyanannyi, mint a Gauss-eliminaciéé:

. [ 3 .
A matrix felbontdsa: 5 + O(n?) miivelet
A két visszahelyettesités: Gsszesen n® miivelet

A determinans kiszamitasa LU-felbontdssal: ~ % miuvelet
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Az LU-felbontds tarigénye:

-2 -1 4 1 00 -2 -1
A= 2 3 —1 = —-1(1 0 0 2
-4 —-10 -5 210 1 0| —8
1 00 -2 -1 4
= -1 1 0 0 2 3
2 4|1 0 0| -1
tomoren:
-2 -1 4 -2 -1 4
2 3 -1 — -1 2 3
-4 —-10 -5 2| -8 —13
-2 -1 4
— -1 2 3
2 -4 -1

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Példa
Oldjuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszert LU-felbontdssal!

2 -1 1 3 -3
-4 0 2 -5 -5
A= 6 -1 -2 6 | o= 2
4 2 —-10 -1 19
—1 1 3 2 -1 1 3
-2 -2 4 1 -2[-2] 4 1
A=l 3 2 5 3| 7| 3 1T 1 2
2 4 —12 -7 2 -2 —4 -5
2 -1 1 3
. -2 -2 4 1
3 -1[-1] -2

2 -2 4 3
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1 000 2 -1 1 3
A -2 1 00 0 -2 4 1
3 -1 10 0 0 -1 -2
2 -2 41 0O 0 0 3
M U
A két visszahelyettesités:
1. Ly=5b
1 000 1 -3
-2 1 00 y2 | | -5
3 -1 10 vz | 2
2 =2 41 ya 19
y1=-3

231+ =-5 — y=-11
3i—y2+y3=2 — y3=0
2v1 =22 +4y3+ya=19 — y,=3
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2 -1 1 3 X1
0 -2 4 1 X2
0 0 -1 -2 X3
0O o0 0 3 Xa
3X4 =3
—X3 — 2X4 =0
—2xp +4x3 + x4 = —11
2x1 — Xxp +x3+ 3x4 = —3

Az A matrix determindnsa:

Ll

-3

—11

0

3

X4 = 1
X3 = -2

X = 2
X1 = -1

det(A) = det(U) = 2- (=2) - (~1) - 3 = 12

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Cholesky-felbontas

Cholesky-felbontds

Az A felbontasit A= LLT alakba, ahol L alséhdromszog matrix,
Cholesky-felbontdsnak nevezziik.

Az A matrixnak pontosan akkor létezik Cholesky felbontdsa invertdlhaté L
matrixszal, ha A szimmetrikus és pozitiv definit.

Mivel az LT matrixot nem sziikséges kiszamitani és tarolni, ezért a tar- és
miveletigény kb fele az LU-felbontds tar- és miiveletigényének.
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A felbontds k-adik lépése (k =1,...,n):
(L-lel feltlirva A-t)

akk = \/ dkk
djk .

ajk = —, i=k+1,....n
akk

ajj = ajj — aik - Ajk, j=k+1,....n, i=j,....n
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A visszahelyettesitések:
1. Ly = b (y-nal feliilirva b-t)

i—1
b,'= b,-—Za,-jbj /a;,-, i:l,...,n
j=1

2. LTx =y (x-szel feliilirva y-t)
n

b,': b,‘— Zaj;bj /a,-,-, i=n,...,1
Jj=i+1
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Példa:

-6 4 9 -2 2 5
3 -1 =2 3 -1 -2
- -1 2] 1 |=(-1 2 1
-2 1 4 -2 1 2
azaz

300 3 -1 =2

A=| -1 20 0 2 1

-2 1 2 0 0 2

L LT
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A felbontas masképpen:

Az L-et oszloponként szamitva a k-adik oszlop (k =1,...,n):

1/2
k—1 /
2
b= | aw— > _ 05 ;
=1

k—1
lik = | aik — Zgijgkj [k, i=k+1,...,n
=

Megj.: itt is felllirhaté L-lel A.

A visszahelyettesitések ugyantgy, mint az elobb.
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PLU-felbontas (Gauss-eliminacié sorcserével)

Permutacios matrix: az egységmatrix sorainak permutaldsaval

Pl. az i-edik és j-edik sor cseréjével (i < j):

1
0

Ekkor

PA: az A matrix i-edik és j-edik sora felcserélodik,

0
1

00
00
00
00
01

€1

€

€n

AP: az A matrix i-edik és j-edik oszlopa felcserélodik.

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Gauss-eliminacid:

1. haa;; #0 —  végrehajtjuk az elsé [épést

2. haa;; =0ésa; =0minden i =2,...,n-re —  azelsd oszlopban
nincs kikiiszobolendd elem  —  a 2. |épéssel folytathatjuk

3. ha aj1 =0, de van olyan i, hogy aj; #0 —  sorcsere

Ha P; az 1. és j-edik sort cseréli:
A=PiA1 —  Aj-re kezdédhet a felbontds

az 1. lépés utan:
A= PiA; = P11, AP
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a 2. lépés:

1. ha a§22) #0 —  végrehajtjuk a 2. [épést
2. ha ag) =06és ag) =0 mindeni=3,...,n-re — a 2. oszlopban
nincs kikiiszobolendd elem  —  a kov. Iépéssel folytathatjuk

3. ha ag22) =0, de van olyan i > 2, hogy ag) #0 — sorcsere

Ha P, a 2. és i-edik sort cseréli:

A® = p,A,

A= PiLiPA;
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I 1 0

531 0 1
LiPy= :

lir 0O

£y 0 O

li
l31

U1

gnl

o

o =

0

Py=

(@)

()

= szl

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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A= PPy, A,

— folytathaté a felbontas.
Az (n — 1)-edik Iépés utdn:

A=PiPy--- Py LU
N———
P:=

azaz

A=PLU
ahol
P: permutaciés matrix
L: alséhdaromszog matrix, atléjaban 1-esek
U: felshdaromszog matrix
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Az Ax = b egyenletrendszer megoldasa:

A= PLU
LUx = P~ 1p

e 1. Ly = P~1b megoldasa

@ 2. Ux = y megoldasa
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Feladatok

(1) Hatdrozza meg az aldbbi matrix inverzét Gauss-Jordan elimindciéval!
2 2 3
A= 1 -1 0
=1 2 1

(2) Oldja meg az Ax = b egyenletrendszert LU-felbontdssal. Hatdrozza
meg det(A) értékét!

-1 -2 0 -3 -2

3 3 2 8 12

A= -2 -4 2 -5 |’ b= 0
1 -4 8 6 28
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Feladatok

(3) Oldja meg az Ax = b egyenletrendszert LU-felbontdssal. Hatdrozza
meg det(A) értékét!

-2 -1 0 -3 -5

4 5 2 b -1

A= -6 -6 -3 —7 |’ b= —2
0O 6 -6 7 32

(4) Hatdrozza meg az A matrix Cholesky-felbontdsat!

4 —4 0 -2
—4 13 -3 —4
A 0 -3 2 4

—2 -4 4 13
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Legkisebb négyzetek modszere
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Példa
Egy fél méter magas, téglatest alaki viztartalyt egyenletes sebességgel
toltenek fel vizzel. Amikor a tartdlyban 3 cm magasan all a viz Péter
elhatdrozza, hogy megméri a vizszint valtozasat az ido fuggvényében. A
kovetkez6 méréseket végezte:

ti(min) [0]2]4] 6] 8]10]12

fi(em) |[3|4[5|55[65[ 7| 8
Becsiilje meg milyen magasan lesz a viz 20 perccel azutdn, hogy Péter
elinditotta a mérést! Mikor inditottdk el a tartdly feltoltését? Kb mikor
lesz tele a tartdly?
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Példa

Egy ipari mérlegen egy nagyobb mennyiségli gabona van, amit valaki
egyenletes sebességgel lapatol a mérlegrdl zsdkokba. Miutdn elkezdte a
munkat, idonként megnézziik mennyit mutat a mérleg. Az alabbi értékeket
lattuk:

idé (min) | 1 15 20 28
tomeg (kg) | 980 605 470 250

Becsiiljik meg mennyi ideig tart, amig az osszes gabonat zsdkokba rakja,
illetve eredetileg mennyi gabona volt a mérlegen.

1000

*

900

800

700

600 *

témeg (kg)

500

400

300
*

200

0 5 10 20 25 30

15
id6 (min)
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Legkisebb négyzetek maddszere

Adottak a
ti, to, ..., ty idopillanatokban az
fi, fa, ..., fmn megfigyelések.

A folyamatot leiré F(t) modell paramétereit keressiik.

Egyenes illesztése
A modell:

F(t)=a+ bt

Olyan a, b paramétereket keresiink, hogy

m
2
> (F(t) — f)
i=1
minimélis legyen.
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Legyen

1 n
1 t
A= 2
1 tm
Ekkor
Ax =

a+ bty
a+ bty

a-+ bty

fi
f a
T ( b )
fm

F(t1)

F(t2)

F(;r,,,)

Baran I-'\gnes Numerikus matematika

Eléadas

92/276



Olyan a, b paramétereket keresiink, melyekkel

m

J0x) = (F(t) = £)* = | Ax — 13

i=1

J(x) = i(F(ti) —f)? = i(a + bt; — £;)?
i=1 i=1

Minimum csak ott lehet, ahol

0J(x) _
“da

9J(x) _
N T
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i=1
és
0J(x) i
=2 bt; — f)t;
b iz:;(a + )
Atrendezve:

m m
ma+by =) f
i=1 i=1
m m m
ay ti+bY =Y tf
i=1 i=1 i=1
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Matrixalakban:

moS S
I (): =
St oy | \P S bif
=1 =1 i=1

A matrix determindnsa:

m m 2
m3=i-(300) =0
i=1 i=1
az osszes t; megegyezik:

és =0 <=

th=bb=---=th,=:I1

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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1. Ha van legaldbb két kiilonbozs t; érték, akkor a rendszer egyértelmiien

megoldhaté. A megoldds a J minimumbhelye lesz.

22 Hatij=th=--- =t =: tg, akkor

(o ) (3)-| &
mty mtg b tof:ﬁ
i=1

a 2. egyenlet az elsé tg-szorosa —  végtelen sok megoldas.

1 m
b=scR, a:mz;fi—sto
1=

Ha b=0

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Példa
Hatarozzuk meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd
egyenes egyenletét!

|0 1 1 2 3
TR EE

A modell: F(t)=a+b-t

Az illesztett modell: F(t) = é—; =+ %t
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3.5

25

0.5

0.5

25




Példa
Hatarozzuk meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd
egyenes egyenletét!

|2 2
11

2 2 2
fi | 2 2 2

A modell: F(t)=a+b-t

5 10 a\ [ 8
10 20 )\ b )"\ 16
5a+10b=8

b=seR, a:§—2s

Ha s =0, akkor F(t) =2
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Legkisebb négyzetes kozelitések

Adottak a
t1, to, ..., tm idopillanatokban az
fi, o, ..., fm megfigyelések.

A folyamatot leiré
F(t) =Y xi(1)
j=1

modell paramétereit keressiik tgy, hogy

Jx) =Y (F(t:) — £)?

i=1
minimalis legyen.

xj: ismeretlen paraméterek (j =1,...,n)
@j(t): adott fiiggvények (j =1,...,n)
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Példak a modellre:

1. n=2é p1(t) =1, po(t) =t
F(t) = x1 + xot

(egyenes illesztése)
2. p1(t) =1, pa(t) = t, ..., pn(t) = t" L

F(t) = x1 + xot + x3t> + -+« 4 x,t" 1
(polinomiélis modell)
3. n=3és p1(t) =1, pa(t) =sin(wt), p3(t) = cos(rt):

F(t) = x1 + xa sin(7t) + x3 cos(rt)

(trigonometrikus modell)
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Baran I-'\gnes Numerikus matematika

Legyen

p1(t1)  w2(t1) .. @a(t1)
@1(1'2) 902(t2) cp”(t2) mxn
. eR )

e1(tm)  w2(tm) - @nltm)
f X1
H
f = _ eR™, X = e R",
fm Xn
Ekkor
Ax =

Fltn)
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A minimalizdlandé fiiggvény:

m

J(x) =Y (F(t) = £)? = ||Ax — f[I3

i=1
Minimum csak ott lehet, ahol

8J—(X):O, k=1,...,n.
an

Ez az alabbi linedris egyenletrendszerre vezet:
ATAx = ATF

(Gauss-féle normalegyenlet)
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Gauss-féle normalegyenlet

ATAx = ATF

o a Gauss-féle normalegyenlet mindig megoldhaté

o A megoldas a legkisebb négyzetes értelemben legjobban
kozelitd modell paramétereit adja.

e Ha az A matrix oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek, akkor a
Gauss-féle normalegyenletnek egyetlen megoldasa van.

Ha az A oszlopvektorai fiiggéek (az AT A métrix szingularis),
akkor végtelen sok megoldas van.

Szingularitas esetén javasolhaté:

> tobb adat felvétele
> a modell egyszerisitése
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Példa

Ha a modell linedris: F(t) = x1 + xot, akkor @1(t) =1 és pa(t) =t

1

1 b
A=

1ty

m

m
Dot
=1

s

I
—

ATA =

M3
%

Il
M

szingularitds: az A oszlopvektorai linedrisan fliggdek, azaz

h=b=-=1in

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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) ATf: ;n:l
> tif;

i=1
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Példa

Ha a modell polinomidlis: F(t) = x1 + xat + x3t2 + - - - + x,t" 1

azaz p1(t) = 1, o(t) = t, ..., pp(t) = t"1

1t 8] ¢t
1t t3 to—t
A= 2
1 tn t2 tn—1
e
m Yot Dot 2t
=1 =1 i=1
m m 5 m 3 m n
Z ti ti Z tl Z ti
i;l i;l i=1 i=1
;
= 2 3
ATA Z ti Z tl
i=1 i=1
o~ n—1 N 202
n— n—
Z tl . z;l ti
=

Il
—
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s

i=1
m
> fiti
i;l
Tr__
ATt e

i=1

& 1

. fit”

i=1

a feladat egyértelmiien megoldhatd, ha a ty, to, .. ., ti, értékek kozott

legaldbb n kilonbozé van
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Példa

Hatdrozzuk meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelité
F(t) = x1 + x2 cos(mt) + x3 sin(mt)

alakd modellt!

BIOT | N
Nlw lo

*
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01(t) = 1, 2(t) = cos(nt), p3(t) = sin(nt)

1 1 0
1 cos(wty) sin(mty) 1 0 1
p 1 cos(mtp) sin(rtp) 1 -1 0
= : B 1 0 -1
1 cos(wtg) sin(mtp) 1 1 0
1 0 1
6 1 1 -
ATA: 1 3 0 ) ATf: 1T9
103 -3

Az AT Ax = AT f Gauss-féle normélegyenlet megoldasa:
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Példa

Hatdrozzuk meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelité
F(t) = x1 + x2 cos(mt) + x3 sin(mt)

alakd modellt!

r,|0%2g
il 2 5
110 1
101 -2
A=l 110 f= >
101 _3
2

Az A oszlopai linedrisan fiiggdek — AT A szinguldris
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A szingularitas kezelése:
1. tobb adat felvétele (Id. el6z példa)
2. a modell egyszerisitése:

F(t) = x1 + x2 cos(7t)

Ekkor

==
|

O = O
-~
I

NIW BOT N =

Az ATAx = AT f Gauss-féle normélegyenlet megoldasa:
[ —1.750
=\ 2875

Baran Agnes Numerikus matematika Eléadas 112 /276



Baran Agnes Numerikus matematika



Példa

Hatdrozzuk meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd
F(t) = a+ 2 alaki modell paramétereit!

o+

05[06]07[09|1] 12| 14[16][18]| 2
fi|81] 7]63]53|5]452]414 |39 37351
1 L
. §
m=10, A=| °
Lo
10 10
0 > ¢ ST f
ATA: 10 ilzol , ATf: 11—01
l:ltli I:Z].tl’2 t:

Megj.: Az (%, f,-) adatokra illesztettiink egyenest.

Baran I-'\gnes Numerikus matematika

Eléadas 114 /276




aran

8.5

7.5

5.5




Példa
Havi kozéphémérsékletek atlagai Budapesten (1901-1950)

t," 15 46 74 105 135 166 196 227 258 288 319 349
f,-‘—l.7 0.1 52 103 158 189 211 203 161 102 42 05

*
20F *
*
* *
15
10 * *
5 *
*
0 * ki
*
5 . . . . . .
o 50 100 150 200 250 300 350
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A modell:

t—14
F(t) = x1 + x2 cos (277 365 )

1 cos (27rt13_6é4)
1 cos (27rt23_6é4)

A=

1 cos (27T t1§6514)

Az AT Ax = ATf Gauss-féle normélegyenlet megolddsa (4 tizedesjegyre

kerekitve):
10.1248
= ( ~11.2577 )
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Feladatok
@ Hatdrozza meg az aldbbi adatokat legkisebb négyzetes értelemben
legjobban kozelito egyenes egyenletét.
n| 0 1 2 3
i]05 15 2 3
@ Hatdrozza meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd
egyenes egyenletét!

|0 1 1 2 3
A1y 1323
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Feladatok
@ Hatdrozza meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelité

X
F(t) = x + 72
alaku fuggvényt!

ti
fi

@ Hatdrozza meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelito

(ool
O Wl
DN
N[O =

tmw

F(t)=x1+x2 - sin® (;)
alaku figgvényt!

ti

(R NI

NI O

v
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Interpolacio
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Lagrange-interpolacio

A feladat:

Adottak az
X0, X1, - - - , Xp paronként kiilonbozé pontokban az
fo, f1, - . ., f, megfigyelések.

Olyan minimdlis fokszdmd ¢(x) polinomot keresiink melyre

o(xi)=Ff, i=0,....n

Allitas: Egyértelmiien létezik olyan legfeljebb n-edfokd polinom, amely
teljesiti a
o(xj)="1f, i=0,...,n

illeszkedési feltételeket.
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Biz.: (A polinom konstrukcidja)
Legyen

(x = x0)(x — x1) -+ (x = xi—1)(x = Xig1) - - - (X = Xn)
(xi = x0)(xi — x1) - -+ (xi = Xi—-1)(Xi — Xi1) -+ (Xi — Xn)

li(x) =

azaz

n
X—X; .
éi(X):Hx-—;-’ i=0,...,n
=

J#
Ekkor ¢;(x) egy n-edfokd polinom és

0, hak#i
i) = {1 ha k — i

Legyen

p(x) =) fiti(x)
i=0
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Ekkor ¢(x) legfeljebb n-edfokd, és
o) = > fili(x) =fi,  k=01,....n,
i=0

azaz ¢(x) eleget tesz a kdvetelményeknek.

Egyértelmiiség
Tfh o(x) és ¥(x) legfeljebb n-edfokd polinomok, melyek teljesitik az
illeszkedési feltételeket:

o(xi) =1fi  és(x;) = f, i=0,1,...,n

Legyen ®(x) = ¢(x) — 9(x)

Ekkor ¢ legfeljebb n-edfoki, és minden alappontban eltiinik
— a ®(x) polinomnak legaldbb n + 1 kiilonbdzé gyoke van
- P(x)=0
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A Lagrange-polinom rekurziv elallitdsa (Newton-alak)
Jeldlje Ly (x) az (xo, fo), (x1,f1),..., (Xk, fx) adatokra illeszkedd
Lagrange-polinomot.

@ ha csak 1 adat ismert, (xp, f):

Lo(x) = fo
e ha 2 adat ismert, (xo, ), (x1,1):
Ll(X) = Lo(X) + bl(X — Xo)

Ekkor Li(x0) = Lo(xo) = fo. Ezutan b;-et gy hatarozzuk meg, hogy
Li(xy) = fi teljesiiljon:

Li(x1) = fo+ bi(x1 —x0) = A

ii—1f

X1 — X0
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e ha 3 adat ismert, (xo, f), (x1, 1), (x2, f2):
La(x) = Li(x) + ba(x — x0)(x — x1)

Ekkor
Lz(Xo) = Ll(Xo) = f() és
Lo(x1) = Li(x1) = fi.

bo-t dgy hatdrozzuk meg, hogy Lo(x2) = f» teljesiiljon:

by = 1 h—f hH—T
X — X0 \ X2 — X1 X2 — Xp
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e Ha k + 1 adat ismert, (xo, ), (x1,f),---, (Xk, fx):
Lk(X) = Lk_l(X) + bkwk(x)

k—1

ahol wi(x) = ] (x — x;).
i=0

Ekkor

Li(x0) = Lk—1(x0) = fo,
Li(x1) = Lk—1(x1) = f1,

Le(xk—1) = Lk—1(xk—1) = fi—1.
bi-t Ugy hatarozzuk meg, hogy Ly (xx) = fx teljesiiljon:

br = (fx — Li—1(xx))/wk(xx)

Hogyan lehet egyszeriien el6éllitani a by egylitthatdkat?
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Osztott differencidk

Tfh adottak az xp, x1, ..., X, paronként kiilonb6zé alappontok és az
fo, fi, ..., f, értékek.

Az x;, xj11 pontokra tamaszkodé els6rendli osztott differencia:

fir1 —f;
[xi, Xj1]f o= 2L

Xi41 — Xi
Az X;,...,Xi+k pontokra tdmaszkodd k-adrendii osztott differencia:
Fo [Xig1s - Xipk]f = [Xiy ooy Xiph—1]f
[Xi7 s aXf-‘rk] -
Xit+k — Xi

Legyen [x]f = f;.
Allitas: A Lagrange-polinom Newton-alakjaban

bk = [X07' "7Xk]f

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Szamitasi séma

X0 [Xo]f\,
[X07X1]f\l
X1 [x]f 7 [x0, X1, %2]F \
N Pasxelf
; N\
[X0s - -+, Xn]f

x,,-_l [Xn—1]f \y

Xn [x.]f 7

[Xn—len]f /(
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A Lagrange-polinom Newton-alakja

X0 [olf N\
[xo,x]f
X1 [xi]f [x0, x1, %]f N\
N xx]f A .
: e
[0, -, Xxn]f
: : 4
Xn—1 [Xn—l]f \1
[Xn—lyxn]f /(
Xn [Xn]f /

Lo(x) = [x0]f + [x0, x1]f - (x = x0) + [x0, X1, x| f - (x — x0)(x — x1)
+ o [x0, Xl (X —x0) - (X — Xp—1)
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Példa

Hatdrozzuk meg a (—2,—31),(—1,-7),(0,—1),(2,5) pontokra illeszkedd
minimalis fokszamu polinomot!

-2 | =31
24
-1 =7 -9
6 2
0] -1 -1
3
2 5

L3(x) = =31 4 24(x 4+ 2)—-9(x + 2)(x + 1) + 2(x + 2)(x + 1)x
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Megjegyzés
A Lagrange-polinom nem fiigg az adatok sorrendjétdl, igy valaszthattuk
volna a tablizat alsé “élét” is:

-2 | =31
24
-1 -7 -9
6 2
0] -1 -1
3
2 5

L3(x) =5+4+3(x—2)—1-(x —2)x+ 2(x — 2)x(x + 1)

Mindkét esetben
L3(x) =2x3—3x>+x—1
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Példa

Hatdrozzuk meg a (—2,-5),(—1,3),(1, —5), (2, —9) pontokra illeszkedd

minimalis fokszamu polinomot!

2| -5
8
-1 3 —4
—4 1
1| -5 0
—4
2| -9

L3(x) =—54+8(x+2) —4(x+2)(x+ 1)+ (x+2)(x+1)(x — 1)

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Példa

Hatdrozzuk meg azt a minimalis fokszdmu polinomot, amely az el6z6
adatokon kiviil a (0,9) pontra is illeszkedik!

Haszndljuk fel az el6z6 feladat eredményét!

—2| -5
8
-1 3 —4
—4 1
1| -5 0
—4
2| -9
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Egészitsuk ki a tablazatot az Uj adattal és szamitsuk ki a hidnyzé
értékeket!

-2 | =5
8
-1 3 —4
—4 1
1|-5 0 2
—4 5
2| -9 5
-9
0 9

La(x) = L3(x) + 2(x + 2)(x + 1)(x — 1)(x — 2)
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Feladat
Hatdrozza meg az aldbbi adatokra illeszkedé minimalis fokszamu
polinomot.
x| -2 -1 1 2
@ %= T 3 =

(b)f;—7 1 1 25
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Horner-algoritmus

p(x) = apx" + an—1x" 14 arx + a

ahol a, # 0. Legyen x* € R adott, p(x*) =?

,D(X*) = ((( e (anX* + an—l)X* + - )X* + 32)X* + al)x* + ag
Az algoritmus:
Co = an
1 = cox* + an_1
0 =cx" +ap_»

Ch=Cp_1x"+ap = P(X*)
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Tablazatban:

lan a1 -+ @ a1 a
x*|ao a - @2 1 G
p(x*) = ca
Példa
p(x) = 2x5 +3x* —3x% 4 5x — 1, p(—2) =? J
|2 30 -3 5 -1
22 -1 2 -7 19 -39
p(—-2) = -39
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Altaldnositott Horner-algoritmus

Ln(x) =bo + b1 - (x — x0) + b2 - (x — x0)(x — x1)+
+ o4 bp - (x = x0)(x — x1)(x — Xp—1)
ahol b = [x0, ..., xk|f. Lo(x*) =7
co = by,
a1 = (X" — Xp—1) + bn—1

o = a(x* —xp—2) + by

Ch = Cnfl(X* — Xo) + bo = L,,(X*)

Megjegyzés

Ha nincs sziikségiink a Lagrange-polinom egytitthatdira, csak bizonyos
helyeken a polinom értékeire, akkor nem érdemes a Newton-alakban
kibontani a zardjeleket.
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Megjegyzés

Ha egy fiiggvényt szeretnénk kozeliteni Ggy, hogy elkészitjik adott
alappontok esetén az illeszkedd Lagrange-polinomot, akkor az alappontok
szamanak novelésével a hiba nem feltétleniil csokken, sét akar
tetszélegesen naggya valhat.

Példa: Az f(x) = 1+25X2 fliggvény [—1, 1] folott
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Lagrange-interpolacié, n = 2

b 4

2 L L L L L L L L L
-1 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Lagrange-interpolacié, n = 4

2 L L L L L L L L L
-1 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Lagrange-interpolacié, n =6

b 4

2 L L L L L L L L L
-1 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Lagrange interpolacié, n =8

2 L L L L L L L L L
-1 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Lagrange-interpolécié, n = 10

b 4

2 L L L L L L L L L
-1 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Megjegyzés
Ha az f : [-1,1] — R fuiggvényre n helyen illeszkedé Lagrange-polinomot
szeretnénk elkésziteni, akkor az

2k —1
xk:cos( 77), k=1,2,....n
2n

alappontok (Csebisev-pontok) esetén lesz minimdlis a polinom és a
figgvény legnagyobb eltérése.

Ha f nem a [—1,1] intervallumon értelmezett, akkor megfeleld linedris
transzformacidval leképezziik a pontokat a megadott intervallumra.
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ekvidisztans pontok
Csebisev-pontok
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Hermite-interpolacid

Eléfordulhat, hogy az alappontokban nem csak a fliggvény értéke van
el6irva, hanem az is, hogy a polinom a megadott pontokon ,,milyen
irdanyban” haladjon at, azaz az alappontokban az elsé derivalt értéke is,
vagy esetleg tovabbi derivaltértékek is.

45
4 *
35 /
3 e
25
2 e
15F
s
05
0 . . . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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Hermite-interpolacid

A feladat:

Adottak
az xp

és az fyo
fo1
fo2

ﬁ),mo—l fl,ml—l f2,m2—1

X1

fio
fi1

f12

X2

f0
h1

o

Xn

an
fn 1

fn2

Olyan H(x) polinomot keresiink, melyre

HO(x) = f;

alappontok (x; # x;, ha i # j)

Fomy—1 értékek

i=0,1,...,n, j=0,...,m— L.

n
Legyen m = ) m;, az illeszkedési feltételek szama

Allitas: Az Hermite-interpol4cié feladata egyértelmiien megoldhaté a

legfeljebb (m — 1)-edfoki polinomok korében.
Eldadas
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Hermite-interpolacid

Példa

Hatarozzuk meg az alabbi adatokra illeszked6 minimalis fokszamu
polinomot!

Xj —2 —1 1
o) | 1] 6] -2
Filx) | 74 | —12 | —4
" (x) 16

Az illeszkedési feltételek szama: m = 7, igy az Hermite-polinom legfeljebb
6-odfokdl lesz.
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Az adatok:

X -2 -1 1
fx) | 1] 6] -2
f’(X,-) 74 | —12 | —4
f"(X,') 16
-2 1
74
-2 1
-1 6
—-12
-1 6 8
—12
-1 6
1] -2
—4
1] -2
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Szamitsuk ki a hidnyzé értékeket!

2| 1
74
2| 1
1| 6
~12
1| 6 8
~12
1| 6
1] -2
—4
1| -2
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A hidnyzé els6rendii osztott differencidk:

2] 1
74

2| 1
5

~1| 6
~12

~1| 6 8

~12

~1| 6
—4

1] -2
—4

1] -2
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A hidnyzé masodrendii osztott differencidk:

2| 1
74

—2| 1 —69
5

1| 6 ~17
~12

1| 6 8
~12

1| 6 4
—4

1] -2 0
—4

1] -2
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A harmadrend( osztott differencidk:

2| 1
74
2| 1 —69
5 52
1| 6 ~17
~12 25
~1| 6 8
~12 —2
~1] 6 4
—4 —2
1] -2 0
—4
1| -2
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A negyedrendii osztott differencidk:

2| 1
74
—2| 1 —69
5 52
1| 6 ~17 —27
~12 25
1| 6 8 —9
~12 -2
1| 6 4 0
—4 -2
1] -2 0
—4
1] -2
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Az otodrendll osztott differencidk:

-2 1
-2 1
-1 6
-1 6
-1 6

1|-2

1] -2

Baran Agnes Numerikus matematika
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—12

—12

—69

—-17

52

25
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A hatodrendli osztott differencia:

-2 1
-2 1
-1 6
-1 6
-1 6

1|-2

1] -2

74

—12

—12

—69

—-17

52

25
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2| 1
74
2| 1 -69
5 52
-1 6 ~17 27
~12 25 6
~1| 6 8 -9 -1
~12 -2 3
~1] 6 4 0
—4 -2
1| -2 0
—4
1| -2

H(x) =1 + 74(x 4 2)—69(x + 2)* + 52(x +2)*(x + 1)
—27(x 4+ 2)3(x + 1)% + 6(x +2)%(x + 1)
—1(x +2>%(x +1)3(x — 1)
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Feladat

Hatarozza meg az aldbbi adatokra illeszkedé minimalis fokszam

polinomot!
X; -1 1 2
(a) f(x) 2| 0] —28
f'(x)| 5| -7
X; -2 10 1
(b) f(x;) | —20|2| -2
f'(x;) 51 —12
X -1 1
f(X,') —-313
©) Foy T 13
f”(X,') —24
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Feladat

Egy gardzs bejdrata az uttdl 1 méterre, az (ttest szintje felett 20 cm-rel
van. Tervezze meg az Uttestet a bejdrattal osszekoto (tszakaszt lgy, hogy

a bejutds a gardzsba minél simabb legyen.

04

0.3

02

0.2 1 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6
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Példa

Legyen az f valds fliggvény differencidlhaté az xp pontban.
Hermite-interpolacié segitségével irjuk fel az f fliggvény xp-beli
értint6jének egyenletét!

Azt a H(x) legfeljebb elséfokd Hermite-polinomot keressiik, melyre
H(xo) = f(x0) és H'(x0) = '(x0)

X0 f(Xo)
f'(xo)

X0 f(X())

H(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)
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Példa

Irjuk fel az xg, f(x0), f'(x0), f”(x0), ....F"(xo) adatokra illeszked®
Hermite-polinomot!

X0

X0

X0

X0

X0

X0

f(xo)
f(xo)
f(;<0)

f(xo)

f'(xo)

f'(xo)

f'(x0)

f'(x0)

£ (x0)
3!

f(")(xo)
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Ekkor

H(x) =f(x0) + f'(x0)(x — x0) + @(x — X0)2 + @(X _ X0)3
(M) (x,
LS T

az f fiiggvény xq korili Taylor-polinomja.
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Szakaszonkénti interpolacié

Az alappontok szdmanak novelésével n6 az illesztett polinom fokszama, de
a kozelités hibdja nem feltétleniil csokken.

Egyetlen magas fokszamu polinom illesztése helyett részintervallumonként
alacsonyabb fokszdmu polinomok

Osszuk fel az [a, b] intervallumot m darab részintervallumra:
a=xp<x1<x<---<xp=2>b

Minden [x;_1, x;] intervallumon végezziik el a Lagrange-interpolaciét!
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Ha az [xj_1, x;| intervallumon csak az f(x;_1), f(x;) adatok ismertek,
akkor szakaszonkénti linearis interpolacié (toréttvonal interpolécid)

Ha h:=x; — xj_1, i =1,...,m, és f kétszer folyt. diff.haté [a, b]-n, akkor
az Lmx1(x) tordttvonalra:

M
’f(X) - mel(X)| < %h{ X € [a, b]

Ez tart 0-hoz, ha h — 0
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Szakaszonként linedris interpolacid, 2 részintervallum
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Szakaszonként linedris interpolacid, 4 részintervallum
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Szakaszonként linedris interpolacid, 6 részintervallum
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Szakaszonként linedris interpolacid, 8 részintervallum
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Szakaszonként harmadfokd Hermite-interpolacié

A torottvonal interpolacidval illesztett fliggvény folytonos, de az
osztépontokban “torik”, azaz nem differencidlhatd.

Sima (folytonosan differencidlhatd) fiiggvény illesztése: az osztépontokban
eléirjuk az 1. derivalt értékét is.

Ekkor az [x;_1, ;] intervallumon az
Xi—1 Xi
f(X,',l) f(X,'
f'(xi—1)  f'(x)

adatok ismertek. 4 illeszkedési feltétel — legfeljebb harmadfoki polinom
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Példa
Hatarozzuk meg azt a folytonosan differencidlhatd, szakaszonként

harmadfoku
Hi(x), ha xe[-1,1]

H(X)z{ Ha(x), ha xé€(1,3]
polinomot, melyre H(—1) =4, H(1) =6, H(3) = 12, H'(-1) = -3,
H'(1) = 13, H'(3) = 9 teljesiil!

x |-1 1 3
Hix) | 4 6 12
H(x)| -3 13 9
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12
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-3
2 x | -1 1 3
1 2 Hx) | 4 6 12
6 H(x)| -3 13 9

13

Hi(x) =6 +13(x — 1) 4+ 6(x — 1) +2(x — 1)*(x + 1)

13
-5 x |-1 1 3
3 4 Hx) | 4 ©6 12
3 H(x)| -3 13 9

9

Ho(x) = 6 +13(x — 1) — 5(x — 1) + 4(x — 1)*(x — 3)
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A Hi és H> polinomok:




A Hp és H, els6 derivéltja:
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Harmadfoku spline-interpolacid

Ha a részintervallumok talalkozdsanal megkoveteljuk az 1. derivalt
folytonossagat, de nem irjuk el6 a derivalt értékét, akkor marad 1 szabad

paraméteriink:
1 3
6 12
a 9
—-1|4 6
-3 Q
~1[4 2 6 2a
1 a—5 3 3+a
4 4
16 ad 12 3
Q@ 9
116 12
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Hl(x):6+a(x—1)—|—a_l(x—1)2+a;5(x—1)2(x+1)
Ho() = 6+ o~ 1)+ 2 (e =17+ 2 (- 12(x - 9

A szabad paraméter lehetOséget ad még egy feltétel dllitdsara: koveteljiik
meg a 2. derivalt folytonossagat is!

HY/(1) =20 — 6
H3 (1) = -2«

Ekkor H{/(1) = H(1)-bdl

3
20 —6=—-2a = a=3
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Harmadfoku spline-interpolacié alapotlete

Adottak
X0 X1 X2 N Xn—1 Xn
f(xo) f(a) f(x) ... f(xp—1) Ff(xn)
f'(xo) f'(xn)

Olyan S(x) fuggényt keresiink, melyre

° S(x;) = f(xi)
e S'(x0) = f'(x0) és S'(xn) = f'(xn)
® Sli_1,x] = Si harmadfoki polinom, i=1,...,n

@ S kétszer folytonosan differencidlhaté
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1. Bevezetjiik az g, ..., ap—1 ismeretleneket:

X0 X1 X2 Xn—1 Xn
f(xo) f(x1) f(x) ... fFf(xae1) fF(xn)
' (x0) o1 oo Op_1 ' (xn)

2. Felirjuk az [xj_1, x| részintervallumok folott az S;(x) harmadfokd
Hermite-polinomokat.

3. Felirjuk az S]'(x;) = S/’ 1(x;) egyenleteket (i = 1,...,n—1). Ezek az

1
«; ismeretlenekre egy linedris egyenletrendszert adnak.

4. Megoldjuk az egyenletrendszert. (Az egyenletrendszer matrixa
tridiagonalis.)
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Numerikus integralas
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Integralkozelitések.

Az ,
I(F) = / F(x)dx

hatdrozott integrdlt szeretnénk kiszamitani, ahol f : [a, b] — R.

Miért lehet sziikség integralkozelitésre?
f nem elemien integrilhaté
f primitiv fliggvényének felirdsa bonyolult

nagyszamu integral kiszamitasara van sziikségunk

f nem explicit képlettel adott, csak bizonyos pontokban ismerjiik az
értékét
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Az I(f) kozelitését
Tn(f) = > aif(x)
i=1

alakban keressuk, ahol

Xi,...,X, a kozelités alappontjai, (x; € [a, b]),
ai,...,an sulyok (melyek az f figgvénytdl nem fliggnek).
Zn(f): kvadratiraképlet (szabad paraméterei: n, x1,...,Xn, a1,...,an)
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Interpolacids kvadratiraképletek.

Legyenek adottak az xi, ..., X, alappontok.

Kozelitsuk f-et az xi, ..., x,-re tdmaszkodd Lagrange polinomjaval:

f(x) = Lp—1(x).

b

I(f):/bf(x)dxz/Ln_ldX:In(f)

a
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Egyszeri(i érintoképlet.
n =1, azaz 1 alappont adott, és ez az 22 pont.

Ekkor a kozelitd polinom egy konstansfiiggvény: Lo(x) = f (agb)

)

Lo (x) |
|
|

r 1

A képlet pontos minden legfeljebb elséfoki polinom esetén.
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Egyszer( trapéz-képlet.
n =2, azaz 2 alappont adott, és ezek az intervallum végpontjai: a és b.

Ekkor a f-et az (a,f(a)) és (b, f(b)) adatokra illeszked6 egyenessel
kozelitjiik.

(o)

A képlet pontos minden legfeljebb elséfoki polinom esetén.
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Egyszer(i Simpson-képlet.

n =3, azaz 3 alappont adott, és ezek az a, a*z'b és b pontok.

Az f-et egy masodfoki polinommal kozelitjiik.

()
Ly(x)

F N

I5(f) = b2 (f(a) + 4f (Z52) + £(b))

A képlet pontos minden legfeljebb harmadfoki polinom esetén.
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Osszetett képletek.

Osszuk fel az [a, b] intervallumot m egyforma hosszisagu

részintervallumra:

a=xp<x3<--<XxXpm=b,

A részintervallumok hosszat jelolje h:

b—a

m

h:=

Minden részintervallumon alkalmazzuk ugyanazt az egyszerl képletet.
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=xi—Xj_1, i=1,...,m
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Osszetett érintoképlet
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Osszetett érintoképlet

Imxa(f) = h [f (Xo-l-g) +f<x1+g> +...f<xm_1+g>]

azaz
m—1 h
Imxl(f) =h ZO f (X,' + 2)

Az osszetett érintéképlet hibdja:
Ha f kétszer folytonosan differencidlhatd, akkor

(b—a)?
24m?

|I(f)_Im><1(f)| S MQ,

ahol My = max |f"(x)]

x€|a,b]
A képlet pontos minden legfeljebb elsofoki polinom esetén.
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Osszetett trapéz-képlet
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Osszetett tra péz-képlet.

Im><2(f) =h |:f(;(0) + f(Xl) + f(XQ) 4+ 4 f(Xm—l) + f(;m):| .

:rmxz(f)zh[ o +Zf( X"’)]

Az Osszetett trapéz-képlet hibaja:
Ha f kétszer folytonosan differencialhatd, akkor

(b—a)°

Z(F) ~ TmealF)] < 25

M27

ahol M, = max] | (x)].

x€|a,
A képlet pontos minden legfeljebb els6foki polinom esetén.
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Osszetett Simpson-képlet.

h h h

2 (xm_1) + 4F <xm_1 + g) + f(xm)] .

azaz

Imx3_[ X0 +4Zf<x, >+2fo, +f(xm)]

Az Osszetett Simpson-képlet hibaja:
Ha f négyszer folytonosan differencidlhatd, akkor

_ 2\
106) ~ Tanea(F)] < s M,

ahol My = max \f(4)(x)\.
x€[a,b]

A képlet pontos minden legfeljebb harmadfoku polinom esetén.
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Osszetett képletek konvergencidja

Tétel.

Ha az n pontra épuld egyszerii képlet pontos a konstans fliggények esetén,
akkor

b
Iﬂgol'mx,,(f):/f(x)dx

m
a

minden Riemann-integralhaté f fliggvény esetén.
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Példa.

Kozelitsuk

5.2
/ In xdx
4

értékét osszetett trapéz-képlettel tgy, hogy az intervallumot 6
részintervallumra osztjuk! Becsiiljik meg a kozelités hibajat!

m==6
A részintervallumok hossza: h = (b —a)/m = 0.2

Az alappontok:
X0 = 4, X1 = 4.2, Xo = 4.4, X3 = 4.6, X4 = 4.8, X5 = 5, Xo = 5.2

Az integralkozelités:

In4 In5.2
16X2:O.2<nz—|—In4.2+|n4.4—i—~~+|n5+ n; >

= 1.82765.
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A kozelités hibdja:

ahol My = max_|f"(x)].

x€[a,b]

Esetiinkben f(x) = Inx, f/(x) = %, F/(x) = =%, Mp = &,

1.2 1
— < — . — =0. .
17— Toxa| < 1563 7g = 000025

Baran I-'\gnes Numerikus matematika
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Példa.

Kozelitsuk

5.2
/ In xdx
4

értékét osszetett Simpson-képlettel Gigy, hogy az intervallumot 3
részintervallumra osztjuk! Becsiiljik meg a kozelités hibajat!

m=3 h=(b—a)/m=0.4

xo=4,x1=4.4, x, =48, x3=5.2

4
T3x3 = %(In4+4|n4.2—|—2|n4.4+~-+4|n5+|n5.2)
= 1.82785.
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A kozelités hibdja:

(b—ay
T —Tps| < ,
| <3l < g0t M
ahol My = max |F®(x)|.
x€|[a,b]
Esetiinkben "'(x) = )% f(4)(x) = —%, M, = 4% — E?’s'
T Tyal < 223 000000025
331> 2880-3% 128 '
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Példa.
Becsiiljuk meg hany részintervallumra kell osztani az alapintervallumot, ha

/4
/ In(cos x)dx
0

értékét osszetett trapéz-képlettel szeretnénk kozeliteni gy, hogy a hiba
kisebb legyen, mint 0.5 - 1072.

1T — Zmxo| < % 2.
Itt £(x) = In(cos x),
f/(x) = —20X — —tanx
f(x) = — 5,
tehdt My = 2.

Baran Agnes Numerikus matematika Eléadas 198 / 276



(b——a)3A4 __<W)3 1

—(Z) . )
12-m2 2~ \4) 12m?

m értékét gy hatarozzuk meg, hogy

(%)3 : 121m2 .2<05-107

teljesiiljon:

3
(%) -10% < m?,

4.019 < m.
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Adaptiv eljarasok

@ a kvadratira képlet koltsége aranyos a fliggvénykiértékelések
(alappontok) szdmaval

@ az ekvidisztans alappontrendszer idonként indokolatlanul sok
szamitast igényel
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Adaptiv eljarasok

A fliggvény viselkedését figyelembe véve a szamitas koltsége csokkenthetd

@ Az aktuadlis intervallumon végezziik el az integral kozelitését két
kiillonb6zé médon (vagy ugyanazt a kvadratira képletet alkalmazzuk
két kiilonbozd -pl n és 2n- alappontszdm esetén, vagy ugyanarra az
alappontszamra két kiilonbozé kvadratdra képletet)

@ ha a két kozelités eltérése abszoliutértékben nagyobb, mint
hie /(b — a) (ahol € adott, h; az aktudlis intervallum hossza), akkor az
intervallumot osszuk fel két egyforma hosszlisagl részintervallumra,
és mindkettore ismételjik meg az eljarast
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Nemlinearis egyenletek
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Nemlinedris egyenletek

Az f(x) = 0 egyenlet gyokeit keressiik, ahol f : R — R nemlineéris
fuggvény.

Példa:
cos(x) —x=0
vagy
x> =3x* 4+ x3-5x2+3=0
vagy
e —4x> =0
vagy

In(x) —x+2=0
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A gyok numerikus kozelitése

Az f(x) = 0 egyenlet gyokét egy {xx}, k =0,1,2,... sorozattal (iteracid)
fogjuk kozeliteni.

A kozelités adott, ha adott
@ az xp kiindulépont,
@ az algoritmus xx41 meghatdrozadsdra, ha x, mdr ismert,

o a ledllasi feltétel.
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1. Felezési mddszer

Tfh £ : [a, b] — R folytonos, és f(a) - f(b) <0
Ekkor az
f(x)=0

egyenletnek van gyoke (a, b)-ben.

Az algoritmus
Adott a maximdlis iterdciészdm (maxit) és az € pontossag.
1. legyen k=1, xg=aésx;=b
2. legyen xp = %
3. a) ha f(x2) =0, akkor x> gyok — kilépés (eredmény: x,)
b) ha f(xo) - f(x2) < 0, akkor x; = x2
c) ha f(x1) - f(x2) <0, akkor xo = x2
ha |x1 — xo| < € — kilépés (eredmény: x2)

k:=k+1
ha k = maxit — kilépés (maxit lépésben nem taldltunk gyokat)
— 2.
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2. Hirmodszer

Az f(x) = 0 nemlinedris egyenlet gyokét keressiik, ahol f : [a, b] — R,
tovdbba f(a) - f(b) < 0 és f folytonos.
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Hurmodszer

Xo = a, x1 = b.
Az xp pont meghatdrozasa:

Az (xo, f(x0)) és (x1, f(x1)) pontokra illeszkedd egyenes egyenlete

(Lagrange-interpol4cid):

X0 f(X())
f(a)—f(x0)

X1—Xo

x1 | f(x1)

y(x) = Fx) + L0=rba) ()

X1—Xp

Ott metszi az x-tengelyt, ahol y(x) = 0:

‘o = x4 — F(x1) - X1 — X0

Baran I-'\gnes Numerikus matematika

f(x1) — f(xo)
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Hurmodszer

xp kiszdmitdsa utdn ismételjik meg az el6z8 Iépéseket az [xp, x2], illetve
[x2, x1] intervallumok koziil azzal, ahol el8jelet vélt a fiiggvény.

A hldrmédszer esetén
@ xp kiszamitasa j6l definialt
@ az eljaras minden folytonos f esetén konvergal f egy gyokéhez
@ csak paratlan multiplicitdsu gyok kozelitésére
@ két pontra tdmaszkodd iteracié
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Az algoritmus:

Adott a maximilis iterdciészdm (maxit) és az € pontossag.
1. xo:=a, x1:= b, f0:= |f(x0)|
2.

X1 — X0

= — f e
2= ) ) o)
3. a) Ha f(x2) =0, akkor kilépés (xo gyok).
b) ha f(x2) - f(x1) < 0, akkor xo = x2
c) ha f(x) - f(xo) <0, akkor x; = x
ha |f(x2)| < &% (1 + f0), akkor kilépés (eredmény: xo)

k:=k+1
ha k = maxit, akkor kilépés (maxit Iépésben nem taldltunk gyokot)
— 2.
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3. Newton-mddszer

Az f(x) = 0 nemlinedris egyenlet gyokét keressiik.
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3. Newton-mddszer

Az f(x) = 0 nemlinedris egyenlet gyokét keressiik.

*
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3. Newton-mddszer

Az f(x) = 0 nemlinedris egyenlet gyokét keressiik.

*

/x2 /;‘ %o
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Az algoritmus:

Xp a gyok egy kezdeti kozelitése,
Xk+1 meghatarozdsa:

Az f fuggvény x,-beli érintdje (Hermite-interpolacid):
Xk | F(xk)
f/(Xk)
xk | F(xk)
y(x) = f(x) + /() - (x = xi)

Ott metszi az x-tengelyt, ahol y(x) = 0:

Xk = Xk f(Xk)
1= _
- £ (xk)
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A Newton-iteracio:
Xo kezdGpont,

f(x
Xk+1:Xk—%, k=0,1,...

- nem feltétlenil definialt
- egy pontra tdmaszkodé iteracid

Tétel. Legyen x* az f egy gyoke. Ha

f kétszer folytonosan diff.hatd,
|f'(x)| > m1 >0,

()] < My,

X0 — x*| < S,

akkor a Newton-iteracié jol definialt, x, — x*, ha k — oo, tovdbba

* *12
X1 — x| < Clxie — x7|
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Mit jelent a gyakorlatban a
X1 — X*| < Clx — x*[2

becslés?

Ha valamely k-ra |xx — x*| =~ 0.1, akkor a sorozat kdvetkezd néhdny
tagjanak a tavolsiga a gyoktdl kb

0.01
0.0001
0.00000001

A Newton-méddszer konvergencidja kvadratikus, vagy masodrendii.
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Példa

Kozelitsiik az x3 — 3x — 2 = 0 egyenlet gyokét Newton—mddszerrel az
xp = 1.5 pontbdl indulval

f(x) =x3—3x—2és f/(x) =3x2 - 3.

x2—3xk—2

X2k 01,2,
3x2 -3

Xk+1 = Xk —

xp=1.5

x1 = 2.33333333333333
xo = 2.05555555555556
x3 = 2.00194931773879
x4 = 2.00000252829797
x5 = 2.00000000000426
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2. példa

Kozelitsiik v/a, (a > 0) értékét Newton—modszerrel!

f(x) = x? — a és f'(x) = 2x. Ekkor

x,%—a 1 +a
Xk4+1 = Xk — =S| Xk T —
+ 2Xk 2 Xk

a=>5, xg = 2 esetén:

x1 = 2.25

xp =2.23611111111111
x3 = 2.23606797791580
Xa = 2.23606797749979
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3. példa

Kozelitsiik az x3 — 3x 4 2 = 0 egyenlet gyokét Newton—mddszerrel az
xp = 1.5 pontbdl indulval!

f(x) =x3—3x+2és f'(x) = 3x2 - 3.
x;j'—3xk+2

5 , k=0,1,2,...
3xg —3

Xk+1 = Xk —

xo =15

x1 = 1.26666666666667
x» = 1.13856209150327
x3 = 1.07077733565581
x4 = 1.03579185227111

x9 = 1.00113136084711

Hasonlitsuk 0ssze az eredmény az 1. példa eredményévell Bar az egyenlet
gyokéhez konvergdl a sorozat, de a konvergencia nem kvadratikus. Miért?
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A probléma: az 1 kétszeres gyoke f-nek (a konvergenciatétel 2. feltétele
nem teljesiil).

Ha az
Xka1 = Xk — Fxe)
k+1 k F(x0)
iteracié helyett az
f (k)

— X — 2
et =T S0

iteraciot alkalmazzuk:
xo=1.5
x1 = 1.03333333333333

xo = 1.00018214936248
x3 = 1.00000000552926
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A Newton-iteracié nem feltétleniil konvergal, ezért fontos, hogy
programozdasakor az {x} sorozatot legfeljebb egy megadott maxit
iterdciészamig hatdrozzuk meg.

4. példa

Vizsgéljuk meg mi torténik, ha a Newton-médszert az f(x) = x> — bx
fuggvény gyokének kozelitésére alkalmazzuk az xg = 1 pontbdl indulva!

Xl = X — f(Xk) _ k_XE—5Xk
+ ' (xi) 3x2 -5

X()I]_7 Xlz—]_, X221,...

Baran Agnes Numerikus matematika El6adas 225 /276



4. Szeldmddszer

A Newton-iteracié minden |épésében sziikséges a derivalt adott pontbeli
értéke.

Ha a derivalt szamitdsa nem lehetséges, vagy til koltséges, akkor az
f'(xk) = [xk—1, xk]f kozelitést alkalmazhatjuk.

f(xk) Xk — Xk—1

Xk+1 = Xk — [Xk—l,Xk]f = Xk — f(Xk) f(Xk) — f(Xk—l)

Ez a szelémaddszer.
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Szeldmdédszer

Xo, x1 kezdGpontok,

Xk — Xk—1

fxk) = f(xk-1)’

Xk_|_1=Xk—f(Xk) k:1,2,...

A képlet hasonlé a hirméddszerhez, de itt nem vizsgaljuk az (j pontban a
fuggvény elGjelét, mindig a 2 utolsd pontbdl szamitjuk a kovetkezot.

- a képlet nem feltétlenil definidlt (f(xx) = f(xx_1) lehet)
- 2 pontra tdmaszkodd
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Szeldmdédszer

Konvergencia feltételei ugyanazok, mint a Newton-iterdcional, csak még
2my

; .
X1 — x| < Gt s kell.
A konvergenciarend alacsonyabb, mint a Newton-iterdciénal:
* *
X1 — X[ < Clxie = x7P,

ahol p = 155 ~ 1.618.

(Hdrmédszernél p = 1, Newton-mddszernél p = 2.)
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5. Fixpont-iteracid.

g(x) = x gyokét keressiik, ahol g : [a, b] — R.

Az algoritmus:
xo kezdépont, xx11 = g(xk), k=0,1,...

Tétel
Ha g([a,b]) C[a,b],és3 0<a<l:

lg(x) —g)l <a-|x—y| Vxyelab], (1)

akkor egyértelmiien létezik olyan x* € [a, b], hogy g(x*) = x*, tovabb3
Vxo € [a, b] esetén az xx11 = g(xk), k =0,1,... sorozat tart x*-hoz.

Megjegyzés: Ha |g'(x)| < o < 1, akkor (1) teljesiil.
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Megjegyzés
Ha egy g fliggvény teljesiti az (1) tulajdonsagot, akkor &sszehiizé
leképezésnek (kontrakciénak) nevezziik.

Feladat
Mutassa meg, hogy az f(x) = e* — 4x? fiiggvénynek van zérushelye a
[0, 1] intervallumban! Igazolja, hogy az

1 x
Xk+1:§eik, k:O,l,

iterdcio tetszbleges xo € [0, 1] kezdSpont esetén tart ehhez a gyokhoz!
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Példa

Az
xe* —1=0, xe€][0.25,1]

egyenlet gyokét szeretnénk kozeliteni fixpont-iteracidval. Vizsgaljuk meg az
x0 =05, x1=g(x), k=0,1,...

iterdcié konvergenciajat, ha

(a) g(x) =€
_ 1

(b) g(x) = 1.:;

(c) g(x) =x+1—xe*

X
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g(x) =e™ | g(x) = % | g(x) = x+1 — xe*
x(1) 0.60653 0.56631 0.67564
x(2) 0.54524 0.56714 0.34781
x3) 0.57970 0.56714 0.85532
x4 0.56006 0.56714 -0.15651
x(5) 0.57117 0.56714 0.97733
x(6) 0.56486 0.56714 -0.61976
x(7) 0.56844 0.56714 0.71371
x(8) 0.56641 0.56714 0.25663
x9) 0.56756 0.56714 0.92492
x(10) | 0.56691 0.56714 -0.40742
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09

0.7 1

0.6 1

05 J

0.3 1

02t 1

0.1 J
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ax)=(1+x)/(1+e %)

09

0.8 J

0.6 1

05 — ] ]

03 r 1

02t 1
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g(x)=x+1-xe *

D.8 |

D.6

D.4

D.2
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Nemlinedris egyenletrendszerek.

f(x) =0, ahol f : R" — R". Mdsképpen:

fA(x1,..., %) =0
f(x1,..., %) =0

fn(le"'7Xn) =0
Példa: f : R? — R?,

x12—|—X1x2—3xz—|—3:0

—3xF +x3 —x =0
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Newton-mddszer tobb dimenzidban

x(0) kezd6vektor,
(k41— (K) _ <J(X(k)))_ (xR, k=0,1,...

ahol J a Jacobi-matrix:

oh oh of
Ix; ox: Tt 9x
oh  oh on
J (X) — 8x1 sz 8Xn
ofy  Ofy ofy
Ox1  Oxx " Oxp
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A matrixinvertdlds helyett: a

J(xK)y . (X(k+1) _ X(k)) — —f(x()
N—_——— ——

ox:=

linedris egyenletrendszert oldjuk meg. Ezutdn

Xkt — 5 (k) 4 sy,

Ledllasi feltétel:

IF ) oo < &+ (14 1F(xV)]|c)
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Fixpont-iteracié egyenletrendszerekre

A g(x) = x gyokét keressiik, ahol g: T — R", T C R".

Példa:

1 3
Z COS(2X1 — X2) — Z = X1

%sin(xl) — % = X

Az algoritmus:
x(0) kezd8vektor, x(kt1) = g(x(K)), k =0,1,....
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Fixpont-iteracié egyenletrendszerekre

A g(x) = x gyokét keressiik, ahol g : T — R", T C R".

Az algoritmus
x(0) kezdévektor, x(kt1) = g(x(K)), k =0,1,.... J

Tétel.

Ha T konvex, g(T) C T, és g differencidlhatd, tovabbd ||J(x)|| < a < 1
minden x € T-re, akkor az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd, és
Vx(©) e T esetén az x(k+1) = g(x(K) k =0,1,... sorozat tart a
megoldashoz.

Baran Agnes Numerikus matematika Eléadas 240 /276



Feladat

cos(x; — x2) —sin(x2) —4x3 =0

COS(Xl -+ X2) = sin(x1 = X2) —5x =0

egyenletrendszer megoldasat keressiik a [—1,1]? tartomanyon. Mit
mondhatunk a rendszer megoldhatdsagardl és az

ket 1) 1 ( (k) Xz(k)) _ %Si“(Xz(k))»

1 = 4 coslx
1 1
x2(k+1) =5 cos(xl(k) + xék)) ~ sin(xfk) — xz(k))
k=0,1,... eljaras konvergenciajardl?
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Optimalizalas
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Egyvaltozds fliggvény szélsGértéke (emlékeztetd)

Az f : R — R fluggvény szélsGértékhelyeit keressiik.

Sziikséges feltétel

Az f : R — R differencidlhaté fliggvénynek csak ott lehet lokalis
szélsdértéke, ahol f'(x) = 0.

Elégséges feltételek
Ha az f : R — R filiggvény kétszer differencidlhaté és
o f'(x*) =0, f"(x*) > 0, akkor f-nek x*-ban lokalis minimuma van.

o f'(x*) =0, f"(x*) <0, akkor f-nek x*-ban lokglis maximuma van.

v
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Példa

Egy légitarsasag A és B varos kozotti repiil6jaratara 500 Eurd egy jegy. A
két vdros kozott egy 300 férohelyes gép kozlekedik, de atlagosan csak 180
utassal. Piackutatdsok szerint minden 5 Eurds engedmény a jegyarbdl
atlagosan 3 plusz utast jelentene. Milyen jegyar mellett lenne maximalis a
légitdrsasag bevétele?

Tegyiik fel, hogy a légitdrsasag 5n Eurdt enged a jegyarbdl. Ekkor a
varhaté bevétele:

f(n) = (180 + 3n)(500 — 5n) = —15n° + 600n + 90000
Az f maximumhelyét keressuik.
f'(n) = —30n + 600
f'(n)=0 < n=20

Mivel
f""(n) = —30,

igy f”(20) < 0, azaz n = 20 az f fliggvény maximumhelye.
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1. feladat

Keresse meg az f(x) = x> — 6x? + 9x + 15 fiiggvény lokalis
szélsGértékhelyeit!

2. feladat

Egy 108 dm?3 térfogatii, négyzet alapd, feliil nyitott dobozt akarunk
késziteni. Hogyan valasszuk meg a doboz méretét, ha a készitéséhez
felhasznalt anyag mennyiségét minimalizalni szeretnénk?

3. feladat

Egy folyé melletti telken szeretnénk egy 1800 m?-es téglalap alakd részt
elkeriteni dgy, hogy egyik oldalrdl a folyé hatarolja. Milyen méretii részt
keritstink el, ha a felhaszndlt kerités hosszat minimalizalni szeretnénk?
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Kétvaltozds fliggvények

Példa
Az

1 1
f(x1,x) = Z(Qxf +3x¢ — 12x1) + 5(2x23 +3x5 — 12x0)

fliggvény a [—2,2] x [—2, 3] tartomany felett.
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Példa

Rajzoltassuk ki az el6z6 fliggvény szintvonalait is.
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Kétvéltozos fuggvények minimalizaldsa

Az f : R? — R fiiggvény lokalis minimumbhelyeit keressiik.

Gradiens

Az f : R? — R fiiggvény x-beli gradiense

(%)
Vi(x) = < g_)i(x) )

Példa

1 1
f(x1,x) = Z(2xf +3x% — 12x1) + 5(2x§’ +3x3 — 12x0)

3.2 , 3
o §X1+§X1_3
Vf(x)—< 3x22+3xz—6)
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Latjuk, hogy a gradiensvektor értéke pontonként mas-mas lehet.
Racsozzuk be a [—3,2]2 tartomanyt (mindkét tengely mentén 11-11 részre
osztva) és szamitsuk ki az el6z6 fiiggvény gradiensét ezekben a pontokban,
majd rajzoltassuk ra ezeket a vektorokat a szintvonalakral
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Az el6z6 dbran megfigyelhetjik, hogy

@ a gradiensvektor merdGleges az adott pontbeli szintvonalra

@ a vektorok hossza a gradiens nagysdgat, az irdnya a gradiens irdnyat
mutatja

@ bizonyos pontokban a gradiensvektor hossza 0, vagy 0 kozeli

A gradiensvektor az adott pontban a legmeredekebb emelkedés irdnydba

mutat, a (—1)-szerese (a negativ gradiens) pedig a legmeredekebb
csokkenés irdnydba.

Ha a gradiensmezd helyett a negativ gradiensmez6t rajzoltatjuk ki, akkor a
nyilak a csokkenés irdnydba mutatnak.
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f(X17X2) = Z(2X1 + 3X1 — 12X]_) -+ 5(2)(2 + 3X2 —

figgvény szintvonalai és a negativ gradiens mezd.
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A lokalis szélsoérték feltételei

Elsérendii sziikséges feltétel

Ha x* az f : R? — R lokalis minimumhelye, és f folytonosan
differencidlhaté az x* egy nyilt kdrnyezetében, akkor V£ (x*) = 0.

Definicié (Stacionarius pont)

Legyen f : R? — R. Az x* pontot stacionarius pontnak hivjuk, ha
Vf(x*)=0.

Megjegyzés
Ha x* staciondrius pontja f-nek, akkor stacionarius pontja —f-nek is, azaz
a stacionarius pont lokalis maximum is lehet.

v

Definicié (Nyeregpont)
Ha x* olyan stacionarius pontja f-nek, amely se nem lokalis minimum, se
nem lokalis maximum, akkor nyeregpontnak hivjuk.

v
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—2x) 7, igy x = (0,0) az

x) = (2x,

(
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Legyen f(x) = x? — x3. Ekkor Vf

Példa
egyetlen stac




Példa

Hatarozzuk meg az

1 1
f(x1,x) = Z(2X13 +3x¢ — 12x1) + 5(2x§ +3x5 — 12x0)

fliggvény staciondrius pontjait!

3,2 3
_( 2xatza—-3
Vf(x)‘( 3X22+3xz—6)

VF(x)=0 <= x?+x1-2=0és x5 +x0—2=0

A stacionarius pontok:

(1,1), (1,-2), (-2,1), (-2,-2)
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Az

figgvény szintvonalai és staciondrius pontjai.
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f(x1,x) = Z(2xf’ +3x2 — 12x1) + 5(2x§’ +3x5 — 12x0)

Eléadas

255 /276



A staciondrius pont tipusai

Hesse-matrix
Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

o
fi':—v .7.:132'
Y 0x;0x; b

Az f : R? — R fiiggvény Hesse-matrixa:

b))
He) = (10 220 )

Legyen A; := f11(x) és Ay := det(H(x)).
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A staciondrius pont tipusai

Tétel

Ha az x € R? stacionarius pontban

Ay >0 és A1 > 0, akkor x lokalis minimumhely.
Ay >0 és A1 < 0, akkor x lokalis maximumhely.
Ay < 0, akkor x nyeregpont.

Ay = 0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.

Példa

Hatdrozzuk meg az

1 1
f(x1,x) = Z(2X13 + 3¢ — 12x) + 5(2x23 + 35 — 12x)

fliggvény staciondrius pontjainak tipusat.
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1 1
f(x1,x) = Z(2X13 +3x¢ — 12x1) + 5(2X§ +3x5 — 12x2)

A gradiens:

3,2 3
_ (i tya-3
Vf(x)-( 3x22+3xz—6>

A staciondarius pontok:

(1,1), (1,-2), (-2,1), (-2,-2)

A Hesse-matrix:

H(x) = ( 3X10+% 0 )

6x> + 3

H(1,1):< 8)

A1 >06és Ay >0, igy az (1,1) lokalis minimumbhely

o Nio
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H(1,-2) = (

Ay <0, igy az (1, —2) nyeregpont.

o Nlo
|

O O

~__

H(-2,1) = (

Ay <0, igy az (—2,1) nyeregpont.

H(—2,-2) = < _% _8 >

A; <0és Ay >0, igy az (—2, —2) lokélis maximumhely

Baran Agnes Numerikus matematika Eléadas 259 /276



2
15
1
05
0
05
-1
15
2
25
3
35

Az

f

N
S— S 1 77 /\)\

abyy
P

e ted

=~
w\;&/\

‘r ‘H
N AR A e
/ N

e

A

ot
N A eTx T

&

| WY I
b R e e e d e

1 1
f(x1,x) = Z(2xf’ +3x2 — 12x1) + 5(2x§’ +3x5 — 12x0)

figgvény szintvonalai, staciondrius pontjai és a negativ gradiens mezo.
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4. feladat
Hatdrozza meg az

f(x) = 2x2xy — x1%3 + 4x1x2

fliggvény staciondrius pontjait, és azok tipusat.

5. feladat
Hatarozza meg az
f(x) = X3 — x5 + 6x1x0

fliggvény staciondrius pontjait, és azok tipusat.
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6. feladat (Rosenbrock fiiggvény)

Hatdrozza meg az
f(x1,x0) = 100(x2 — x2)% + (1 — x1)?

fiiggvény stacionarius pontjait, és azok tipusat.
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7. feladat

Egy autdkereskedés egy adott autémarkabdl kombi és szeddn tipust is
értékesit. Egy piackutatds eredménye azt mutatja, hogy ha a kombik ara
x1, a szedanoké x», akkor a kereslet a két autétipus irant rendre

k = 10000 — 2x; + 2.5x>
s = 16000 + 1.5x; — 3x2

(ha az egyik tipus dra emelkedik, akkor az ezirdnyl kereslet csokken,
viszont a masik tipusé né). Hogyan érdemes megvalasztani az egyes
tipusok darait, ha a bevételt maximalizélni szeretnénk?
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Gradiens-modszer

Az f : R? — R fiiggvény lokalis minimumbhelyeit keressiik.

Egy x(K), k =0,1,... sorozatot definislunk, mely optimalis esetben
kozeliti a fuggvény egy lokdlis minimumbhelyét.

A médszer adott, ha
o az x(9) kezd8vektor adott,
o ismert az x(9) — x(k*1) stratégia,

o adott a ledllasi feltétel.
A gradiens-mdédszer esetén az x(5) pontbdl a legmeredekebb leereszkedés
irdnydban lépunk tovabb.

Az x(K)-beli legmeredekebb leereszkedés iranya: —Vf(x(K).
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Gradiens mddszer

o x(0) adott,
e ha x(K) adott, akkor

xk+D) = x() _ q, VF(xH)), k=0,1,.

ey

ahol ay > 0 a Iépéshossz. ay értékét gy hatdrozzuk meg, hogy
xk)-bél indulva px = —V£(x{¥)) irdnyban meghatérozzuk az f
minimumhelyét, vagy annak egy elég j6 kozelitését.

o Ledllasi feltétel: ha |[Vf(x(K))|| < ¢, ahol € > 0 adott paraméter.

Megjegyzés: Az oy |épéshossz meghatdrozdsara kiilonféle algoritmusok
léteznek.
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Példa
Vizsgdljuk meg a gradiens-mddszer viselkedését az
f(x1, %) = 2(2¢ 4+ 3x% — 12x1) + 5(23 + 3x3 — 12x) fiiggvény esetén.

-3 -2 -1 0 1 ) 2
x(0 = [-1.5,-1]T, € = 0.001, az elvégzett lépések szama 10,
x(19) = [1.0000,0.9999] "
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Eléfordulhat, hogy a gradiens-mdédszer a fliggvény egy nyeregpontjdban &l

meg.

-25

-3

-3

x(0) = [=2,—1]T, € = 0.001, az elvégzett lépések szama 7,

x(7) = [~2.0000, 1.0000] .
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Megjegyzés
Ha a feliilet elnydjtott volgyeket tartalmaz, akkor a gradiens-mddszer
konvergenciaja lassu lehet.

f(x) = x? + 10x3,
x(0 =[=2,1]T, € = 0.001, az elvégzett lépések szama 78,
x(78) = [0.0000, 0.0000] " .
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Gradiens mddszer
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f(x1,x) = Xf’ +x§ —3x1 — 3x

f(x1,x2) = 10x3 4+ x3 — 30x; — 3%

fuggvény szintvonalai.
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Gradiens mddszer

..VV‘,.VVVVV.,..

- EF\ e

Az

x23 —3x1 — 3x

3
1

= X

f(x1,x2)

€S a

x23 —30x1 — 3x

X

f(x1,x2) = 10
fuggvény szintvonalai és a negativ gradiensmezok.

Baran A’gnes
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Gradiens mddszer

A gradiens médszer az f(x1,x) = x§ + x5 — 3x1 — 3x2 fliggvény esetén.

x | (-05,-0.5) (0,-0.9) (-1,0)
lépés 6 11 2
x* | (1.0000,1.0000) (1.0000,0.9999) (—1,1)
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» » B
2 2 -2 -2 0 2

A gradiens médszer az f(xq,x2) = 10X13 + XS — 30x1; — 3x, fliggvény
esetén.

X0 (—0.5,-0.5) (0,—0.9) (—1,0)
|épésszam 36 33 2
x* (1.0000,0.9999) (1.0000,1.0001) (—1,1)
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Gradiens mddszer

0.9984

0.99835

0.9983 [

0.99825

L L L L g

A gradiens médszer a Rosenbrock-fliggvényre, az utolsd 130 iteralt.

L
0.99913  0.99914 0.99915 0.99916 0.99917 0.99918 0.99919  0.9992  0.99921

x(0) = (=1.2,1), e = 1073, Az elvégzett lépések szdma 5231.
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Newton-mddszer optimalizalasra

Newton-mddszer nemlinearis egyenletek gyokeinek kozelitésére,
emlékezteto:

Az f(x) =0 (ahol f : R — R) nemlinearis egyenlet gyokének
kozelitésére szolgdlé Newton-iteracié:

f (k)
F'(x)’

Xo adott, XK1 = Xk — k=0,1,2,...

Az F(x) =0 (ahol F : R" — R") nemlinearis egyenletrendszer
gyokének kozelitésére szolgdlé Newton-iteracid:

xO adott,  F'(xK)(xF1) — xy = —F(x(K) k=0,1,2,...
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Newton-mddszer optimalizalasra

Az f fliggvény minimumhelye megolddsa a V1 (x) = 0 egyenletnek.
Mivel Vf : R" — R", ezért ez egy nemlinedris egyenletrendszer.

Ha f kétszer folytonosan differencidlhaté, akkor a Newton-mddszer a
Vf(x) = 0 egyenletre:

x©@ adott,  H(xUW)(xk1) — x(K) = —vr(xk)), k=0,1,2,...

ahol H az f fuggvény Hesse-matrixa.

e x(0 adott,

o H(x)py = —VF(xW), (azaz px = —(Hk) ' V1)
o X(k+1) = X(k) —+ Pk

e ha ||Vfy| < e, akkor ledllas
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Newton-mddszer, példa

4 ‘ i

3L

: /
-15 -1 -0.5 0 05 1 15 2

A Newton-médszer a Rosenbrock-fiiggvényre. x(®) = (—1.2,1),
Xopt = (0.999996,0.999991), f(xopt) = 1.8 - 10711, k = 5.
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