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El6sz6

Ez a jegyzet a Debreceni Egyetemen informatikus és matematikus didkok
szaméra tartott Neuralis halok tantargyhoz késziilt. Lényegében az elGada-
sok anyagat tartalmazza, de a gyakorlatok jelent6s részét is lefedi.

A jegyzet altal tartalmazott anyag az alabbi (fejezetenként haladva). A
Rosenblatt-féle perceptron; a tobbrétegt perceptron (Multi Layer Percept-
ron, MLP); a radialis bazis fiiggvények (Radial Basis Function, RBF); a tarto
vektor gépek (Support Vector Machine, SVM). Az Appendix a matemati-
kai hatteret, f6leg az optimalizélasi modszereket foglalja Gssze. Szamos abra
és kidolgozott példa is segiti a megértést. A fejezetek végén tobb kittzott
feladat all, amelyek megoldésa, vagy megoldési ttmutatdja a jegyzet végén
talalhato.

Az el6adasaim megindulasuktol kezdve elsGsorban Haykin atfogo, vilag-
szerte hasznalt [18] konyvén alapulnak, igy a jegyzet is ezt a miivet kive-
ti. Viszont az SVM oktatasaban folyamatosan az elmélet megalkotojanak,
Vapniknak [49] monografiajat kovettem, igy a jegyzet SVM fejezete is erre
tamaszkodik. Kisebb specialis részek targyaldsidhoz mas konyvek is sziiksé-
gesek voltak, illetve par esetben az eredeti cikkekhez kellett visszanytdlni. A
matematikai hattér targyalasa standard matematika és statisztika konyve-
ken alapul, amelyek koziil Fletcher optimalizaciorol szolo [14] konyvét kell
kiemelni. A neuralis halozatok az utobbi évtizedekben rendkiviil gyorsan fej-
16d6 témakor, de a jegyzet keretei kozott csak a mar letisztult, elfogadott
modszerek targyalédsira van mod.

A jegyzetben a numerikus példédkat a Matlab programcsomag (1. [29])
segitségével dolgoztam ki. Az SVM regresszidhoz hasznéltam a libsvm prog-
ram-konyvtarat (1. [5] és [6]). A szovegszerkesztés nagy részét magam vé-
geztem KTEX-ben. Az dbrak tobbsége Matlab-bal késziilt, néhany pedig
ETEX-ben. A IXTEX-ben végzett munkidban Tomacs Tibor jelentGsen kivette
a részét.
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Ko6szonetnyilvanitasok. Halés vagyok kollégamnak, Jeszenszky Péternek,
hogy évekkel ezel6tt rabeszélt a Neuralis halok tantargy elinditasara. Tobb
éven keresztiil O vezette a targyhoz tartozo gyakorlatokat. Koszonet illeti
a Debreceni Egyetem azon hallgatoéit, akiknek a tantargy iranti érdeklédése
fenntartotta bennem is a lelkesedést. Az érdekl6dés kiilonosen a témaveze-
tésemmel szakdolgozatot vagy diplomamunkét ird didkok részérsl nyilvanult
meg. Ebben a tekintetben ki kell emelnem harom volt didkomat.

Horvath Roland matematikus hallgato ,, A neurdlis halok alapjai és al-
kalmazéasai” cimmel (lasd [21]), Szép Gabor matematikus hallgato pedig ,,A
neuralis halok egy osztalya: az SVM” cimmel (lasd [44]) irt diplomamunkat
a témavezetésemmel. Mindkett§jiiktsl az volt a kérésem, hogy a dolgoza-
tuk legyen alkalmas oktatasi segédanyagnak is. Ennek megfelel§en Horvath
Roland a dolgozata els§ részében a perceptronrél, az MLP-rél és az RBF-
r6l tartott el6adasaim anyagét foglalta 6ssze, Szép Gabor pedig az SVM-r6l
szolokat. Mivel az el6adésaim anyaga napjainkban is tartalmazza ezeket a
standard anyagrészeket, igy a fenti két dolgozatbol (a szerzok elzetes jova-
hagyasaval) tobb részletet alkalmasan atdolgozva és kib&vitve, beillesztettem
a jegyzetbe. Kovics Gyorgy matematikus hallgaté ,,A Support Vector Reg-
resszio elmélete, implementéaciojanak elemzése és alkalmazasa” cimmel (lasd
[25]) szintén a témavezetésemmel irt diplomamunkat. Ez a munka mar ku-
tatoi szintd részeket is tartalmaz. Kovacs Gyorgy ma mér a kollégdm, ebbe
a jegyzetbe O ajanlotta fel az 5.8. Példat. A fentiekért eziton fejezem ki
koszonetemet Horvath Rolandnak, Szép Gabornak és Kovacs Gyorgynek.

Koszonet illeti a Debreceni Egyetem Alkalmazott Matematika és Valoszi-
niiségszamitas Tanszékének azon munkatarsait, akik segitettek a kéziratban
1év6 nyomdahibakat felfedezni. Sok kdszdnet jar Témacs Tibornak a techni-
kai szerkesztésért, Karacsony Zsoltnak pedig a lektoralasért.

A szerz6

Debrecen, 2013.



1. fejezet

Bevezetés

Neuralis halozatokat széles korben alkalmaznak tudomanyos és mitiszaki fel-
adatok megoldésara. Tobbek kozott karakterfelismerésre, képfeldolgozasra,
jelfeldolgozasra, adatbanyéaszatra, bioinformatikai problémékra, méréstech-
nikai és szabélyozastechnikai feladatokra hasznalnak kiillonb6z6 neurélis hé-
lozatokat. Meg lehet veliik oldani olyan Gsszetett problémakat, amelyek visz-
szavezethetSk két alapvetd feladatra: osztélyozéasra (azaz szeparédlasra) és
fiiggvény kozelitésre (azaz regresszio szamitasra).

Ebben a miiben mesterséges neuralis haldzatokroél lesz sz6, de a ,mes-
terséges” jelz6t csak akkor fogjuk kitenni, ha a természetes, azaz biologiai
neurélis halozatoktol valé megkiilénboztetést hangsulyozni kell. A mester-
séges neurdlis halozatok kialakitasa valojaban a biologiai neuralis halozatok
tanulméanyozasara vezethet§ vissza. Ugyanis a biolégiai rendszerek sok te-
riilleten rendkiviil hatékonyan miikodnek. Példaul az emberi idegrendszer
jeleket (kézirast), képeket (arcokat, embereket), valamint egyéb alakzatokat
nagyon sikeresen ismer fel. Vagy gondolhatunk a denevérek kivalo téjékozo-
dasi képességére.

A biologiai rendszerek analdgiajara probaltak meg mesterséges rendsze-
reket alkotni. A biologiai rendszerek olyan sajatosségait vették alapul, mint
a nagy szami, de egyenként kicsiny alapegységhdl valo felépités, valamint
az egységek kozotti sok kapcsolat, és nem utolsé sorban a tanulés képessé-
ge. Valdjaban azonban az él6 természetbdl csak bizonyos altalanos elveket
sikertilt ellesni, a ténylegesen megvalositott mesterséges neuralis hal6zatok
nem rendelkeznek a biolégiai rendszerek mélyebb tulajdonsagaival. Egy hoz-
zévetGleges meghatéarozas lehet a kovetkezs. A mesterséges neurdlis hdldzat
az idegrendszer felépitése és mikddése analdgidjdara kialakitott szdmitdsi me-
chanizmus. Hiszen a & cél nem elvi, hanem ténylegesen miikédd modell

9



10 1. fejezet. Bevezetés

létrehozasa. Ezt pedig tipikusan valamilyen elektronikai eszkozzel (altala-
ban szamitogéppel) és valamilyen tudomanyos eljarassal (matematikai jelle-
gii modellel) lehet elérni.

Tehat a biologiai elvek (felépitési és miikodési elképzelések) alapjan meg-
alkottak bizonyos matematikai jellegti modelleket. Ezeket elméleti mate-
matikai modszerekkel pontositotték, alkalmazott matematikai (numerikus,
operéciokutatési, statisztikai) modszerekkel szamitésokra alkalmassa tették,
majd szamitogépen realizaltdk. Azonban a matematikai modszerek mellett
sokszor heurisztikus meggondolasokra és szamitogépes kisérletezésre is sziik-
ség van.

Amikor valamilyen tudoméanyos vagy miiszaki feladatot akarunk meg-
oldani, akkor bizonyos torvényszertiségekre, illetve modellekre szeretnénk
tamaszkodni. Ilyen ismert torvényszertiség pl. a tOmegvonzas torvénye, a
gaztorvények, az atomok felépitésének modellje és természetesen minden fi-
zikai, kémiai, biologiai,...torvény és modell. Ezek bizonyos hatirok kozott
jol irjak le a jelenségeket. Ezek alapjan tudjuk megérteni a jelenségeket,
azok jellemzGit kiszamitani, és f6leg berendezéseket, folyamatokat tervezni.
Vannak azonban olyan esetek, amikor nincsenek hasznélhaté modellek, nem
ismertek a pontos torvényszertségek, vagy ha igen, akkor azok (pl. bonyolult-
sadguk miatt) szamitasokra nem alkalmasak. De vannak adataink (méréseink,
megfigyeléseink). Ezek alapjan pedig megprobalunk mégis eredményt elérni.

Egy neuralis halozatot érdemes tugy felfogni, hogy nem kivanja a jelen-
séget modellezni, arra torvényszertiségeket megallapitani (legalabbis a ha-
gyoményos természettudomanyos, matematikai értelemben nem). Hanem a
jelenséget fekete dobozként kezeli, csak a bemend (input) és a kimend (out-
put) adatokat tekinti. Legyenek tehat a bemeneti adatok

z(n) = (z1(n),...,zmn))

m~dimenzioés vektorok, ahol n = 1,2,... az idépillanatokat jelenti. Itt és
a tovabbiakban a vektorokat oszlopvektornak fogjuk tekinteni, ezekbdl a
transzponalas (jele | ) segitségével kapunk sorvektort. Az ismeretlen rendszer
minden x(n)-hez megad egy d(n) kimeneti értéket (lasd 1.1. abra).

A j6 neuralis héalézat olyan, hogy ugyanarra az inputra hasonl6 outputot
ad, mint a vizsgélt jelenség. De a fekete dobozban miikodé mechanizmust
nem tarja fel, maga a neuralis halozat pedig nem ,hasonlit” a jelenségre. Ez a
felfogas persze mas teriileten sem ismeretlen, gondoljunk a nem-paraméteres
statisztikai modszerekre. Es raadasul bizonyos problémékra nagyon hatékony
neuralis halézatos megoldést lehet adni. Tehat a jelenségek fekete dobozként
valo kezelése a neuralis hal6zatoknak részben hatranyuk, de részben elényiik
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is. Hiszen miikodeésiikhoz csak adatokra van sziikség. (Természetesen a je-
lenség bizonyos foku ismerete és némi tervezési tapasztalat nagyon hasznos
jo neuréalis halozat megalkotasahoz.)

Input Output

z1(n) —*
ro(n) —»  Ismeretlen

rendszer

T (1) >
1.1. 4bra. A modellezends rendszer

A neuralis halozatok tudoményanak fejlédése nagyon tanulsagos. Mi eb-
bél csak néhany lépést sorolunk fel, a részletek megtalalhatéak pl. Haykin
[18] atfogd miivében. A kialakuldshoz sziikséges volt az idegrendszer fel-
épitésének feltarasa. Ezen a téren megemlitendd McCulloch és Pitts [30]
neuron modellje, tovabba Hebb [19] tanulassal kapcsolatos eredményei. Az
idegrendszerrel kapcsolatos kutatasok inspiralték a kibernetika (informatika)
fejlédését is.

A neuralis halozatok kozismert kezdeti tipusa az egyetlen neuronbol
(idegsejtbol) allo perceptron volt, Rosenblatt [42]. A Rosenblatt—Novikoff-
féle perceptron konvergencia tétel (1asd Novikoff [35]) azt 4llitja, hogy a per-
ceptron képes elvalasztani két linearisan szeparalhaté halmazt. A kévetkezd
lépés az Adaline megalkotasa volt. Ez ugy tekinthetd, mint egy linearis fligg-
vény illesztésére alkalmas eszkéz. Ennek tanitasa a Widrow—Hoff-algoritmus
[50], mas néven a Least mean square eljaras.

Kideriilt azonban, hogy t6bb neuront egy rétegbe rendezve sem oldhaté
meg linearisnal bonyolultabb feladat, lasd Minsky és Papert [32]. Bonyo-
lultabb elrendezést pedig nem tudtak betanitani. Attorést a tobbrétegd per-
ceptron (Multi Layer Perceptron, MLP) tanitasara szolgalo eljaras, a hiba
visszadramoltatdsa (hiba visszaterjesztése, error back-propagation) felfedezé-
se hozott, lasd Rumelhart, Hinton, Williams [43|. Azdta a neuralis halozatok
elmélete és alkalmazéasai hatalmas fejl6désen mentek keresztiil.

Ebben a jegyzetben csak a neuralis hal6zatok bizonyos tipusait mutatjuk
be, a gazdag tarhazba valo tovabbi betekintésre ajanljuk Haykin [18] kony-
vét. Haykin konyve altalanos szemlélett és atfogd alkotas, szamos szakterii-
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let miiveldi forgathatjak haszonnal. Magyar nyelven elérheté Horvath Gabor
és szerzGtarsai [20] mive, amely elsGsorban mérnoki szemlélettel rendelke-
z6knek szo6l. Ebben a jegyzetben olyan modellekre koncentralunk, amelyek
altalanosan hasznalhatoak, ténylegesen megvalésithatéak, valamint 1étezik
elérhetd szamitogépes implementaciojuk.

A tébbrétegi perceptron (MLP) talan a legismertebb modell, a legtipiku-
sabb neuralis halozat. Rétegekbe rendezett perceptronokbol all. Elgrecsatolt
halozat (feedforward network). Igen flexibilisen alakithato ki a strukturéja.
Szamos numerikus eljarassal betanithato. Megoldja a szeparalés és az app-
roximalas feladatat (nem csak lineéris esetben) és az ezekre alapoz6 szamos
gyakorlati problémét. Ezek miatt széles korben alkalmazott.

A radidlis alapfiiggvényekbdl dllo hdlézat (Radial Basis Function, RBF)
az MLP alternativaja (lasd [3]|). Az RBF elméleti alapja a matematikai ana-
lizisben igen fontos Tyihonov-féle reqularizdcio. Azaz a szdmos problémakor-
ben jol hasznalhato biintetd fligguények segitségével ad hasznalhato eljarast.
A megoldasban szereplé Radial Basis Function valdjaban egy magfiiggvény.
Az RBF mind a céljat, mind a megoldas modjat tekintve nagyon kozel &ll a
nem-paraméteres statisztikai fliggvény-becslésekhez.

Szintén statisztikai hatteri a tartd vektor gép (Support Vector Machine,
SVM). Ez nem véletlen, hiszen megalkotoja, Vapnik maga is statisztikusként
indult. Az SVM bizonyos értelemben megoldja az optimaélis szeparalas és az
optimalis approximalés feladatat. Azonban az elméletileg optimalis megoldas
numerikus megtalalédsa nagy méretti feladatok esetén problémat okozhat. Az
SVM elmélete szervesen kapcsolodik a statisztikus tanulds-elmélethez, lasd
Vapnik [49].

A neuralis halozat alkalmazasanak {6 fazisai: (1) a modell megalkotasa,
(2) betanitéasa, (3) hasznalata. A modellt a konkrét probléma (pl. rendszam-
felismerés, képfeldolgozéas) mibenléte alapjan valasztjuk az ismert modell
osztalyokbol a sajat tapasztalataink alapjan. Ha pl. MLP-t hasznalunk, ak-
kor meg kell adnunk annak konkrét specifikiciéit is. Ezutan a modellt be-
tanitjuk, azaz a konkrét adatokhoz illesztjiik. A betanitott halézatot gyak-
ran tesztadatokon ellenérizziik. Ha sikeriilt betanitani, akkor alkalmazhatjuk
nem ismert adatokra. Ez pl. rendszam-felismerés esetén azt jelenti, hogy a
miiszer el6tt elhalado autok rendszamét outputként szolgaltatja a neuralis
halozat.

A neuralis halozatok tanitasa alapvetd fontossagu. Mi a tanitdval tor-
ténd tanuldssal (ellendrzott tanulas, felligyelt tanitas, supervised learning)
foglalkozunk. Ez azt jelenti, hogy vannak tanitd pontjaink (training points),
azaz bizonyos x(1),...,x(N) input adatokhoz tudjuk a d(1),...,d(N) out-
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put értékeket is. Ezek alapjan illesztjiik a modellt (ami azt jelenti, hogy
megkeressiik azon paraméter értékeket, amelyekre a neuralis halézat egy-
egy inputra hasonlé outputot ad, mint amilyet a tanité pontok alapjan az
altalunk megfigyelt jelenség ad). Ha sikeriilt a halozatot jol betanitani, akkor
hasznaljuk olyan inputra, amire az outputot nem tudjuk. Eppen a halozat
altal adott outputot fogjuk igaznak tekinteni.

Erdemes elidézni a szohasznalatnal, kiilonosen a tanulas-tanitas kettds-
sége miatt. A jelenségrél az (x(1),d(1)),...,(x(N),d(N)) adatok allnak ren-
delkezésre, azaz a jelenség az n idépillanatban az (n) inputra a d(n) outpu-
tot szolgéltatta. Ezeket az input-output adatokat a statisztikAban mintanak
nevezik, a természettudomanyokban ezek a mérési, megfigyelési eredmények.
A neuralis halézatok angol nyelvii irodalméaban ezt ,training set”-nek neve-
zik, amit egyarant fordithatunk tanit6 halmaznak, ill. tanul6é halmaznak. A
halézat szempontjabol tekinthetjiik tgy, hogy a hélézat tanul a tananyag
alapjan. Viszont a tanulas mogott mindig van egy szamitasi mechanizmus,
amit az ember alkotott. Igy a tervezsi, felhasznaléi aktivitast hangstlyozan-
do, a jegyzetben a ,tanitas” és a ,tanitdé pontok” elnevezés mellett marad-
tunk.

A fentiek alapjan a tanitas (tanulds) tehat nem valamilyen természeti
jelenség, hanem kemény numerikus feladat, amit szamitégépen kell realizal-
ni. Tehat a tanité (tanuld) algoritmusok az ismert numerikus matematikai
modszerek (pl. gradiens modszer, Newton-modszer) szofisztikalt megvalo-
sitasai, amik szoftveres implementécioi is komoly tapasztalatot igényelnek.
A neuralis halozatokkal megoldhato feladatok jelent8s része felmeriilt mint
klasszikus matematikai feladat (pl. a numerikus matematika, az operacioku-
tatas, ill. a statisztika témakorében), azonban a neuralis halozatok modsze-
rével sok probléma jobban kezelhetd, mint ha csak szigortian a matematika
eszkozeire tamaszkodnank.

A jelen miiben a neurdlis halozatok tudoményénak egy kozép szintjét
célozzuk meg. Az egyes modelleket részletesen és pontosan megadjuk. Meg-
vildgitjuk a matematikai hatteret, a f6bb tulajdonsagokat leirjuk. Elemezziik
a betanitashoz sziikséges numerikus eljardsokat. Konkrét kidolgozott példé-
kat is nyajtunk. Végil feladatokat adunk (megoldéssal vagy ttmutatoval).

Az igazan mély matematikai elemzés azonban kiviil esik jegyzetiinkon. Az
altalunk bemutatott modellek viselkedésének leirasa a napjainkban gyorsan
fejléds statisztikus tanulasi elmélet témaja, ezzel kapcsolatban csak utalunk
Vapnik [49], Devroye, Gyorfi, Lugossy [28] és Hastie, Tibshirani, Friedman
[17] konyvekre. A f6bb numerikus modszereket megadjuk, ezek hatterét is
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leirjuk az Appendixben. A numerikus modszerek tulajdonsagait nincs lehe-
t6ség elemezniink, csak utalunk Fletcher [14] konyvére.

A jegyzetben talalt leiras elegendd lenne neurélis halozatok egyszert szé-
mitogépes programjainak megirasara. Azonban igazan j6 implementéciohoz
tovabbi ismeretek sziikségesek (lasd [16]). Valojaban léteznek és elérhetdek
alkalmas programok és programcsomagok, ilyen pl. a Matlab és az R (lasd
[29], ill. [45]; a programok leirasarol lasd pl. [15], ill. [9]). Ezen programok
alkalmazésa konkrét adatokra nagyon tanulsiagos. A jelen jegyzet numerikus
példai is Matlab-bal késziiltek (kivéve az 5.8. Példat, amely R-ben).

A jegyzet fejezetei a kovetkezbket targyaljak: perceptron, MLP, RBF,
SVM, illetve az Appendixben a matematikai hattér. Helyhiany miatt szamos
halozat tipus kimaradt (ezekrdl lasd [18]), igy nem szerepelnek az dnszervezs
halozatok (pl. a Kohonen-halo [24]), és kimaradt a nem-ellenérzott tanulés
teljes elmélete is.



2. fejezet

A perceptron

2.1. A neuron séméija

Ebben a fejezetben elsgsorban Haykin [18] konyvére tamaszkodva ismertet-
jiik a perceptront.
Induljunk ki abbél, hogy adataink (méréseink, megfigyeléseink) vannak

egy jelenségrél. Legyenek a bemeneti adatok x(n) = (z1(n),...,zm(n))"
m~dimenzi6s vektorok, ahol n = 1,2,... az id§pillanatokat jelenti. A szé-

munkra ismeretlen rendszer minden x(n)-hez megad egy d(n) kimeneti érté-
ket. Az egyszerii esetekben d(n) skalar. (Itt és a tovabbiakban a vektorokat
oszlopvektornak fogjuk tekinteni, ezekbdl a transzponalas (jele ') segitségé-
vel kapunk sorvektort.) A célunk az, hogy az ismeretlen rendszert az input
és output adatok alapjan leirjuk egy olyan modellel, amely majd olyan input
adatokra, amelyekre vonatkozo outputot nem ismerjiik, megadja (legalabbis
kozelitSleg) az outputot. Példaul egy betanitott karakter felismers program
egy kamera felvételeibdl tudja azonositani a megfigyelt jeleket.

A neurdlis hdlézat nem més, mint egymassal 6sszekotott neuronok osszes-
sége. A neuron (idegsejt) egy informacio feldolgozo egység, a neuralis halozat
alapegysége. A legegyszertibb neuralis halozat egyetlen neuronbol all.

A 2.1. 4bran lathaté egy neuron, a perceptron altalanos sémaja. Ennek
részei az alabbiak.

(1) Bemenet (input). Az &(n) = (z1(n),...,2m(n))" ismert m-dimenzi-
0s vektor a bemenet. Azaz az n-edik idépontban érkezik m szambol allo
bemend jel. Ezek a szamok szamunkra ismertek (mérhets, megfigyelhets
értékek). Minden n = 1,2,..., N idépontban érkezik egy bemend jel.

(2) Sulyok (synaptic weight). Az igazi wy, ..., w,, sulyok nem ismertek.
Eppen ezek meghatarozasa a feladat. A w1 (n), ..., w,,(n) mennyiségek az n-

15
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edik idépillanatban hasznélt stulyok. Ezek a valodi sulyok n-edik kozelitései.
Ezeket a kozelitéseket lépésenként finomitjuk. A w = (wy,...,w.,) " vektor
az igazi, w(n) = (wi(n),...,wn(n))" pedig a kozelits stlyvektor.

(3) Torzitas (bias). A b torzitas igazi értéke szintén nem ismert. Ennek
az n-edik kozelitését jeloli b(n). A torzitas meghatarozasa is cél. (Altalaban
b skalar mennyiség.)

(4) Osszegz6 csomoépont (summing junction). Ez a bemenet adatainak
alabbi stlyozott Gsszegét képezi:

v(n) = b(n) + ZZl w;i(n)x;(n). (2.1)

(5) Aktivacios, mas szoval transzforméacios vagy egyszertien transzfer
fiiggvény (activation function, transfer function). Ez a probléménak meg-
felels o fiiggvény. Az el6z6 v(n) Osszegzett értéket alakitja at, értéke pedig
a feladat szempontjabol alkalmas intervallumba esik. Az alkalmas transzfer
fliggvényt nekiink magunknak kell megadnunk.

(6) Kimenet (output). Ez a neuron altal a bemeneti x(n) értékhez rendelt
érték. Ez nem més, mint y(n) = p(v(n)).

l | | I | l

Bemenet Sulyok Osszegz6 Aktivaciés Kimenet

csomopont fliggvény

2.1. abra. A perceptron felépitése

A jelolés egyszertisitése érdekében ki szoktuk egésziteni a bemend jelek
és a silyok vektorat egy nulladik koordinatéval, konkrétan xg(n) = 1 és
wo(n) = b(n) értékekkel. Tehat a b(n) torzitast is stlyként kezeljik. Mind a
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bemeneti, mind a salyvektorbol (m+1)-dimenzios lesz. Vektoros alakban:

1 zo(n) b(n) wop(n)
2(n) = x1(n) _ x1(n) win) = w(n) _ wi(n)

(Ez nyilvan visszaélés az x(n) és w(n) jeloléssel.) Ezzel a jeloléssel:

v(n) = ZZO w;i(n)zi(n) = w(n) x(n), (2.2)

tovabbéa
y(n) = plu(n) = ¢ (Z wi<n>xi<n>> = o (w(n) ().
i=0

Ezt a kissé modositott sémat a 2.2. abra szemlélteti.

2.2. 4bra. A moédositott perceptron

A neuralis halézatok hasznélatanak {6 szakaszai: a konkrét halozat séma
megadasa, a halozat betanitasa, valamint a halézat hasznélata. Tegyiik most
fel, hogy egy konkrét jelenség modellezését perceptronnal kiséreljiik meg,
amihez kivalasztunk egy aktivécios fiiggvényt. Ezzel a sémat meg is adtuk.
Sziikségesek olyan adatok, amelyek esetén ismerjiik az &(n) input vektorokat
és a hozzajuk tartozo d(n) kimeneti értékeket. Ezek a tanité pontok (training
point). A perceptron altal az @(n) input vektorhoz kiszamolt y(n) output
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értékeket hasonlitsuk Ossze a tényleges d(n)-ekkel. Ez a halozat (négyzetes)
hibaja:

A cél ezt a hibat minimalizélni. Ezt a stulyok valtoztatasaval tudjuk elérni.
Ezt a folyamatot nevezzik a hdlézat tanitdsinak (tanulas, training). Ha
sikeriil a hélézatot betanitani, azaz a héalézatunk a tanité pontok esetén
(megkozelitsleg) ,helyes” értékeket szolgaltat, akkor kezdddhet a hasznalata.
Ez azt jelenti, hogy olyan input adatokra alkalmazzuk, amelyekre az output
ismeretlen. Eppen a halozat altal szolgaltatott output értékeket fogadjuk
el igaz értékeknek. Természetesen nincs arra garancia, hogy ezek mindig a
valosagos értékekkel egyeznek meg. Megjegyezziik, hogy a betanitott halozat
miikdésének ellendrzése gyakran tesztadatokon torténik.

Lathato, hogy az igazi feladat a modell megadasa és betanitésa, a beta-
nitott modell alkalmazasa altalaban rutinszer.

2.2. Aktivacios fiiggvények

Leggyakrabban olyan aktivéicios fliggvényeket hasznalunk, amelyek monoton
novekvdek, jobbrol folytonosak, hatarértékiik a —oo-ben 0, a +o0o-ben pedig
1. Az ilyen ¢ tekinthetd mint egy £ valosziniiségi valtozo ¢(x) = P(§ < z)
eloszlasfliggvénye. (Balrol folytonosséag esetén pedig p(z) = P(£ < x) lenne.)
Leggyakrabban az aktivacios fiiggvények szigmoid, azaz S alaku fiiggvények
(pl. logisztikus, tangens hiperbolikus,. .. ).

1. Logisztikus figgvény:

1
- 1+exp(—ax)’

o(x) z €eR,

ahol @ > 0 konstans. Bizonyos miivek csak a logisztikus fiiggvényt értik
szigmoid fiiggvény alatt.

Erre a fiiggvényre nyilvan ¢(0) = 1/2, ¢(.) névekvs, ¢(—o0) = 0,
p(00) = 1. A derivaltja pedig

aexp(—ax)
1+ exp(—ax))?’

w(x):(

Innen ¢'(0) = a/4, azaz nagyobb a érték esetén ¢ meredekebb a 0 ko-
zelében. A 2.3. abran a = 1 esetén abrazoltuk a logisztikus fliggvényt.
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2.3. Abra. A logisztikus fiiggvény a = 1 esetén

2. Kiiszob fiiggvény (threshold function, Heaviside function, hard limit):

(z) 1, haz >0,
xTr) =

4 0, hax <O0.

1 ,,,,,,,,,,,,

S =2 4 0 1 2 3

2.4. abra. A kiiszob fiiggvény

3. Szakaszonként linearis fiiggvény (telitéses linearis):

0, ha x < —0.5,
p(x) =< x+05 ha —05<z<0.5,
1, ha x > 0.5.

Tehat ¢ a [—0.5,0.5] intervallumon egyenletes eloszlasfiggvény.

-2 -1 0 1 2
2.5. abra. Szakaszonként linearis fiiggvény
A fenti fliggvényeket néha gy modositjak, hogy a —oo-ben a hatarér-

tékiik —1 legyen. Ilyen tulajdonsagu a tangens hiperbolikus és az el&jel
fliggvény is.
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4. Tangens hiperbolikus fiiggvény:

2

p(r) = H—ex—p(—Qx) — 1 = tanh(x).

2.6. dbra. A tangens hiperbolikus fiiggvény

5. Szignum fiiggvény (specialis kiiszob fiiggvény):

—1, haxz <0,
p(z) = 0, haz =0,
1, haz>0.
1 ,,,,,,,,,,,,,
0
-1 ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3

2.7. abra. A szignum fiiggvény

A logisztikus, a kiiszOb és a szakaszonként linearis aktivécios fliggvények
tekinthetSek eloszlasfiiggvényeknek is. A fenti fliggvényeket szoktak telit6ds
(saturated) fliggvényeknek is nevezni.

Megjegyezziik tovabba, hogy bizonyos esetekben a fentiektdl eltérd tulaj-
donséagu transzfer fiiggvényeket is hasznalnak, pl. a () = x, € R, linearis
fliggvényt.
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2.3. A perceptron tanitasa

Perceptronnal megoldhato a linearis szeparaléas feladata. Tegytik fel, hogy a
megfigyeléseink két csoportbodl szarmaznak. A két csoport Ay és As. Tegyiik
fel tovabba, hogy a két csoport linearisan szeparalhatd, azaz elvilaszthato
egy hipersikkal. Ezen hipersik megtalalasa a cél. A perceptron tehat a sta-
tisztikdban jol ismert linearis szeparalast hajtja végre. Kétdimenziéban a
helyzetet a 2.8. abra szemlélteti.

Lineéaris szeparalas

2.8. abra. Linearis szeparalas

Természetesen a minta szétvalasztéasa nem csak a sikban mitkodik. Altala-
ban a perceptron egy k-dimenzios térben, (k — 1)-dimenzios hipersikkal valo
szeparalast hajt végre.

Tekintsiik a tanité pontokat, azaz azokat a pontokat, amelyekrél tudjuk,
hogy melyik osztilyba tartoznak. A hovatartozés alapjan rendeljiink ezen
pontokhoz 1-et, vagy —1-et. Ezek lesznek azok az igazi output értékek, ami-
hez majd hasonlitani tudjuk a perceptronnak a tanité input pontokra adott
valaszat.

FEl6szor azt mutatjuk meg, hogy elegendd az origén dtmend elvalasztd
hipersikokkal foglalkozni. Jelolje &tmenetileg w az input vektort. Ekkor u €
€ A1 U As. Legyen a az elvalaszt6 hipersik rogzitett pontjanak helyvektora,
t pedig az elvalaszto hipersik normalvektora (mely A; felé néz). u € A
akkor és csakis akkor teljesiil, ha (u — a) hegyesszoget zar be t-vel, igy
(u—a)'t >0, azaz

u't—a't>0.
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Most egészitsiik ki az input vektort egy 1-essel, a sik normalvektorat pedig
T
—a ' t-vel:

1 —a't
U1 131
T = , w = ,
Um, tm
ahol uy,...,un az uw, mig ty,...,t, a t vektor koordinatai. Az ilyen mo-

don kapott a« lesz a perceptron bemeneti értéke, a w pedig a stulyvektora.
Lathato, hogy w els6 komponense a torzitassal van Osszefiiggésben. Tehat
ezen transzformacié utan az 1-gyel magasabb dimenzids térben kell az origén
atmend hipersikot keresni, hiszen

ued —=z'w>0, ue A=z w<0. (2.3)

Nyilvan ebben a térben w lesz az elvalaszto hipersik normalvektora (amely
A; felé néz).

Még kérdés az is, hogy ha a magasabb dimenziés mintatérben megtalal-
tuk az elvalaszto hipersikot, akkor az eredeti problémaban is megkapjuk-e
azt. A véalasz igen. Hiszen w utols6 m koordinataja éppen a t vektort adja.
Az els6 koordinataja viszont nem hatarozza meg a-t. De magat a hipersikot
igen, mert ha a/t = agt, akkor (a; — az)'t = 0, azaz (a; — ay) mers-
leges t-re, igy mind a;, mind as ugyanannak a t-re meréleges hipersiknak
helyvektora.

Térjiink ra a perceptron tanitasara. Az el6zéek alapjan kiegészitett vek-
torokkal dolgozunk, azaz az origobn atmeng hipersikot keresiink. Jelolje w az
igazi (és az origon atmend) elvalaszto hipersik normalvektorat. w megtala-
lasa a cél az (1), x(2),...,x(N) tanité pontok alapjan. A tanité pontokrol
tudjuk, hogy mely osztalyba tartoznak. Egyesével dolgozzuk fel a tanito
pontokat. Induljunk ki a w(1) kezdeti értékbsl. (w(1) tipikus valasztasa a
nullvektor.) Az argumentum itt azt mutatja, hogy hanyadik pont feldolgo-
zasanal tartunk. Tegylik fel, hogy méar feldolgoztunk n — 1 tanité6 pontot.
Adjuk a perceptron bemenetére az x(n) tanité pontot. Ekkor harom eset
allhat fenn:

— Ha a pont az aktualis (azaz w(n) normalvektora) hipersik jo oldalan
van, akkor nem valtoztatjuk meg az aktuélis szeparédlé hipersikot. Te-
hat, ha w(n)"x(n) > 0 és x(n) € Ay, vagy pedig ha w(n) 'x(n) <0
és x(n) € Ay, akkor

w(n+1) =w(n).
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~ Ha w(n)Tx(n) <0, de x(n) € A;, akkor w(n)-et x(n) iranyaba ,for-
gatjuk”
w(n +1) = w(n) +n(n)z(n),

ahol n(n) > 0.

~ Ha w(n) x(n) > 0, de x(n) € As, akkor w(n)-et x(n)-t6l ellenkezs
irdnyba ,forgatjuk™

w(n+1) = w(n) —n(n)z(n).

N
N \n-edik elvalaszté sik
x(nje A, "«
N

valédi elvalaszté si N N

2.9. abra. Kétféle korrekciés pont a perceptron tanita-
sanal

Azaz, ha a vizsgalt tanité pont az aktuélis hipersik rossz oldalan van, akkor a
hipersikot alkalmas irdnyba forgatjuk. Az utobbi két esetben x(n)-et korrek-
cids pontnak nevezziik. A 2.9. 4bra mutatja a kétféle korrekcios pontot. n(n)
jeloli az n-edik 1épés korrekcids tényezdjét, mas széval tanulési paraméterét
(learning rate). n(n) > 0 skalar.

A tanulas ugy folyik, hogy a tanité pontokat tobbszor ataramoltatjuk.
Az Osszes tanitdé pont egyszeri ataramoltatasat egy epochnak nevezziik. Ha
valamelyik epochon beliill mar nem talalunk korrekciés pontot, akkor az ak-
tualis hipersik helyesen szeparél, tehat a tanitast befejezziik.

Most belatjuk, hogy realisztikus feltételek fennallasa esetén korlatos sok
lépés utan nem marad korrekciés pont, azaz leall az eljaras.
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Legyen minden n € N esetén a korrekcios tényez6 ugyanaz a konstans
n(n) =n>0.
Tegyiik fel tovabba, hogy a tanitd pontok halmaza korlatos, azaz
|z(n)||* < R < oo, minden n-re,
és hogy a két halmaz pozitiv margéval elvilaszthato:
|w x(n) |>d6>0.

(Ha w egységvektor, akkor fenti feltétel legalabb § nagységta margot kovetel
meg, azaz 0-nal kozelebb nem lehet tanité pont az elvalaszto hipersikhoz.)
Ebben a bizonyitasban legyen sgn(x) = 1, ha « > 0, és sgn(z) = —1, ha
x < 0. Ekkor korrekciés pontok esetén

lw(n + 1)[* = |lw(n) — sgnfw(n) "@(n)}nz(n)||* =
= |lw(n) | +7*|lz(n)|* — 2sgn{w(n) "@(n)}nw(n)

-~

>0

Tan) <

< lw®)|]* + P le(n) > < ... <

< lwD)*+7° (le@)*+ - + [z®)]?) < [[wD)|* +7°nR.  (24)
Maésrészt

wiwhn+1)=w' [w(n) - Sgn{'w(n)Taz(n)}n:B(n)] -

=w w(n) —nsgn{w(n) z(n)lw zn)>...>w w(l)+ ndn.

~~

=n|w T z(n)|>ns

Elég nagy n esetén w'w(1) + ndn pozitiv lesz. Felhasznalva az |a'b| <
< |lall||b]] Cauchy-egyenlStlenséget, a fenti egyenlStlenségbdl azt kapjuk,

hogy

jwn+1)Tw> _ (w w(1)+nnd)?

Ezt a (2.4) egyenlStlenséggel Osszevetve:

lw )2 + n’R > Jlw(n + P = &
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Ezen egyenlGtlenség bal oldala n-ben elséfokt, jobb oldala pedig mésodfokii.
Ez nem allhat fenn végtelen sok n értékre. Tehat csak véges szamu korrekcids
pont lehet. A tobbiek mar nem valtoztatnak a szeparalo hipersikon. Ez azt
jelenti, hogy a tanité6 pontokat tobbszor ataramoltatva a halézaton, egy id6
utan nincs tobb korrekcio. Ezzel belattuk a kovetkezd (Rosenblatt és Novikoff
nevéhez kothets) tételt.

2.1. Tétel (Perceptron konvergencia tétel, statisztikai tétel a linearis sze-
paralasrol). Tegyiik fel, hogy Ay és Ay gy szepardlhato linedrisan, hogy
|lwTz(n)|| > 6 > 0 és ||z(n)]|? < R < oo teljesiil minden tanité pontra.
Legyen a tanuldsi paraméter n > 0 dllandd. Ekkor a perceptron algoritmusa
véges sok lépésben véget ér a tanito pontokat helyesen szepardlo hipersikndl.

Legyen a kiindul6 allapotban w(1) = 0. Ekkor a (2.5) képlet alapjan

_ lw|?R
n < 57

Tehat ennél tobb korrekcios pontot nem talalunk (még akkor sem, ha a méar
vizsgalt tanit6 pontokat Gjra inputként hasznaljuk akar tobbszor is). Tehat
legfeljebb ennyi lépés utdn minden tanitd pont helyesen van elvalasztva.

2.4. A perceptron algoritmusanak egy valtozata

Ebben a részben [10] alapjan ismertetjiik a perceptron algoritmus egy val-
tozatat. Ebben a valtozatban nem sziikséges a feladatot az origon atmend
hipersikra atfogalmazni. Csupan az itt is érvényes perceptron konvergen-
cia tétel bizonyitasaban meriil fel az eggyel magasabb dimenzids feladatta
alakitas. Tehét az elvalaszté hipersik egyenlete

w'x +b.
zedi <= w ax+b>0, zcA<—w'z+b<0.
Legyen ebben a szakaszban
S:{(azl,yl) : i:1,2,...,N}

a tanitoé pontok halmaza, ahol y; = 1, ha x; € Ay és y; = —1, ha x; € As.
Tegyiik fel, hogy A; és A, linearisan szeparalhaté. Legyen adott az n > 0
tanulési paraméter. Ekkor a perceptron tanitasi algoritmusa a kévetkezs.
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wy:=0;by:=0; k:=0
R :=maxi<i<n ||z
repeat
fort=1to N
if yi(w] x; + bg) < 0 then
Wi41 = Wk + NYiT;
b1 = by, + ny; R?
k=k+1
end if
end for
until egy teljes for ciklus alatt nincs korrekcio
return k, wy, by

Itt k£ a szilikséges korrekcidk szama.

Lathatjuk, hogy helyes osztalyozas esetén y;(w ' a; + b) > 0.
2.2. Tétel (Rosenblatt—Novikoff). Legyen S tanito pontok egy nem-trividlis
(azaz Ay # 0, Ag # 0), hipersikkal elvdlaszthaté halmaza. Legyen

R = max ||x;].
1<i<N

Tegyiik fel, hogy létezik egy wopt vektor, melyre ||[wopt|| = 1 €s egy bopt skaldr,

hogy
Vi (W @i + bopt) > 7 > 0 (2.6)

minden 1 < i < N esetén. Ekkor a fenti perceptron algoritmus legfeljebb
()
gl
korrekcios lépés utdn ledll a két halmazt helyesen szepardlo hipersikndl.

Bizonyitds. Egészitsiik ki az input vektorokat egy extra koordinataval, mely-
nek értéke R legyen. Azaz legyen az 4j vektor #; = (], R)". A stlyvektort
is egészitsiik ki, legyen az 4 vektor @; = (w] ,b;/R)"T. A Wep vektor defi-
nici6ja hasonlo. Az algoritmus wg = 0-bol indul. Legyen w;_1 a t — 1-edik
korrekci6é utén a silyvektor. t-edik korrekcié akkor sziikséges, ha

yi’l/l\J;r_lilr\i = yi('th_lmi + bt—l) S O, (27)

azaz (x;,y;) € S olyan pont, melyet w; 1 = (w, {,b,_1/R)" helyteleniil
osztalyoz. A silyvektor aktualizalasa az alabbi

Wy = (w] ,bi/R)" = (w)_1,bi—1/R)" +nyi(z] ,R)T = @1 +nyi@;. (2.8)
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Itt kihasznaltuk, hogy

by/R = bi—1/R + ny; R,
mivel

by = b1 + WyiRQ-
A (2.8) és (2.6) miatt teljestls
'a’;r"/bom = "/I’:—lﬁ’om + nyiﬁg—ﬂ’opt > ’l/bl—fr_l’&\)opt +ny
szamolasbol indukciéval adodik, hogy
W] Wopt > 1. (2.9)

Hasonloan kapjuk (2.7) és (2.8) alapjan (és y? = 1-et figyelembe véve), hogy

1@e]* = [ |* + 2nyiw,_, @ + 0?2
< e ® + 0|2
< w1 | +0* (:* + R?)
< Wi || + 20° B2,

Ebbél indukcioval kévetkezik, hogy
@l < 20P B2, (2.10)
A fenti (2.9) és (2.10) egyenlStlenségbdl és a Cauchy-egyenlétlenséghdl ado-

dik, hogy
[@opt | V2E1R 2 [[@op[[ @0l = @ Wopt = tr77,

R\?, 2R\
r<2(T) < (2
Y Y

Itt kihasznaltuk, hogy [bopt| < R a tanité pontok nem-trividlis szeparalasa
esetén, amibdl

amibdl

Hﬁ’omHQ < HWOptH2 +1=2 O
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2.5. A perceptron algoritmusanak dualis alakja

Ebben a részben [10] alapjan ismertetjiik a perceptron algoritmus dudlis
alakjat. Lathato, hogy a perceptron esetén a kapott elvalaszto hipersik nor-

malvektora
N
w = E QYT
i=1

alaki lesz (legalabbis nulla kezdgérték esetén). Tehét az elvalaszto hipersik
egyenlete

N T N
w'z+b= (Z%‘%%) x+b= Zaiyiwjx +0

i=1 =1

alaki lesz. Ez az alak két szempontbdl is el6remutat6. Egyrészt lathatjuk,
hogy itt (és az alabbi algoritmusban is) nem maguk a vektorok, hanem csak
azok belss szorzatai szerepelnek. A belss szorzatokat pedig majd az SVM
esetén magfiiggvényekkel fogjuk helyettesiteni abbél a célbdl, hogy a nem
linearis szeparélas feladatat is meg tudjuk oldani. Mésrészt az SVM esetén
fogjuk latni, hogy a duélis alak vezet végrehajthato szamolasi eljarashoz.

Tekintslik most a perceptron dualis alakjanak algoritmusat. Jeldlje o az
a;-kbdl all6 vektort. Legyen az 7 tanulasi paraméter 1.

Q= 0, b = 0
R := maxi<i<n ||z
repeat

fori=1to N
if yl(zyzl ajyja:;rwi +b) <0 then
o =+ 1
b:=b+ yiRQ
end if
end for
until egy teljes for ciklus alatt nincs korrekcid
return «, b

2.6. Linearis regresszio
Ilessziink x"w + b alakt (linearis) fiiggvényt meért adatokra. A jelolések

egyszertisitése érdekében valtoztassuk meg a jeloléseinket a szokasos modon.
Tehét legyen az Gj « vektor az eredetitdl eggyel magasabb dimenzids ugy,
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hogy a meglévs koordinatak elé mindig egy 1-est irunk. Hasonléan egészit-
siik ki w-t agy, hogy a meglévé koordinatak elé b-t irunk. Ezzel a keresett
fliggvény alakja:

flx)=w'z.

Tegyiik fel, hogy (x(1),d(1)),...,(x(N),d(N)) a megfigyeléseink, ahol
d(i) = f(x(i)). Rendezziik az x(i) " sorvektorokat egymés ala, igy kapjuk
az X matrixot. A d(i) szamokbol pedig alkossuk meg a d vektort. A szoké-
sos legkisebb négyzetes modszer szerint az ismeretlen w egyiitthatd vektor

becslését a
N

> (ww(i) - d(i)? = | Xw - dJ?

kifejezés w szerinti minimumhelyeként kapjuk meg. Ez tehét a linearis mo-
dell (lasd Appendix), ebben a w becslést az

X" Xw=X"d (2.11)
normalegyenlet megoldasaként nyerjiik. Invertalhato esetben ebbdl w a
w=(X"X)"'X"d
képlet alapjan adodik. Az invertalasi problémak elkeriilésére a
Ww=X"X+A)"'X"d

képletet alkalmazhatjuk, ahol I egységmatrix, A\ pedig pozitiv szam. Ezt
nevezik ridge regresszionak

A fenti feladat megoldasara Widrow és Hoff 1960-ban (lasd [50]) rekur-
ziv eljarast javasolt. Ez a Least-Mean-Square (LMS) modszer, més szoval a
Widrow—Hoff-algoritmus. Ez valéjaban a nevezetes Adaline, azaz az adap-
tive linear element, amelyet most ismertetiink. Az el6z6 (2.11) modszer (azaz
a linearis legkisebb négyzetek modszere) esetén az els6 n megfigyelés (adat,
tanito pont) altal adott informaciot hasznaltuk. Most viszont nem az n-edik
megfigyelésig terjedd Osszes (azaz n db) eltérés alapjan, hanem csupén az
n-edik (azaz 1 db) eltérés alapjan aktualizaljuk az el6z6 becslést.

Tehat az n-edik eltérés:
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Innen de(n)
8’(1)(71) = _m(n)a
tehat 08 (w(n)
W = —e(n)x(n)

Tehét a gradiens vektor becslése:

g(n) = —e(n)z(n).
Mivel a gradiens moédszer szerint a negativ gradiens irdnyaba kell 1épniink,
kapjuk a kovetkezst:

w(n+ 1) = w(n) + ne(n)x(n). (2.12)

Ez tehat az LMS (Least-Mean-Square) algoritmus szerinti aktualizalasa a w
egylitthato vektor w(n) kozelitésének. Itt n > 0 tanulasi paraméter.

2.7. Feladatok

1. Vizsgéljuk a megadott aktivacios fiiggvények menetét! Adjunk meg to-
vabbi aktivacios fliggvényeket! Adjuk meg a szerepld ¢ aktivacios fligg-
vény lim,_, o @(z) = 0, valamint lim,_,_ ¢(z) = —1 feltételt teljesits
valtozatat is!

2. Irjunk programot a perceptron tanitasaral
3. Irjunk pszeudokédot a Least-Mean-Square algoritmusra!

4. Legyen x értéke 1, ill. 0 aszerint, hogy = igaz, vagy hamis. Hasonldéan
y-ra. Adjuk meg ezekkel a véltozokkal a logikai ES, VAGY, tovabba a
KIZARO VAGY (azaz XOR) miivelettablajat. Abrazoljuk a lehetséges
(x,7) pontokat a koordinata rendszerben. Lassuk be, hogy az ES, va-
lamint a VAGY esetén linearisan szeparalhato két halmazt kapunk, de
XOR esetén nem.

5. A 2.2. Tétel bizonyitasanak befejezs lépéséhez lassuk be, hogy [bopt| < R.



3. fejezet

A tobbrétegii perceptron

3.1. A tobbrétegii perceptron felépitése

Ebben a fejezetben els6sorban Haykin [18| konyvére tdmaszkodva ismer-
tetjiik a tobbrétegl perceptront. A linearis szeparalas feladata elvégezhets
egyetlen perceptronnal. Viszont a gyakorlatban legtobbszor nem linedrisan
szeparalhato halmazokkal talalkozunk. A 3.1. abran lathato két olyan hal-
maz, amelyek nem szeparalhatéak linearisan.

A

3.1. abra. Linearisan nem szeparalhaté halmazok

A linearisan nem szeparalhaté halmazok szétvalasztasa megoldhatod tobbreé-
tegt perceptronnal (Multi Layer Perceptron, MLP).

A tobbrétegii perceptron a legismertebb, mondhatni a legtipikusabb ne-
uralis halozat. Ebben nem egyszertien neuronokat (perceptronokat) kapcso-
lunk 6ssze egy halézatban, hanem a neuronokat rétegekbe is szervezziik.

31
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A halozat haromféle rétegbdl (layer) épiil fel: bemeneti, rejtett, valamint
kimeneti réteghdl. A rétegek angol nevei: input layer, hidden layer, output
layer. Rejtett rétegbdl tetsz6leges szami lehet, viszont bemenetibdl és kime-
netibdl csak egy-egy. Ezt a 3.2. abra szemlélteti. Bal oldalon van a bemeneti

x1(n)—~

Ty (n)>

l | | l

Bemeneti réteg Rejtett réteg(ek Kimeneti réteg
(Input layer) (Hidden layer(s) (Output layer)

3.2. Abra. A tobbrétegii perceptron felépitése

réteg, jobb oldalon a kimeneti, kozottiik pedig egy vagy tobb rejtett réteg. A
jel balrol jobbra aramlik, azaz egy adott rétegbeli neuron bemenete (inputja)
a téle balra 1évE rétegbeli neuronok kimenete (outputja). Az altalunk tar-
gyalt modell esetén nincs kapcsolat rétegen beliil és tavolabbi rétegek kozott
sem. Viszont minden neuron kapcsolatban van a vele kozvetleniil szomszédos
rétegek minden neuronjaval. A tobbrétegd perceptron fontos tulajdonsiga,
hogy minden neuronjanak sajat aktivicios fiiggvénye és sajat sulyai vannak.
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3.2. A tobbrétegii perceptron tanitasa

A t6bbrétegl perceptron egy elérecsatolt halozat (feedforward network). Az-
az az input jel rétegrél rétegre halad elére (a 3.2. 4bran balrdl jobbra), az
output réteg pedig megadja a kimeng jelet.

A tanitas {6 1épései:

— Megadjuk a kezdeti silyokat.

— A bemeneti jelet (azaz a tanité pontot) végigaramoltatjuk a halozaton,
de a stlyokat nem valtoztatjuk meg.

— Az igy kapott kimeneti jelet Osszevetjiik a tényleges kimeneti jellel.

— A hibat visszadramoltatjuk a halézaton, silyokat pedig megvaltoztat-
juk a hiba csokkentése érdekében.

Hogyan kell megvéltoztatni a stulyokat ahhoz, hogy a hiba minimaélis
legyen? A tobbrétegili perceptron tanitédsa a hiba visszadramoltatdsa mod-
szerrel (hiba visszaterjesztése, error back-propagation algorithm) torténik.
A jeldlések megértéséhez elGszor vizsgaljunk egyetlen neuront a héldézatbol
(lasd 3.3. abra).

3.3. abra. A tobbrétegt perceptron egy neuronja

A jelolések az alabbiak:
i, 7, k: i-edik, j-edik, illetve k-adik neuront jeldl (az i, j, k sorrend mindig
balrél jobbra haladast jeldl);
n: a betanitas n-edik 1épése;
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yi(n): az i-edik neuron kimenete (egyben a j-edik neuron bemenete, ha j
rétege kozvetleniil ¢ rétege utan all);

yo(n) = 1;

wjo(n) = bj(n): a j-edik neuron torzitésa;

wji(n): az i-edik neuronbdl a j-edik neuronba mutaté élen 1évg stly;

vj(n): a j-edik neuron altal produkélt Gsszegzett érték, azaz

vj(n) = > wiln)yi(n);

1€{j elbtti réteg}

©;(.): a j-edik neuronhoz tartozo transzfer fiiggvény;
yj(n): a j-edik neuron kimenete, azaz y;(n) = ¢;(v;(n));
dj(n): a kimenet igazi értéke, azaz amihez viszonyitjuk y;(n)-et (megjegyez-
ziik, hogy dj(n) csak a kimeneti rétegben ismert, hiszen ekkor ez az x(n)
tanité pont altal meghatéarozott output).

Jelolje C' a kimeneti réteg neuronjainak halmazat. Ekkor az n-edik 1épés
(négyzetes) hibaja az alabbi

En) = 5 32 = 5 3 (di(n) — g ()

jec jec

Az ebbdl képzett atlagos hiba pedig

_ 1 X
szN;&m

ahol N a tanité pontok szamét jeldli.

A sulyok korrekciojat a gradiens modszer (delta rule) segitségével kapjuk,
azaz

0E(n)
_nawji (n) ’
ahol 7 > 0 a tanulasi paraméter. Viszont az 6sszes wj; stly szerint kellene ké-
pezni a (bonyolult) & fiiggvény parcialis derivaltjait (azaz a gradiensét). Ez
viszont numerikusan nehezen kivitelezhets. Az error back-propagation els-
nye az, hogy rekurzive szamitja ki a derivaltakat. Az error back-propagation
eljaras kialakitasa és bevezetése tette alkalmazhatéva a tobbrétegl percept-
ront. A gradienst rétegenként visszafelé haladva hatarozzuk meg. A j neuron
lokalis gradiense megkaphat6 a j utani réteg lokalis gradiensei segitségével.
Mivel az utols6 (kimeneti) réteg lokalis gradiensei kozvetleniil szamolhato-
ak, igy rétegenként visszafelé haladva az 0sszes lokélis gradiens kiszdmolhato.
Ennek részletes magyarazata az alabbi.

wji(n +1) — wji(n) = Awji(n) = (3.1)
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Tekintsiik a (3.1) osszefiiggést. Alkalmazzuk az 6sszetett fliggvény diffe-
rencialési szabalyat:
0E(n)  0&(n) Odej(n) Oyj(n) Jvj(n)
Qwji(n) — ej(n)  Dy;(n) Ovj(n)  wji(n)’
Az itt szerepld fiiggvények alakjabol kapjuk, hogy:
0E(n)

de(n) ~ I Fysm) ~ "
oum) _ o)
B (n) = ¢;(v;(n)), dw;i(n) yi(n).

Ezek alapjan a (3.1) képletbdl:
Awji(n) = ne;(n)@;(v;(n))yi(n) = nd;(n)yi(n),
ahol §;(n) a lokdlis gradiens, azaz

3(n) = ~Gk = ()i, m)| (32

Most meg kell kiilonboztetniink két esetet: a kimeneti réteget masképpen
kell kezelni, mint a rejtett rétegeket.

Amikor j kimeneti rétegbeni neuron, akkor az el6bbi képlet kozvetleniil
alkalmazhato, hiszen ekkor e;(n) = dj(n) — yj(n) ismert.

Ha viszont j rejtett rétegbeli neuron, akkor a d;(n) vart kimenet nem
ismert. De a lokalis gradiens rekurzive mégis kiszamolhat6. Ugyanis az 6ssze-
tett fliggvény derivalasi szabéalya miatt:

0E(n) Z 0E(n) dug(n)

%5(n) = _3vj(n) T Ovg(n) Ov;(n)

Q

ke{j utani réteg}
=Y g m).
ke{j utani réteg}
Hiszen ha k a j uténi rétegben van, akkor
ve(n) = > wu(n)e(v(n))
le{j rétege}

az MLP szerkezete miatt. Ezt derivilva v;(n) szerint, wy;(n)¢’;(vi(n)) adé-
dik. Igy igazoltuk, hogy

5i(n) = @j(vi(m)) D Sk(n)wry(n)|. (3:3)

ke{j utéani réteg}
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Ez az Osszefliggés a hiba visszadramoltatasi algoritmus legfontosabb képle-
te. Tehat a j neuron lokilis gradiense megkaphaté a j utani réteg lokalis
gradiensei segitségével. Mivel az utols6 (kimeneti) réteg lokalis gradiensei
kozvetleniil szamolhatoak, igy rétegrél-rétegre visszafelé haladva az Osszes
lokalis gradiens meghatarozhat6. Osszefoglalva az elézdeket:

_0&(m) [ 9EMm) dui(n)
Awji(n) = Mowsn) " (_8vj(n)> owji(n

7= n9;(n)yi(n).

Tehat a stlyok aktualizal4dsi mechanizmusa

Awji(n) =ndj(n)yi(n) |,

ahol y;(n) a j rétegét kozvetleniil megel6z6 rétegbeli ¢ neuron kimenete,
d;(n) pedig (3.2) és (3.3) alapjan kaphato meg (a kimeneti, ill. a rejtett
rétegekben).

Az algoritmus megallitdisa. A hiba nullara redukalasa altalaban nem ér-
hets el, s6t ez nem is helyes cél az esetek tobbségében. A masik probléma
a hosszu futasi id6. Csupéan gyakorlati tanacsok adhatdak a megallitasi sza-
bélyra.

— Els§ lehetséges megallasi szabély. Ha a gradiens vektor kicsi, akkor
megallunk, mivel ilyenkor mér jelent&sen nem fognak véltozni a silyok.

— Masodik lehetséges megallasi szabaly. Ha egy epoch alatt az atlagos
négyzetes hiba csokkenése kicsi.

— Harmadik lehetséges megéllasi szabély. Ha az epochok szama vagy a
futéasi id6 tal nagy.

Az error back-propagation algoritmus, mivel a gradiens modszeren ala-
pul, érzékeny a kezdeti értékekre. Az is elfordul, hogy nem globéalis, hanem
csupan egy lokalis minimumot talal meg. Tehat a modszer inicializalasa (azaz
a kezdeti sulyok megvalasztésa) szintén fontos feladat.

A tobbrétegi perceptron haszndlatdnak lépései:

1. Megszerkesztjiik a halozatot (elméleti megfontolasok vagy korabbi ta-
pasztalat alapjan). Azaz megadjuk a halozat tipusat, a rétegek szamaét,
a rétegekben a neuronok szamat, valamint a transzfer fliggvényeket.

2. Meghatarozzuk a tanitas modszerét. Betanitjuk a halézatot az adott
tanit6 pontokkal.



3.3. A back-propagation eljaras variansai és tulajdonsagai 37

3. Teszteljitk a halozatot (tesztpontokkal, esetleg magukkal a tanitd pon-
tokkal). Ekkor vagy elfogadjuk, vagy 0j halozatot alakitunk ki. Ha 1j
halozat sziikséges, akkor visszatériink az 1. pontra.

4. Az elfogadott halozatot hasznaljuk (j adatokra, azaz olyanokra, me-
lyek se nem tanit6 pontok, se nem tesztpontok). Ekkor természetesen
az adott inputhoz tartozo outputot nem ismerjiik. A halozat altal nyaj-
tott outputot fogadjuk el.

3.3. A back-propagation eljaras varidnsai és tulaj-
donsagai

Az MLP tanitédsédnak szamos valtozatat dolgoztak ki, az egyes programcso-
magok tobb tanitdsi modszert is felkinalnak a felhasznalonak. Ezek koziil
kell a konkrét feladatnak megfelel6t kivalasztani. Itt a teljesség igénye nél-
kiil felsorolunk néhany modszert, amelyek koziil tobbet ki is fejtiink ebben
a szakaszban és az Appendixben.

Talan a legfontosabb megjegyzés: a numerikus matematikiban szamos
altalanos eljaras létezik az £ célfiiggvény w szerinti minimumhelyének meg-
hatérozasara. Ezeket az MLP esetén tigy alkalmazzak, hogy a gradienst az
error back-propagation algoritmussal kiszamitjédk, majd a konkrét eljarasban
felhasznaljak.

Erre a leginkabb szemléletes példa a konjugalt gradiens modszer, azaz
amikor a gradienst az error back-propagation algoritmussal kiszamoljuk, de
a lépés nem a negativ gradiens iranyaba torténik, hanem bizonyos ortogona-
lizacios eljarassal meghatarozott, modositott irdnyba. A konjugalt gradiens
modszernek tobb variansa is létezik: a Fletcher-Reeves-formula (ennek MLP-
beli megvaloésitdsa a conjugate gradient back-propagation with Fletcher—
Reeves updates), a Polak—Ribiére-formula (conjugate gradient back-propa-
gation with Polak—Ribiére updates), a Powel-Beale-formula (conjugate gra-
dient back-propagation with Powell-Beale restarts).

A kvéazi Newton-modszerek koziil leggyakrabban a Broyden—Fletcher—
Goldfarb—Shanno-formulat hasznaljak (BFGS quasi-Newton back-propaga-
tion). Ehhez természetesen a gradienst az error back-propagation algorit-
mussal szamitjak ki.

Szintén hasznalatos a Levenberg-Marquardt-eljaras (Levenberg-Marqu-
ardt back-propagation).
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A gradiens médszert finomithatjuk a korabbi lépések bevonésaval is, en-
nek neve altalanositott delta szabaly, vagy momentum modszer (gradient
descent with momentum back-propagation).

A tanit6 pontok feldolgozasa torténhet egyenként (soros feldolgozas),
vagy epochonként (kotegelt feldolgozas).

Megjegyezziik még, hogy az egyes modszereknek tovabbi variansai is 1é-
teznek, bizonyos modszerek pedig egymaéssal is kombinalhatoak.

3.3.1. Az aktivacios fiiggvény derivaltjarol

Az aktivacios fliggvényeket méar a 2.2. szakaszban targyaltuk. Az MLP-nél
nyilvan csak differencidlhat6 transzfer fiiggvényt alkalmazhatunk. A ¢ lokalis
gradiens kiszadmitdsdhoz ismerniink kell ¢ derivaltjat.

Tekintsiik a gyakran hasznalt logisztikus fiigguényt:

1
o(z) = m, ahol a > 0 konstans.
exp(—ax)
¢'(x) =

a(l + exp(—ax))? = ap(z)(1 — ¢(z)).

Innen

©(vi(n)) = ap; (v;(n)) (1 = ¢;(vj(n))) = ay;(n)(1 - y;(n)).

Azaz ebben az esetben a lokalis gradiens szamolasanal a (3.2) és (3.3) kép-
letekben a j neuron y; outputja kell csupén.
Most vizsgaljuk a tangens hiperbolikus fiigguvényt:

2

Ezért ( )
iy dexp(—2zx B
Innen

Pi(vi(n)) = (1+¢;(v;(n) (1 = @;(v;(n))) = (1 +y;(n)) (1 = y;(n)).

Tehat ebben az esetben is a lokalis gradiens szamolasanal a (3.2) és (3.3)
képletekben a j neuron y; outputja kell csupén.
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3.3.2. Az 7 tanulasi paraméter és a momentum konstans

A tanulds n paramétere (rate of learning) nagy mértékben befolyésolja a
tanitasi algoritmus sebességét, stabilitdsat. Kicsi 1 esetén kis mértékben
valtoznak a sulyok, sima lesz a sulyok terében a trajektoéria, de lasst a
konvergencia. Nagy 7 esetén gyorsabb a konvergencia, de az algoritmus in-
stabilla valhat, oszcillalhat. Lehetséges az is, hogy a tanulasi paramétert
menet kozben valtoztatjuk (gradient descent with adaptive learning rate
back-propagation).
Az oszcillalast elkeriilhetjik a delta szabaly alabbi modositasaval:

Awji(n) = aAwji(n — 1) +nd;j(n)yi(n), n=1,2,...,

ahol a altalaban egy pozitiv szdm, ami a korabbi 1épés bevonasanak a mérté-
két szabalyozza (a képletben Awj;(0) = 0). a-t momentum konstansnak ne-
vezziik. A modszer neve: altalanositott delta szabaly (vagy gradient descent
with momentum back-propagation). A fenti differencia egyenlet megoldasa:

Awji(n) =nY_ " '5;(B)yi(t) = —n Y an—t OE®)
t=1

t=1

Innen latszik, hogy a-t 1-nél kisebb pozitiv szdmnak érdemes véalasztani.
Tovabb4 az is, hogy az altaldnositott delta szabaly gyorsitja a konvergenciat,
de véd az oszcillaciotol.

3.3.3. Soros és kotegelt tanitas

Szakasznak (epochnak) nevezziik a teljes tanitdo halmaz egyszeri végigara-
moltatésat a halézaton.

Soros (szekvencialis) tanitasnak nevezziik, ha minden egyes tanité pont
utan 6sszevetjiik a kapott outputot a vart outputtal, és modositjuk a stulyo-
kat. El6nyei: kevesebb tarolasi helyre van sziikség, konnyd implementalni.

Kotegelt (batch) tanitasnak nevezziik, ha csak egy-egy teljes epoch utén
végezziik el a sulyok korrekcidjat. Ehhez az atlagos négyzetes hibat kell

minimalizalni:
1 N
r } :} : 2
n=1jeC

Ebbdl a képletbdl ki lehet szamitani a gradienst az el6z&ekhez hasonld mo-
don. A képletbdl az is latszik, hogy az eljarés elvileg stabilabb. Azonban a
nagy szamolasi igény miatt numerikus problémék adédhatnak.



40 3. fejezet. A tobbrétegii perceptron

Nagy és bonyolult problémékra szivesebben alkalmazzik a szekvencialis
tanitast. Tanacsos epochonként méas-mas (véletlen) sorrendben feldolgozni a
tanitd pontokat.

3.3.4. Heurisztikus megjegyzések a back-propagation algorit-
musrol

— Nagy és redundans tanitoé halmaz esetén a soros tanitas gyorsabb, mint
a kotegelt.

— A tanit6 pontokat ugy valasszuk meg, hogy a lehets legtobb informaci-
6t tartalmazzak. Ez elérhetd, ha olyan pontot vesziink, melynél a hiba
maximalis. Vagy pedig olyat, amelyik ,nagyon eltér” a kordbbiaktol.

— Altalaban gyorsabb a tanulas, ha az aktivacios fiiggvény antiszimmet-
rikus (azaz paratlan: p(—x) = —¢(x)). Antiszimmetrikus példaul a
tangens hiperbolikus fiiggvény.

— Az az el6nyds, ha a sulyok kozel azonos mértékben tanulnak. Ahhoz,
hogy ezt elérjiik, a tanito pontokat ,eléfeldolgozni” (preprocessing) kell:
centralni, normalizalni,. . .

3.3.5. Osztalyozas tobb halmaz esetén

A tobbrétegl perceptronnal elvégezhet§ az M osztalyba sorolés is. Legyen
tehat most m-dimenziés a bemenet, és M-dimenziés a kimenet. Az MLP
altal elgallitott fliggvény pedig az egyszertiség kedvéért legyen

F:R™ — RM.
Az MLP az z; € R™, j =1,..., N, tanité pontokra meghatérozza az y; =
= F(x;) értékeket. De az igazi fiiggvénynek az x; tanito pontokra ismerjiik
az igazi értékét: d;. Mivel osztalyozasrol van sz6, igy ha x; a k-adik osztalyba

tartozik, akkor a d; vektor k-adik komponense legyen 1, tobbi pedig 0:

0

1 <+ k-adik elem.

&
I
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Az
1 N
_ E C_ )12
j=

hibat kell minimalizalni. A fenti esetben tehat az output rétegben M neuron
van.

Azonban az osztalyokba sorolas megoldhatd olyan halozattal is, amely-
ben egyetlen output neuron van. Ekkor ezen egydimenziés érték kiilonb6zé
(diszjunkt) intervallumokba esése jelentheti a kiilonb6z osztalyokat.

3.3.6. Az MLP mint univerzalis approximator

Egy rejtett rétegii perceptronnal tetszGleges folytonos fliggvény approximaél-
hat6. Ez az alabbi tétel 1ényege.

3.1. Tétel. Legyen ¢: R — R monoton névekvd figgvény, melyre o(—o0) =
= —1, p(o0) = 1. Legyen f: [a,b]™ — R folytonos, és legyen € > 0. Ekkor
léteznek my, ag, valamint a;,b;,w;; konstansok (i = 1,2,...,mq1 és j =
=1,2,...,mq) dgy, hogy

mi mo
a0+2aig0 Zwijxj—i—bi — f(@1,. - xmg) | < €
i=1 j=1

minden (1, ...,Tm,) € [a,b]™ esetén.

A tétel bizonyitasat és tovabbi irodalmi utalasokat megtalalhatjuk a [28]
monografidban, lasd még [18].

3.3.7. Altalanositas

A halozatot akkor nevezziik betanitottnak, ha a tanité pontokra helyes ered-
ményt ad. Ez fiiggvényillesztésnél azt jelenti, hogy a kapott fiiggvény a ta-
nité pontokra jol illeszkedik. Osztalyozas esetén pedig azt, hogy a tanito
pontokat (vagy azok tObbségét) helyesen osztalyozza. De sajnos még meg-
torténhet, hogy a tobbi adatra (pl. teszt adatokra) nem helyesen viselkedik
a halozat. Ez természetesen problémat jelent a hasznalatban.

Azt mondjuk, hogy a betanitott halozat jol dltaldnosit, ha helyes ered-
ményt szolgaltat minden adatra, nem csak a tanité pontokra. Ezt természe-
tesen csak a teszt adatokra tudjuk ellenérizni.

Amikor a halozat csak a tanité pontokra miikodik jol (tulsagosan is jol),
de nem jol altalanosit, azaz a tobbi adatra hibas eredményt ad, akkor tipi-
kusan az alabbit lathatjuk:
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— fliggvényillesztésnél a tanité pontokra jol illeszkedd, de nagyon ,hul-
lamzo” fiiggvényt;

— osztalyozésnél a tanité pontokat jol osztalyozo, de nagyon ,szabélyta-
lan” alakid tartoményokat.

Ekkor mondjuk a halozatot tulillesztettnek (tultanitottnak). Ezen hiba ellen
egyrészt ugy védekezhetiink, hogy nem szerkesztiink til bonyolult halézatot,
masrészt pedig gy, hogy az elérendd legkisebb négyzetes hibat nem allitjuk
tulsdgosan kicsire.

A 3.4. abra bal oldalan egy jo fiiggvény illesztés lathato (azaz ez a modell
jol altalanosit), mig a jobb oldalan a tanité pontokra jol illeszkedd, de nagyon
yhullamzo” fiiggvény (azaz ez a modell nem jol altalanosit).

Jél altalanosit Nem jél altalanosit

3.4. adbra. Ugyanazon tanité pontokra két fiiggvény il-
lesztése

3.3.8. A konjugilt gradiens modszer

A konjugélt gradiens modszer altaldnosan hasznalt szélsGérték meghataro-
zésara. Az atlagos hiba w(n) koriili Taylor-sora:

E(w(n) + Aw(n)) = E(w(n)) + g(w(n)) Aw(n)+
+ %Aw(n)TH('w(n))w(n) +...,

ahol g(w) a gradiens vektor, H(w) pedig a Hesse-méatrix. A gradiens mod-
szer esetén a sdly korrekcidja a negativ gradiens iranyaba torténik:
Aw(n) =wn+1) —w(n) = —ng(w(n)).

Viszont a konjugalt gradiens modszer is alkalmazhaté, hiszen a fenti Taylor-
sor alapjan kozelitsleg egy

1
f(x) = ngAw —blx+c
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alaku kvadratikus forméat kell minimalizalni. Tehat tgy fogunk eljarni, hogy
a gradienst a kordbban megismert error back-propagation eljarassal kisza-
mitjuk, de azt a konjugélt gradiens modszer alapjan tgy moédositjuk, mintha
a kozelit§ kvadratikus forma minimuméat keresnénk.

A formulak levezetése az Appendixben talalhato, itt csak a végeredmény-
ként kapott algoritmust ismertetjiik.

Jelolje tehat s(0),s(1),...,s(n — 1) azokat az irdanyokat, amelyek felé
maér 1éptiink. A rekurziv eljaras az alabbi.

1. Inicializalas. Legyen w(0) a kezdeti stlyvektor. Alkalmazzuk ebben a
pontban a back-propagation eljarast a g(0) gradiens kiszamitasara ugyanugy,
ahogyan korabban megismertiik. Legyen

5(0) = r(0) = —g(0)

a negativ gradiens, tehat az az irdny, amerre w(0)-at valtoztatjuk.
2. Lépés n — 1-r6l n-re. Ha az s(0),...,s(n — 1) iranyok mar meg-
vannak, akkor megvan a w(n — 1) stulyvektor is. Keressiik az 1j sulyvektort

w(n)=wn—1)+n(n—1)s(n—1)

alakban. Ugy hatarozzuk meg n(n — 1)-et, hogy £(w(n)) minimalis legyen.
(Ez an. direkt keresés, azaz egy egyenes mentén valo keresés, ami numeri-
kusan megoldhato.)

Ezutén a w(n) pontban back-propagation algoritmussal keressiik meg &
gradiensét, azaz g(n)-et. Legyen r(n) = —g(n). Ha ||r(n)|| < é||7(0)||, ahol
0 > 0 eldre adott kis szam, akkor megallunk. Ellenkezs esetben folytatjuk.
Viszont a kovetkezd 1épés nem a —g(n) negativ gradiens iranyba torténik,
hanem a konjugalt gradiens modszer szerint az

s(n) =r(n)+ B(n)s(n — 1)
iranyba, ahol (a Fletcher—Reeves-formulaszerint)

r(n) r(n)

pln) = rin—1)Tr(n—1)

Ezutan n-et 1-gyel megnoveljiik, és visszatériink a 2. 1épés elejéhez.

A Fletcher—Reeves-formula levezetése az Appendixben talalhatd. Meg-
jegyezziik, hogy a Fletcher-Reeves-formula helyett hasznélhatéo a Polak—
Ribiére-formula is, ami szerint

r(n)'(r(n) —r(n—1))

Bln) = r(n—1)Tr(n—1)
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3.3.9. Kvazi Newton-modszerek

A kvazi Newton-modszerek koziil a leggyakrabban hasznélt Broyden—Flet-
cher-Goldfarb—Shanno-formula algoritmusat ismertetjiik. (Részletesebb ki-
fejtését pedig az Appendixben adjuk.) Tehat az £ célfiiggvény minimumat
keressiik. Jelolje g, a gradiens k-adik értékét, By a kozelité Hesse-matrix
k-adik értékét, wj a minimumhely k-adik kozelitését. Legyen wqg a kezdeti
kozelités, By a kozelitd Hesse-méartix kezdeti értéke (altalaban az egységméat-
rix). Hatarozzuk meg az £ célfuiggvény g, gradiensét a wqy pontban.
Az iteracios lépések:

— Oldjuk meg a Bys = —g;, egyenletet, a megoldast jelolje sy.

— Kgyenes mentén torténd keresést alkalmazunk. Az aktualis wy pontbdél
s irdnyaban keressiik meg az £ célfiiggvény minimumbhelyét. Ez a pont
lesz a minimumbhely kovetkezs kozelitése: wpy4 1.

— Szamitsuk ki az & célfiiggvény gy, gradiensét a wj; pontban.

Legyen éj, = wy41 — wy, a valtozo differencidja, v, = g1 — g, pedig
a gradiens differenciaja.

— Legyen
YYh  BrOrdy Bi
YO0k 6. Bidk

a kozelité Hesse-matrix aktualizaléasa.

Byi1 = By +

Az MLP esetén természetesen a gradienst az error-back-propagation el-
jaréassal szamitjuk ki.

3.3.10. A Levenberg—Marquardt-eljaras

A Levenberg—Marquardt-modszereket szoktak a korlatozott 1épést modsze-
rek, illetve a meghizhatosagi tartomany modszerek kozott targyalni. Azaz
ugy tekintjiik, hogy egy bizonyos tartomanyon a mésodfokt Taylor-kozelités
elég jo, és ezen a tartoményon beliil keressiik a kozelité polinom minimumat.
Két szempont kozott kell egyensilyoznunk: a kérnyezet legyen minél tagabb,
de a valasztott kdrnyezetben legyen megfelel§ a kozelités.

Tekintsiik a négyzetes hibafliggvényt:

p
£(w) = g le(w)]? = Ze = 2l lw)
=1

N —
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Az & tébbvaltozos célfiiggvény minimumét keressiik. Itt w = (w1, ..., wn) "
m-dimenzios valtozo és e(w) = (e (w), ..., ep(w))" a p-dimenzios hiba vek-

tor. J(w) jelolje a p x m-es Jacobi-méatrixot:

Oeq (w) Oer (w)
owq te Owm
Jw) =] S
Oep (w) Oep (w)
owq T Owm

A rovidség kedvéért jelolje wjy a minimumbhely k-adik kozelitését. Legyen
Jir = J(wy), ex = e(wy) a Jacobi-matrix, illetve a hiba vektor értéke a
k-adik kozelités esetén. A kozelité Taylor-polinom alabbi médositasat hasz-
naljuk:

1
ar(8) = E(wy,) + e Jp0 + §5TJJJk5.
A Levenberg—Marquardt-algoritmus egy lehetséges valtozata az alabbi:

(i) Adott wy és v, > 0, szamitsuk ki az e hiba vektor wy-beli Jacobi-
matrixat: Jy;

(ii) oldjuk meg a
(J) T + veD)d = —J, e,

egyenletet, a megoldas legyen 9y, (itt I az egységmatrix);
(i) szamitsuk ki az €(wy +dy) fiiggvényértéket és a kozelités josagat mérs

S(wk) — S(wk + 5k>
qx(0) — qx(Ok)

T =

hanyadost;

(v) ha rp < 0.25, akkor legyen vyy1 = 4uy,
ha 7, > 0.75, akkor legyen vy 1 = v/2,
egyébként legyen vg 11 = vg;

(vi) harg <0, akkor legyen wy.+1 = wy, egyébként legyen wy. 11 = wi+0k.

A fenti algoritmusnak szamos véltozata van, azoknak pedig szamos imp-
lementacioja. Az Appendixben alaposabban magyarazzuk az algoritmust.
Tovabbi részletekrsl, valamint a Levenberg-Marquardt-algoritmus j6 tulaj-
donséagairol lasd a Fletcher [14] és a Nocedal és Wright [34] miveket.
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3.4. A hal6zat metszése
A halozat felépitésére két at kinalkozik.

— A héalozat novelése. Ekkor kiindulunk egy kicsiny halozatbol. Ha azt
nem vagyunk képesek jol betanitani, akkor b&vitjiik tjabb neuronnal
vagy réteggel. Ezt addig folytatjuk, amig nem kapunk olyan halézatot,
amely mar jol betanithato.

— A hdloézat metszése (network pruning). Ez pont az ellenkezdje az els-
z6nek. Kiindulunk egy nagy és jol betanitott hal6zatbol. Ezutan csok-
kentjiik a neuronok és silyok szamat addig, hogy még j6 eredményt
adjon.

Ebben a szakaszban a halozat metszésével foglalkozunk. A metszés f6
indoka az alabbi. Egy nagy halozatot altalaban sikeriil betanitani, azaz a
minta pontokhoz illeszteni. De lehet, hogy til bonyolult lett a hélozat. En-
nek héatranya egyrészt a lassusag lehet, masrészt a tilillesztés. Azaz nagyon
pontosan illeszkedik a tanité6 pontokhoz, de nem jol altalanosit.

Felsorolunk néhany halézat metszési technikat.

3.4.1. Regularizacié

Ez a nagyon altalanos elv Tyihonovtol szarmazik. Az alabbi riziké fiiggvényt
kell minimalizalni.

R(w) = & (w) + A (w),

ahol w a silyvektor. £ a mar korabban megismert standard hiba, azaz a
rendszer miikodésének hibaja. Példaul

Es(w) = %Z (di — yi(w, )

i

egy olyan tobbrétegli perceptronnal, amelynél az i-edik output neuron ki-
menete y;(w,x), mig az igazi output d;. A fenti képletben 0 < A\ < o0 a
regularizacios paraméter, &, pedig az un. bintetd fiiggvény (penalty functi-
on), ami csak magatol a modelltdl fiigg. Ez a modellre vonatkozo korabbi
informaciokat tartalmazhat, illetve a bonyolult modellt blinteti. Ennek alta-

lanos alakja:
2

) = [ | st e w)| niwrd.
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Ezen altalanos alakot az RBF targyalasanél vizsgaljuk majd. Most csu-
pan felsorolunk néhény, a gyakorlatban hasznalt biintet§ fliggvényt.
A siuly pusztitdisa (weight decay). Ekkor a biintetd fliggvény:

Ee(w) = w|?* = Z w;

Ezzel a stulyok egy részét 0 kozelébe kényszerithetjiik. Két osztalyba sorol-
hatjuk a stulyokat: vannak nagy és vannak kicsi hatasa sulyok. Az utébbiak
felesleges sulyok, ezek torlésével a halozat jobban fog altaldnositani.

A suly elimindldsa (weight elimination). Ekkor a biintetd fiiggvény:

N (wi/w)?
E.(w) = Z T (o e

ahol wy > 0 rogzitett paraméter. Itt a w;/wy fiiggvényében a hiba szimmet-

rikus. A 3.5. dbrén lathato az 5 i’ > fiiggvény grafikonja. Ebbdl latszik, hogy

-2 - 0 1 2

3.5. dbra. Az fiiggvény

_a®_
1422

ez a biintetd fliggvény néhany nagy sulyt is meghagyhat.
Kozelitd simitds (approximate smoother). Ha egy rejtett réteg van és
egyetlen kimeneti neuron, akkor a biintetd fiiggvényt definialjuk az

M
w) = wiyllw; |
j=1

képlettel, ahol wp; a kimeneti neuron j-edik silya, w; pedig a j-edik rejtett
neuron sulyvektora.

3.4.2. A Hesse-matrixon alapuldé metszés

Fejtsiik Taylor-sorba az atlagos hibat a w sualyvektor koril.

E(w~+ Aw) =E(w) + g (w)Aw + %AwTHAw +0(|Aw|®), (3.4)
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ahol w az éppen kiszamitott suly, Aw a keresett valtozasa a sulynak, g(w)
a gradiens vektor, H = H(w) a Hesse-matrix, O(||Aw||?) pedig a kézelités
hib4ja. Keressiik meg a stilyok azon Aw véltoztatasat, amely £-nak a lehetd
legkisebb névekedését idézi els. Itt a valtoztatas pl. torlés lehet.

Tegylik fel, hogy a tanitas befejez6dott, igy azt is feltehetjiik, hogy a
gradiens vektor értéke (kozelit6leg) nulla. Ekkor a fenti (3.4) Gsszefliggésbol
g (w)Aw elhagyhato, azaz

AF = E(w + Aw) — E(w) ~ %AwTHAw . (3.5)

Az OBS (Optimal Brain Surgeon, optimélis agysebész) eljarast ismertetjiik.
Ennek specialis esete OBD (Optimal Brain Demage, optimalis agyrongalas),
amikor H diagonalis voltat tételezziik fel. Az OBS célja egy silyt nullava
tenni ugy, hogy ugyanakkor a (3.5) kifejezést minimalizaljuk (azaz a hibat
a lehetd legkevésbé noveljiik). A w; suly nullava tétele megegyezik azzal a
feltétellel, hogy Aw; + w; = 0, azaz

1] Aw +w; =0, (3.6)

ahol 1; az i-edik egységvektor, azaz olyan vektor, amelynek az i-edik kom-
ponense 1, a tobbi pedig 0. Tehat egy feltételes minimum probléméval al-
lunk szemben: keressitk  Aw ' HAw minimumat a (3.6) feltétel mellett. A
A Lagrange-multiplikatorral megkonstrualjuk a Lagrange-fiiggvényt:

1
S = 5AwTHAw — X1, Aw + wy).

A minimum meghatarozésahoz derivaljuk S-et Aw szerint. Ekkor kapjuk,
hogy
HAw — /\1i = 07
ahonnan
Aw = \H'1;, (3.7)
1/ Aw = 1] H'1;.
Felhasznélva a (3.6) feltételt, azt kapjuk, hogy

—wi = A [thi ’

ahol [H _1}“. a H inverzének (7,7)-edik eleme. Innen \-t kifejezve és vissza-
helyettesitve a (3.7) egyenléségbe, kapjuk végiil w optimaélis valtozasat:

wy

T,

0

Aw = —

H'1;.



3.4. A halézat metszése 49

Ezen pontban S értéke

2
1 Wy T -1 -1 w;
Si=-\=—=——| L,H "HH '1;, = ——~——
' 2<[H_1]i,i> ' T2

S; mutatja a w; torlésébdl adodo hiba névekedést, ezt a w; sily kidomboro-
dasanak (saliency) nevezik. Azaz a feliileten a w; stly 0-ba torténd mozgatéasa
esetén bekoévetkezd kidomborodés. Kiszamitjuk az 6sszes S; kidomborodast.
Végiil az OBS eljarasban a legkisebb S;-hez tartozo w; stlyt tessziik nullava.

A Hesse-mdtrix inverzének kiszdmitdsa. Az el6z6 eljarashoz meg kell ha-
tarozni a Hesse-matrix inverzét. Azonban a maétrix invertalas elvégzése nu-
merikus problémakhoz vezethet. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy
az MLP-nek egyetlen kimeneti neuronja van. Ez pl. fliggvénykozelitésnél re-
alisztikus. Derivaljuk kétszer az

1 N
rad 2
£ = —NZ

n=1

atlagos hibafiiggvényt. Jelolje F(w,x) a halozat altal megvalositott leké-
pezést. A két valtozo a w stlyvektor és az x input vektor, azaz y(n) =
= F(w(n),z(n)) az output. Az elsé derivalt (azaz a gradiens vektor):

1 & OF (w, x(n))
7 D tn) o) TG

A maésodik derivalt (azaz maga a Hesse-matrix):

g;&; _ fvi { (amg:;(n))) (aFugf(n)))T B

n=1
()QF w,x(n
(d(n) —y(n)) (9 ’2 ) }

Feltessziik, hogy a halozat jol illeszkedik a tanité pontokra, azaz d(n) és y(n)
kozel van egymashoz, igy a fenti dsszegben a masodik tagot elhanyagolhat-
juk. Igy kapjuk a Hesse-méatrix kovetkezd kozelitését:

e = L3 (PPLmstod ) (Fmsto)YT gy
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Vezessiik be az alabbi jelolést:

Legyen .
H(n)=) &k)ER)" =H(n—1)+&n)En)",
k=1

ahol n =1,2,..., N. Ez 6sszhangban van H(N) fenti (3.8) képletével. Ez a
rekurzio alkalmas az alabbi matrix inverzios lemma ( Woodbury-egyenldség,
melynek specialis esete a Sherman-Morrison-formula D = 1 esetén) alkal-
mazasahoz.

3.2. Lemma. Legyenek A és B pozitiv definit mdtrizok, C és D pedig tet-
szdleges (alkalmas méreti) mdtrizok. Ha

A=B+CDCT,

akkor
At=p'-pBlomt+c'B o)y teTB L

Bizonyitds. Szorozzuk ossze a fenti két egyenlGség jobb oldalait (jeldljiik a
szorzatot X-szel):

X=[B1'-B oD+ CTB”C)”C’TB”] [B + CDCT} -
=I-B o '+c'B oy teT+B7tepCT -
B-1C(D-14+CTB-1C)-1D-1DCT
- B lo(pt+c'B oy te"B e,

A masodik tagot azért bévitettiik D~!D-vel, hogy 6ssze tudjuk vonni a
negyedik taggal:

X=I-Blcot+c'B o)y (D '+Cc"B'C)DCT + B 'cDCT.
A maésodik tagban két tényezs egymaés inverze, igy
X=I-B'CDC" +B'CDC" =1. O
Alkalmazzuk most a fenti 3.2. lemmat

H(n) = H(n—1) +&(n)é(n)
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esetén. Legyen
A=H(mn), B=H@m-1), C=¢n), D=1
A lemma alapjan
H(n)™ = H(n—1)"" — H(n - 1)""€(n)x
< (L€ TH(n - 1) €m) &) Hn - 1)
Innen

H(n—1)""¢(n)é(n) H(n—1)~"

-1 _ n—1)"1t—
H(n)"" =H(n-1) 1+&n)TH(n—1)"1¢(n) ~’

mivel 1 x 1-es métrixot kell invertalni. Ezzel a rekurziéval 1épésenként kisza-
molhato H(N)™L.

Viszont kezdgértéket is meg kell adnunk. Mivel H(0) igazi értéke 0 lenne,
ami nem invertalhato, igy legyen H(0) = d1, ahol 0 egy kicsi pozitiv széam,
I pedig az egységmatrix. Ezzel adodik a

kezdsérték valasztas a rekurzidhoz.

3.5. Numerikus példak

3.3. Példa. Kozelitsiik az f(r) = 2% — x fiiggvényt a [—2,2] intervallu-
mon, ha a megfigyelések a —2 és 2 kozotti, egymastol egyenls tavolsdgban
1évs (azaz ekvidisztans) alappontokban a hiba nélkiil mért fiiggvényérté-
kek. Konkrétan 9 tanité pontot valasztottunk. A megoldas két rejtett réte-
get tartalmazo halozattal a 3.6. abran lathato. Az elsd rejtett rétegben 6,
a masodikban 3 neuron van és mindegyik neuronban tangens hiperbolikus
transzfer fliggvényt hasznaltunk. A kimeneti rétegben egyetlen neuron talal-
hato linearis transzfer fiiggvénnyel. A tanitas konjugalt gradiens modszerrel
tortént (pontosabban szélva konjugalt gradiens back-propagation eljarassal,
Fletcher—Reeves-formuléaval). Itt a kozelits fliggvény viszonylag jol illeszke-
dik a becsiilendéhoz.

A példa kiovetkezs részében a tényleges mérések egy realisztikusabb meg-
valositasi lehet&ségét, a mérési hibaval terhelt esetet tekintjiik. Most az
f(x) = 23 — x fiiggvényt szintén a [—2,2] intervallumon figyeljiik meg, a
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8 T
------- MLP
Eredeti fv.
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3.6. abra. Az f(x) = 23 — z fiiggvény megfelels kozeli-
tése MLP-vel

megfigyelések —2 és 2 kozott 27 db ekvidisztans alappontban térténnek, de
a fiiggvényértékeket csak hibaval terhelten tudjuk mérni. A mérési hiba 0
varhato értékid, 0.5 szorasu (fiiggetlen) normalis eloszlasia. Azonban kozeli-
teni a mérési hibak nélkiili fiiggvényt kell!

A 3.7. dbran lathato két probalkozés kozil az MLP2 kevéssé sikeres:
Jtualillesztett”. Itt két rejtett réteg van, mindkettében 18-18 neuron. Az elsd
rétegben logisztikus, a mésodikban tangens hiperbolikus transzfer fliggvényt
hasznalunk. A kimeneti rétegben egyetlen neuron talalhaté linearis transzfer
fliggvénnyel. A tanitds konjugalt gradiens modszerrel tortént. Habér a halo-
zat nagy méretd, és a tanité pontokban a mért (de hibas) adatokat jol koze-
liti, azonban rosszul altaldnosit. Probalkoztunk kisebb hélézattal és nagyobb
(legkisebb négyzetes £) hibat engedve. Az eredmény az MLP3 (3.7. abra),
amely a tanité pontokban kevésbé pontosan illeszkedik (az egyébként is hi-
bés) mérési eredményekre, azonban jobban altalanosit. MLP3-ban két rejtett
réteg van, 9 illetve 3 neuronnal. Mindkettében tangens hiperbolikus transz-
fer fliggvényt hasznalunk. A kimeneti rétegben egyetlen neuron talalhato
linearis transzfer fiiggvénnyel. A tanitas konjugélt gradiens modszerrel tor-
tént. A fenti eset azt is mutatja, hogy mérési hibak esetén tobb tanitd pont
kell, mint pontos mérések esetén.
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3.7. abra. Az f(z) = 2® — x fiiggvény kozelitése mérési
hibak esetén. MLP2 tul bonyolult és tulillesztett, MLP3
egyszer(ibb és jobban altalanosit
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3.8. abra. Az f(x) = z*® — x fliggvény kozelitése ke-
vés tanité pont esetén. MLP1 kevés neuron, MLP2 sok

neuron



54 3. fejezet. A tobbrétegii perceptron

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik kevesebb tanité pont esetén! Ha csak 6
tanité pontunk van, akkor mar kevésbé jo kozelitéseket kapunk (annak elle-
nére, hogy maga a fiiggvény nem ,bonyolult”). Az elsé megoldés a 3.8. abran
lathaté MLP1. Itt egy rejtett réteg van, 9 neuronnal, tangens hiperbolikus
transzfer fliggvénnyel. A kimeneti rétegben egyetlen neuron talalhaté linearis
transzfer fiiggvénnyel. A legkisebb négyzetes hibat nem szoritottuk tulsago-
san le. A neuralis halozat egyszertisége ellenére a kozelits fiiggvény elég jo,
de sajnos nem tokéletesen illeszkedik a becsiilend6hoz. A 3.8. abran lathato
MLP2 esetén viszont bonyolult halozatot alkalmaztunk. Az elsé rejtett réteg-
ben 15 neuron van logisztikus transzfer fiiggvényekkel, a masodikban 9 neu-
ron van tangens hiperbolikus transzfer fiiggvényekkel, a kimenetiben pedig
egy neuron linearis transzfer fliggvénnyel. A tanitds Levenberg—Marquardt-
féle back-propagation eljarassal tortént. Ezzel a kozelits fliggvény ismét ,ug-
ral”.

3.4. Példa. Kozelitsik az

f(z) = ia:2+ %x— 1

fiiggvényt a [—1, 4] intervallumon, ha a megfigyelések a —1 és 4 kozotti, egy-
mastol egyenls tavolsagban 16v6 (azaz ekvidisztans) alappontokban a hibaval
terhelten mért fiiggvényértékek. Konkrétan 21 tanité pontot valasztottunk.
A mérési hiba pedig minden tanité6 pont esetén 0 varhatoé értékd és 0.3
szorasu normalis eloszlést véletlen szam volt. Az els§ megoldés a 3.9. dbran
lathato. Itt egy rejtett réteg van, 9 neuronnal, tangens hiperbolikus transzfer
fiiggvénnyel. A kimeneti rétegben egyetlen neuron talalhaté linearis transz-
fer fiiggvénnyel. A tanitas konjugélt gradiens modszerrel tortént (konjugalt
gradiens back-propagation eljarassal, Fletcher—Reeves-formuléaval). Az & leg-
kisebb négyzetes hibat nem szoritottuk tilsdgosan le. A neurélis halézat
egyszertiisége ellenére a kozelits fliggvény viszonylag jo, de sajnos nem toké-
letesen illeszkedik a becsiilend6hoz.

A 3.10. abran lathato két , probalkozas” azonban kevésbé sikeres: a kozeli-
t6 fliggvények a tanité pontokban jol illeszkednek a hibaval terhelt értékekre,
de a kozelitendd fliggvényt rosszul approximaljak, ,ugralnak”. Az alkalma-
zott modellek nem megfelelGek, bonyolultak, tulillesztettek. MLP1-ben egy
rejtett réteg van, 42 neuronnal, tangens hiperbolikus transzfer fiiggvénnyel.
A kimeneti rétegben egyetlen neuron talalhaté linearis transzfer fiiggvénnyel.
A tanitas konjugalt gradiens back-propagation eljarassal, Fletcher—Reeves-
formulaval tortént. MLP2-ben két rejtett réteg van, mindkettében 21-21
neuron. Az elsé rétegben logisztikus, a masodikban tangens hiperbolikus
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3.9. dbra. Az f(z) = 12° 4+ Lz — 1 fiiggvény megfelels
kozelitése MLP-vel (mérési hibak esetén)
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3.10. abra. Az f(z) = J2° + Jx — 1 fiiggvény kozelitése
(mérési hibak esetén). MLP1 és MLP2 tul sok neuron,
tulillesztett

transzfer fliggvényt hasznalunk. A kimeneti rétegben egyetlen neuron talal-
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hat6 linearis transzfer fiiggvénnyel. A tanitds Levenberg—Marquardt back-
propagation eljarassal tortént. Mindkét utobbi halozatnal a legkisebb négy-
zetes hibat leszoritottuk.

3.5. Példa. Két halmaz szétvilasztasa MLP segitségével megvalosithato.
Legyen az egyik halmaz 100 elemti minta kétdimenzios, (0,0) " varhato érték

vektoru és
08 0
0 0.8

szorasmatrixa normalis eloszlasbol. A masik halmaz pedig ugyanilyen minta,
azzal a kiilonbséggel, hogy ott a varhato érték vektor (2,2)T. A 3.11. &bra

4t 4f
2t 2r
0r 0r
2 x 2 x
2 0 2 4 2 0 2 4

3.11. abra. Két normalis eloszlas szeparalasa MLP-vel.
A rész: tul sok neuron, rosszul altalanosit. B rész: meg-
felel6 szamu neuron, jol altaldnosit

mind A, mind B részén x jeloli az elsd, o pedig a masodik halmaz eleme-
it. Azonban a megkonstruélt elvalasztd gorbék kiilonboznek. Az A részen 3
rejtett rétegli MLP szeparédlasa lathato. Az elsG rejtett rétegben 6 neuron
van logisztikus, a masodikban 20 neuron szintén logisztikus, a harmadikban
pedig 2 neuron tangens hiperbolikus transzfer fliiggvénnyel. A kimeneti ré-
tegben 1 neuron van tangens hiperbolikus transzfer fliggvénnyel. A tanitas
konjugélt gradiens back-propagation eljarassal, Fletcher—-Reeves-formuléval
tortént. Az elvalaszté gorbe a tanitd pontokat helyesen szeparalja, azonban
rosszul altaldnosit. Hiszen tudjuk, hogy esetiinkben a két normalis eloszlast
optimaélis médon egy egyenes osztana ketté. Az abra B részén 1évG szeparalas
azért sokkal jobb, mert ugyan az aktualis tanité pontokat nem toékéletesen
osztja ketté, azonban jol altalanosit. Ezt az eredményt két rejtett réteggel,
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azokban 5, ill. 3 neuronnal értiik el. Az elsé rétegben logisztikus, a mésodik-
ban pedig tangens hiperbolikus transzfer fiiggvényt hasznélunk. A kimeneti
rétegben egyetlen neuron talalhato linearis transzfer fiiggvénnyel. A tanitas
Levenberg—Marquardt back-propagation eljarassal tortént.

3.6. Feladatok

1. Hatarozzuk meg a tangens hiperbolikus aktivacios fiiggvény derivaltjat!
Ez alapjan szdmitsuk ki az MLP lokalis gradiensét mind az output ré-
tegben, mind a rejtett rétegekben!

2. Rajzoljuk fel a 3.1. Tételbeli egy rejtett rétegii perceptront!
3. Igazoljuk a 3.1. Tételt a Stone—Weierstrass-tételre visszavezetve!

4. Oldjuk meg MLP-vel a 2. fejezet feladatai kozott definialt XOR-problé-
mét!

5. Kozelitsiik az alabbi fliggvényeket MLP segitségével!
fl@)=2*  f(x)=logz,  f(z)=sinz,  f(z)=(sinz)/z,

fly) =2+, flz,y) =2%/y.

Valasszunk alkalmas tartomanyt, ahol a fenti fiiggvényeket kozeliteni
akarjuk! Generaljunk kiilonb6z8 szam és stirtiségii tanitdé pontokat! Vizs-
galjuk kiilon azt az esetet is, amikor a fiiggvényértéket csak valamilyen
véletlen hibéaval tudjuk megfigyelni (azaz a tanité pontok ilyenek, de a
kozelitendd fiiggvény a hiba nélkiili)! Alkalmazzunk kiilonb6z6 rejtett ré-
teg szam, ill. kiilonb6zd6 neuron szamu és transzfer fiiggvényti MLP-ket!
Abrazoljuk az eredményt!

6. Vizsgaljuk az MLP-vel valo szeparalast! Allitsuk valamilyen modon els
a tanité pontok A és B halmazat, és szeparaljuk MLP-vel! A két halmaz
lehet 2- vagy 3-dimenzids, véletlen vagy determinisztikus médon meg-
adott, akar egymasba atnyuld is. Alkalmazzunk kiilénbo6zé rejtett réteg
szamu, ill. kiilonb6z6 neuron szamu és transzfer fiiggvénytd MLP-ket!
Abrazoljuk az eredményt!

7. Vizsgaljuk az MLP-vel valo szeparalast 3 halmaz esetén! Szeparaljunk el
egymastol 3 sikbeli halmazt! Abrazoljuk az eredményt!






4. fejezet

A radialis bazis fuggvények

A radialis bazis fiiggvények halozata (Radial Basis Function Network, RBF)
rokonségban all a matematika szdmos konstrukcidjaval. A feladat minden
esetben az, hogy bizonyos fiiggvényekbdl kiindulva adjuk meg egy olyan
fiiggvény kozelitését, amelynek alakjarol (képletérdl) nem tudunk elézete-
sen semmit, de vannak ra méréseink. A kiindul6 fiiggvényeket alap fliggvé-
nyeknek (mas teriileten magfiiggvényeknek) szokas nevezni. A radialis bazis
fliggvény olyan alap fiiggvény, melynek értéke bizonyos kozépponttol vald
tavolsagtol fiigg csupan.

Ebben a fejezetben bevezetésképp sz6 lesz a radialis bézis fliggvényekkel
torténd interpolaciordl (ez a numerikus matematika fontos feladata). A ra-
dialis bazis fliggvények halozatat viszont (biintets fliggvénnyel kiegészitett)
legkisebb négyzetes modszerrel fogjuk megkapni. Targyalni fogjuk a statisz-
tika egyik alapvets eszkozét, (az RBF-fel rokon) magfiiggvényes becslést is.
Megjegyezziik, hogy az RBF nem csak fiiggvény kozelitésre, hanem oszté-
lyozasra is hasznalhat6. Ebben a fejezetben is f6ként Haykin [18] konyvére
tamaszkodunk.

4.1. A szeparalas Cover-féle elmélete

Szamos halozat (bizonyos tipusi MLP, RBF, SVM) a kovetkezd séma sze-
rint épiil fel. Az adatokat nem-linearis transzforméciénak vetjik alé a rejtett
rétegben (ahol sok neuron talalhatd) viszont az output rétegben csak lineéa-
ris transzformécié van. Ennek elvi hatterét vilagitja meg Cover szeparélasi
elmélete.

Tekintsiink egy osztalyozési problémat. A nem-lineéris szeparalédshoz bo-
nyolult halézatot kell épiteniink (MLP), viszont a linearis szeparélas egyet-

99
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len neuronnal (perceptronnal) is elvégezhets. Vissza lehet-e vezetni a nem-
linearis szeparalast linearisra? Latni fogjuk, hogy ez alkalmas transzformé-
cioval megtehetd.

A linearizalas valojaban altaldnos eszkéz a feladatok numerikus meg-
oldasara. A szamitogépek elterjedése elStt a szorzas és osztas elvégzésére
hasznélt logarléc” is ilyen elven miik6dott. Szintén a logaritmus fliggvény
tulajdonsagain alapuld példa az alabbi.

4.1. Példa. A Newton-féle gravitacios torvény alapjan két, egymastol r
tavolsagra 1évs, my és mo tomegd test kozotti gravitacios erd:

f(mi,ma,r) = lemg

r2

ahol C pozitiv konstans. Mindkét oldal logaritmusat véve
log f(mq,ma,r) =log C + logm; + logms — 2logr.

Tehét a szerepl6 mennyiségek logaritmusa kozott mar lineéris a fliggvény-
kapcsolat.

Cover [7] cikkében javasolta, hogy nem-lineéris transzformacioval vigyiik
at a feladatot magasabb dimenzioba. Cover eredményét az alabbi népszeri
formaban szokték emlegetni (lasd Haykin [18]). ,Egy osztalyozasi problémat
nem-linearis médon magas dimenziés térbe atvive, nagyobb a valészintsé-
ge, hogy linearisan szeparalhat6 lesz, mint alacsony dimenzidéban.” Tehéat
a bemeneti vektorokat at fogjuk transzformalni magasabb dimenzids térbe,
ott pedig egy hipersikkal valasztjuk el az osztalyokat. Ezt az eljarast fogjuk
kés6bb az SVM esetén is alkalmazni.

Legyen H a tanito pontok N-elemd halmaza: H = {x1,...,xn}. Ezt a
halmazt kell a diszjunkt A és B részhalmazokra felbontani (két részre osztas,
{A, B}-dichotomia). Legyenek a tanité pontok mo-dimenzidsak. Definialjuk
a p(x) vektor értéki fiiggvényt (aminek tehat a komponensei valos értékii
fiiggvények) az alabbi modon:

p(z) = (Sol(w)w"ﬂorm(w))—rv x € R™.

Azaz ¢ leképezés az mo-dimenzios és az mi-dimenziés euklideszi terek ko-
z0tt. Az elézbek értelmében altalaban m; > mg. Azt mondjuk, hogy a ¢
fiiggvény a tulajdonsagok terébe (feature space) transzformalja a problémat.

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H halmaz {A, B}-dichotémiaja -
szepardlhato, ha létezik egy mi-dimenzids w vektor ugy, hogy

w'p(x) >0, ha xc A,
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w'p(x) <0, ha x¢€B.

Ekkor a szeparalo feliilet egyenlete
w p(x)=0
alaki.

Cover fenti allitasa szerint a dimenzidé novelésével novekszik a lineéris
szeparalhatosag valdszintisége. Hatarozzuk meg, hogy mennyi a val6szint-
sége annak, hogy az mi-dimenziés térben egy N elemi halmazt linearisan
ketté tudunk valasztani.

Tegyiik fel, hogy a (1), p(x2),...,e(xN) mi-dimenzios vektorok al-
talanos helyzettiek, azaz koziiliik barmely m; szamu (vagy mi-nél kevesebb)
linearisan fiiggetlen. Ekkor a ¢(x1), p(x2),. .., @(xy) pontoknak

2m§1 (NZ_ 1) (4.1)

szamu olyan kettéosztasa van, amely (origon atmend) sikkal valosithato meg.
Ez a tétel Cover [7] cikkében taldlhato (de a szerzd felsorolja, hogy kordbban
mely miivekben szerepelt ugyanez az allitas). Lasd még [28].

Tegyiik fel most, hogy az x1,xs, ...,y pontok 2V szamu lehetséges
kettéosztasanak (dichotomiajanak) mindegyike egyformén valoszind. Jelolje
P(N,my) annak a valoszintiségét, hogy az N-elemii H halmaz egy véletlen-
szertien kivalasztott dichotomidja ¢p-szeparalhato (azaz {@(x1), @(x2), ...,
@(xN)} az mi-dimenzios térben linearisan szeparalhato). Tegyiik fel szintén,
hogy a @p(x1), p(x2),...,p(xy) pontok altalanos helyzetiek.

A (4.1) képlet alapjan a valoszintiség klasszikus kiszamitasi modja szerint

2 ()

(4.2)

A feliilet szeparald képessége

P(N,my) fenti (4.2) képletét fix pontszam (azaz N) esetén a dimenzi6 (azaz
mq) fiiggvényében tekinthetjiik mint eloszlasfiiggvényt. Ez természetesen a
binomialis eloszlas eloszlasfliggvénye. Mint ilyen, monoton névekvs: 0-rol
feln6vekszik 1-re. Azaz a linedris szepardlhatosag valdszindsége névekszik
a dimenzi6 novelésével. m; > N esetén P(N,my) értéke 1. Ezt abrazoltuk
a4.1. abran, azaz a valdszintiségek valtozasat a tanité pontok régzitett szdma
esetén.
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P(100,m.)

0.5 -

0 20 40 60 80 100

4.1. Abra. A linearis szeparalhatésag a dimenzi6 fiigg-
vényében: P(N, m1), amikor N = 100

Sokkal tanulsagosabb azonban a 4.2. dbra. Ebben az esetben a dimen-
zioszamot rogzitettiik, és a tanitdé pontok szamat noveltikk. A 4.2. abran
lathato, hogy a linearis szeparalhatosag valészintisége csokken a tanitd pon-
tok szamanak novelésével, s6t 0-hoz tart.

1 \\..
. P(N,50)
05F
0 1 L e ‘ ‘
0 50 100 150 200
N

4.2. abra. A linearis szeparalhatosag a tanitdé pontok
szaméanak fiiggvényében: P(N,m1), amikor mi = 50

Most tehat rogzitsiik a tér (pontosabban szolva a feature space) m; di-
menzi6jat. Legyen xq,xs,... egy olyan sorozat, melyre minden rogzitett
n esetén p(x1),...,p(x,) altalanos helyzetd, tovabba ¢ (x1),. .., ¢(x,) di-
chotomiai legyenek egyforma valosziniiségiiek. Jelolje € a legnagyobb n egész
szamot, melyre @1, X2, ..., &, egy (véletlenszertien valasztott) kettéosztasa
p-szeparéalhato. Ekkor

P =n)=P(n,m)—P(n+1,m;) = (;)” <7Zl__11>, (4.3)
n=miy,m1 + 1,.... Ennek levezetése az alabbi:
I PR g
P(n,m) = P(n+1,m) = [2 Z; ( . > - Z <Z> =

= (=) G2+ ) = )
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Al ) - Gl ) -G

Itt minden kapcsos zarojelben 1évé kifejezés 0, tehat az eredmény 2% (Tsl__ll)
A (4.3) képlet pedig az m; és 1/2 paraméterid negativ binomidlis eloszlas.

Ennek a varhato értéke

E(g) = 2m17

a szérasnégyzete

D?(¢) = 2my.

gy megkaptuk Cover [7] eredményét: ,Az mi-dimenziés térben a linearisan
szeparalhato véletlen minta maximalis elemszémanak varhato értéke 2m;q”.
Ez az eredmény 6sszhangban van a Vapnik—Chervonenkis-dimenzi6val.

4.2. Interpolacié radialis bazis fiiggvényekkel
Legyen adott az N szamt, egyméstol kiilonb6zs elembdl (alappontbol) allo
{z;€eR™ :i=1,2,...,N}
halmaz, valamint a szintén N elemii
{d; R :i=1,2,....,N}
halmaz. Keressiink egy olyan F': R™ — R fliggvényt, ami eleget tesz az
F(z;)=d;, i=12,...,N, (4.4)

feltételeknek! Ez az interpoldcio altalanos feladata.

A jol ismert Lagrange-féle interpoléacio esetén az x; = x; alappontok va-
losak, és F-et a polinomok koziil valasztjuk. Nevezetesen, mindig talalhatok
olyan wy, egyiitthatok, hogy F(z) = fo:—ol wyrk kielégiti a (4.4) feltételt.
Még pontosabban szolva: N alappont esetén talalhaté pontosan egy, legfel-
jebb (N —1)-edfoku polinom, mely az alappontokon az eldirt értékeket veszi
fel.

Hatvanyfiiggvények helyett mas fliggvények linearis kombinécidival is in-
terpolalhatunk, pl. trigonometrikus fiiggvényekkel, vagy az alabb bevezeten-
dé radialis bazis fiiggvényekkel.

A{o(lle—=i|) : i =1,2,..., N} alaku fiiggvényeket radidlis bdzis figg-
vényeknek (radial basis function, RBF') nevezziik. Itt ||.|| az euklideszi norma.
Az elnevezés arra utal, hogy a ¢(||@ —x;||) alap fiiggvény az x; kézéppontbol
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kiindulva sugéar iranyban valtozik. Itt -t egyeldre tetszéleges fiiggvénynek
tekinthetjiik, természetesen jo tulajdonsigokat bizonyos fliggvényosztalyok-
tol varhatunk. A radialis bézis fliggvények vizsgalata a matematikai analizis
klasszikus teriilete, egy Osszefoglaldsa Buhmann [4] monografiajaban talal-
hato.

Az RBF-interpolécié tehat a kovetkezd alaku F' fliggvény valasztasabol
all (lasd pl. Powell [38])

N
F(z) =) wip(lz —=zl), (4.5)
j=1
ahol |.|| az euklideszi norma, wj-k az ismeretlen stlyok, ¢ pedig altalunk

valasztott (altalaban nem linearis) fuggvény. A (4.4) feltételek teljesiilését
egyszert behelyettesitéssel ellendrizhetjiik a (4.5) alaku fiiggvényekre. Igy
kapjuk a
Y1 .. PIN w1 dq
: : =1 : (4.6)
¥YN1 --- $PNN wWN dn
linearis egyenletrendszert, ahol
Legyenek
d=(di,da,...,dn)",
w = (’LUl,'U}Q,...,’U)N
N-dimenziés vektorok, és

q):{goij . i,jzl,...,N}

N x N-es méatrix. -t interpoldcids mdtriznak nevezzik. Ezekkel a jelolések-
kel a (4.6) egyenletrendszer:
dw =d.

Az ismeretlen w meghatéirozasa ebbdl
w=>o"d.

A (4.6) egyenletrendszer akkor és csakis akkor oldhaté meg minden d kons-
tans vektor esetén, ha ® invertalhato.

Szamos fiiggvény, illetve fliggvényosztaly esetén bebizonyitotték, hogy @
invertalhato (lasd pl. Micchelli [31], Buhmann [4]).
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4.3. Definicid. Legyen g a pozitiv valés szamokon értelmezett valos érté-
ki, tetszSleges sokszor differencialhatd fiiggvény. g-t teljesen monotonnak
nevezziik, ha derivéltjaira (—1)'g"(x) > 0 teljesiil minden pozitiv = és [ =
=0,1,2,... esetén.

4.4. Tétel. Legyen g teljesen monoton és nem konstans, p(x) = g(x?).
Legyenek az {x; € R™ : i=1,2,..., N} alappontok pdronként kiilonbozdek.
Ekkor a ® interpoldcicos mdtriz pozitiv definit.

4.5. Tétel. Legyen g a pozitiv valds szamokon értelmezett valos értékd, tet-
szbleges sokszor differencidlhaté olyan fiigguény, melyre g’ teljesen mono-
ton, de nem konstans, p(x) = g(z?). Legyen g(0) > 0. Legyenck az {x; €
e R™ : ¢ =1,2,...,N} alappontok pdronként kilonbozéek. Ekkor a ® in-
terpoldcids mdtriz nem szinguldris.

Példaul az alabbi ¢ fliggvények esetén az interpoléciés matrix mindig
invertalhatd, amennyiben az x; tanité6 pontok paronként kiilonbozéek.

(i) Multikvadratikus:
p(x) = (@ +)2, zeR,
ahol ¢ > 0 rogzitett paraméter.
(ii) Inverz multikvadratikus:
1
p(x) = ma z € R,
ahol ¢ > 0 rogzitett paraméter.

(iil) Gauss-figgvény:

22
o(z) = exp ( >, z € R,

252
ahol o > 0 rogzitett paraméter.

Az RBF-interpolaciét neuralis hélézattal is megvalosithatjuk. Tekint-
stink egy olyan hélézatot, aminek a bemenete mg-dimenziés, és legyen csak
egyetlen kimeneti neuron. A bemeneti és a kimeneti réteg kozott pedig ve-
gyiink egyetlen rejtett réteget. A bemeneti és a rejtett réteg kozott nem
lineéris, viszont a rejtett és kimeneti réteg kozott linearis kapcsolatot ala-
kitunk ki. Pontosabban szélva, az x input jelre a rejtett rétegbeli i-edik
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neuron adja a ¢(||x — x;||) outputot, a kimeneti rétegbeli neuron pedig ezek
F(z) = SN wip(||x — xi|) stlyozott dsszegét. Ekkor a halozat tulajdon-
képpen egy olyan fiiggvényt valosit meg, amely az mg-dimenzios térbdl az
1-dimenzios térbe képez. Az RBF halozatok azonban nem kozvetleniil a fen-
ti interpolacios sémat kovetik, hanem a legkisebb négyzetek elvét, amelyet
raadéasul biintets fliggvények alkalmazaséval tesziink a modell irant érzéke-
nyebbé.

4.3. A Tyihonov-féle regularizacio

Az RBF hélézat kialakitdsahoz a regularizécié elmélete nydjt elméleti ala-
pot. A matematikai levezetés azonban csupan egy sémét szolgaltat, amelyet
a neuralis halozat tényleges alkalmazasahoz szamitogépes (kisérleti) aton
konkretizalhatunk.

Haykin [18] szohasznélatat kovetve, direkt probléméanak tekintjiik azon
fizikai, kémiai, bioldgiai jelenséget, amely az adatokat produkalja. Inverz
problémanak pedig az adatokbdl a jelenség rekonstrualasat. Ismeretes, hogy
az inverz problémék gyakran rosszul feléllitottak.

A rosszul feldallitott problémdk (ill-posed problem) megoldasara Tyihonov
a regularizaciot javasolta, lasd Tyihonov [46], Tyihonov—Arszenyin [47]. Az
alabbi definici6 Kabanikhin [22] cikkébdl szarmazik.

4.6. Definici6. Legyenek @) és S topologikus terek, A: Q — S pedig egy
adott operator. Az Aq = f problémat (Hadamard-féle értelemben) jol feldl-
litott inverz problémdanak (well-posed) nevezziik, ha az alabbi harom feltétel
teljesiil.

(i) Egzisztencia. Barmely f € S esetén létezik Ag = f-nek ¢. megoldasa.

(ii) Unicitds. A fenti g. egyértelmt megoldasa Aq = f-nek (azaz az A~!
inverz létezik).

(iii) Folytonossdg (stabilitds). Az A~! inverz folytonos. Ez utébbi metrikus
terek esetén azt jelenti, hogy barmely £ > 0-hoz létezik 6 > 0 agy,
hogy ha di(f1, f) < 6, akkor do(A~1f1, A1 f) < e. Ttt dy és dy a két

térben a tavolsag.

Azt a problémét, amely nem teljesiti mindharom fenti feltételt, rosszul fel-
dallitott inverz problémdnak nevezzik.

Rosszul felallitott inverz probléma példaul egy nem invertalhaté matrixa
lineéris egyenletrendszer megoldasanak keresése.
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4.7. Példa. Rosszul felallitott direkt probléma példaul a differencialas. Le-
gven q(z) = f'(x) és tegyiik fel, hogy f(x)-et csak egy kis perturbacioval
ismerjiik: f,(x) = f(z) + sin(nx)/v/n. Ekkor f, — f teljesiil, azonban az
fn derivéltja g, (z) = q(z) + /ncos(nz), aminek a tavolsdga ¢-tol a co-hez
tart.

4.8. Példa. Rosszul felallitott inverz probléma a Laplace-féle differencial-
egyenletre vonatkozo Cauchy-probléma. Legyen u(x,y) a kovetkezs problé-
ma megoldésa.

Itt

a Laplace-operator. Legyen

1.
fly) = - sin(ny).
Ekkor a fenti probléma megoldasa (lasd a Feladatok kozott)

1 . eTLSC _|_ e—nz
u(, y) = ~ sin(ny) ——

Minden x > 0 esetén, n-et elég nagynak vélaszthatjuk ahhoz, hogy f tetszs-
legesen kicsi, mig u tetszGlegesen nagy legyen.

A rosszul felallitottsag a mi jelenlegi szempontunkbol azt jelenti, hogy
egy nagy adathalmaz meglepGen kevés informéaciét hordoz az azt generald
jelenségrol. Azok a fizikai folyamatok, amelyek a tanité pontokat (pl. beszé-
det, képet, radar jelet, stb.) generaljak, jol felallitott direkt problémak. Tehat
folytonos leképezést valositanak meg. Azonban ezen folyamatok eredménye-
ib6l vett mintédk alapjan tanulni mar rosszul feléllitott inverz problémaéakat
jelentenek. Gondoljunk csak arra, hogy egy zajos felvételbdl vagy egy csu-
nya kézirasbol milyen nehéz az eredeti kdzleményt helyreallitani. 1963-ban
Tyihonov javasolta a reqularizdcids eljdrdst a rosszul feldllitott problémék
kezelésére.

Legyenek

x; eR™ i=1,2,...,N,
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az input vektorok,

deR, i=1,2,...,N,

pedig a megfelel§ output értékek. Keressiik azt az F': R — R fliggvényt,
mely az x; pontokban jol illeszkedik a d; értékekre.

A Tyihonov-féle regularizacié elmélete szerint az illeszkedés josigat az
alabbi hibatagokkal mérjiik.

(i) Standard hiba:

N
EF) = 3 D (s = yi)? = 3 D lds — Fla)

(2

(ii) Regularizdcios tag:
1
£.(F) = SIDFIR.

Itt D egy linearis differencial-operator. Nevezetesen D a négyzetesen in-
tegralhato F': R™° — R fiiggvények egy H Hilbert-terén értelmezett, azaz
D:H — H operdtor. Tovdbba ||DF||3, ezen a H téren a DF fiiggvény
norma-négyzete. Az F fiiggvény a (H, (-, -)y) fiiggvénytérnek (szamunk-
ra ismeretlen) eleme. D tartalmazza a problémardl az elézetes informaciot.
E:(F)-t szoktéak biintetd fiigguénynek (penalty function) nevezni. Ez stabili-
zélja a megoldéast, ill. biinteti a til bonyolult modellt.
Tehéat minimalizélni kell az alabbi kifejezést:
1 & 1
E(F) = E(F) + Aee(F) = 5 ) _[di = F(x)? + SAIDF |3, (4.7)
i=1
ahol A\ > 0 a reqularizdcids paraméter. Ha A-t kicsinek valasztjuk, akkor féleg
a tanité6 pontok hatarozzak meg az F) megoldast. Ha viszont A\-t nagynak
valasztjuk, akkor a modellrsl szolo elézetes informéciok lesznek dontéek.
E(F)-et pedig Tyihonov-funkciondlnak nevezzik. Jeloljik £(F) minimum-
helyét F\-val.
Az F) helyen az £(F)-nek akkor van minimuma, ha

E(F)\> < 5(F)\ —i—ﬁh)

tetszoleges h fiiggvény és [ skalar esetén. Azaz barmely h € H irdny menti
derivaltnak nullanak kell lennie az F pontban. Tehat

d
[dﬁg(F’\ + WU] o =0,
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ahol h tetszéleges, rogzitett, nem nulla fiiggvény.
Ebbél (4.7) alapjan:

0= | e +/3h>]ﬂzo -

d e msom| (4.8)

dp dp Voo

Hatarozzuk meg tagonként a derivaltakat.

~ | 5¢ (FA+Bh)L:0+ E

EL (F+ﬁh>L = [dﬁz s
N N

== [di— F() —ﬁh(wz‘)]h(wi)|ﬂ = = ldi — Fa:)h(a;) =
=1 N =1 N

=—/ > (di — F(2))h(w)6z, () d <h,Z > , (4.9)
R™0 =1 i=1 "

ahol (., .)y a H Hilbert-térbeli belss szorzat,
Oz, () = 0(x — x;)

és 0 a Dirac-delta. A regularizaciés tag derivaltja:

d _Ld T x)))? dz =
[dﬁ (F”h)]ﬂzo‘ : [dﬁ [ olF@ + sn@)a ]H
_ [ D[F(x) + fh(z)|Dh() dm} _
R™0 B=0
— | DF(z)Dh(z)da = (Dh,DF)y.  (4.10)
R™0

A masodik lépésben felcseréltiik a derivalast és az integralast. Jelolje DaD
operator adjungaltjat. Igy a (4.10) egyenldséghdl

(F + ,Bh)} = (Dh, DF)y = (h, DDF),. (4.11)

[dﬁ 8=0

A (4.9) és a (4.11) eredményeket visszahelyettesitve a (4.8) egyenletbe:

= A, DDF)y <th— > ,
H
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(n[por=sga-rn]) -

Mivel ennek minden h-ra teljesulnle kell, igy ez akkor lesz nulla, ha a belsé
szorzat mésodik tagja nulla, azaz

azaz

DDF —

y\h‘

N
~ 1
DDF — — i — F)p =0,
s ;w )3z, =0
tehat
~ 1 N
DDF(x) = 1 ;(di — F(x;))0(x — x;). (4.12)

Tehat ezen egyenldség teljesiilése esetén lesz a derivalt nulla. A (4.12) egyen-
letet nevezziik a Tyihonov-funkcionélra vonatkoz6 Euler—Lagrange-egyenlet-
nek. Ez az egyenlet tulajdonképpen egy parcialis differencidlegyenlet F'-re,
lévén DD egy differencialoperator.

A differencidlegyenletek elméletébdl sziikségesek a kovetkezdk. Legyen
adott egy L linearis differenciadloperator, és tekintsiik az

LF(x) = ¢(x) (4.13)

differencialegyenletet. Legyen G(x, &) olyan fliggvény, amelyben & paramé-
ter, € pedig az argumentum (x és £ is vektor), és amely eleget tesz az alabbi
feltételeknek.

(i) Rogzitett € esetén, x fiiggvényeként G kielégiti az eldirt hatarfeltéte-
leket.

(ii) Az * = & pont kivételével a G(x, &) fliggvény x szerinti derivaltjai
folytonosak (a derivaltak rendje az L differencialoperator altal megha-
tarozott).

(i) G(x,&) az x fuggvényeként kielégiti az
G(z,€) =0

parcialis differencidlegyenletet az & = £ pont kivételével, ahol szingu-
laritasa van. Azaz kielégiti az

LG(z, &) = d(xz - &)
egyenletet, ahol 6(x — &) a & kozéppontu Dirac-féle delta-fliggvény.
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Ezt a G(x, ) fiiggvényt nevezziik az L differencidloperator Green-fiiggvényé-
nek.
Ez alapjan a (4.13) egyenlet megoldésa

F(x) = Gz, &)p(€) dE. (4.14)

R™0

Valoban, L-et és az integréalast felcserélve

LF(x) =L Gz, §)p(€) d€ = LG(x,&)p(£) .

R™0 R™0

A Green-fiiggvény harmadik tulajdonsaga alapjan

LF(@) = [ b €)plé) de

adodik. Végiil a Dirac-delta tulajdonsiga alapjan kapjuk, hogy

Tehat igazoltuk a (4.14) egyenlGséget.
Most térjiink vissza a (4.12) Euler-Lagrange-egyenlethez. Az

N
Z d(x — x;)

L=DD,

> \

valasztassal a (4.14) egyenlGségbdl:

LN
F(x) = /Rm G(x, &) {)\ > (di — F(:))6(¢ — fUi)} dg =
0 i=1

IS e ) [ Gl - ai)de
)\: 7 Rmo 9 (2 .

Itt G az L = DD-hez tartoz6 Green-fiiggvény.
Végiil az Euler-Lagrange-egyenlet megoldasét a Dirac-delta fliggvény tu-
lajdonsagat felhasznalva kapjuk:

N
Z [di — F)\(x;)]G(x, x;) | (4.15)

y\)—‘
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Tehat ha adottak az (x;,d;), i = 1,..., N, tanité pontok, a G Green-
fliggvény, a A regulariziciés paraméter, akkor az £ Tyihonov-funkcional mi-
nimumat ad6 F) fiiggvény kielégiti a (4.15) egyenletet.

Most ennek az egyenletnek a megoldéasét keressiik. Legyen

1
X[di—F)\(aEi)], i=1,2,...,N, (4.16)

w; =

és
w = (wy,ws,... ,wN)T.

Tehat minden w; silyhoz tartozik egy (Fi(x;),d;) par. A w; stlyok megha-
tarozasa az alabbi. A (4.15)-be x;-t helyettesitve, és figyelembe véve a (4.16)
egyenlGséget:

N
Fy(z;) =Y wiG(mj,xi), j=12,...,N. (4.17)
=1

Vezessiik be az alabbi N-dimenzios vektorokat

Fy = (Fx(z1), Fa(z2), ..., FA(zn)) ",
d=(d,dy,....dy)",

valamint az aldbbi N x N-es maétrixot

G(x1,xz1) ... G(xi,xpN)
G = : ’ :
G(xn,z1) ... G(xy,zN)

G az ugynevezett Green-mdtriz. Tehat a fenti (4.16) és (4.17) egyenletek
vektoros-matrixos alakja

1
’w:X(d—F,\), F)\:G'w.
Ezekbdl

(G + \)w = d, (4.18)

ahol I az N x N-es egységmatrix.
A Green-fliggvények szimmetrikusak. (Ezt az alabbi moédon igazolhatjuk.
Az L = DD operator 6nadjungalt. Igy a hozza tartozo G Green-fiiggvény
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szimmetrikus. Valoban, a Green-fliggvény tulajdonsagai miatt G(&,y) =
= [d(x—&G(z,y)dz = [ LG(z,€)G(z,y)dz = [ G(x,&)LG(z,y)dx =
= [G(z,€)d(x — y)de = G(y, £).) Tehat a G matrix is szimmetrikus lesz:

azaz G = G'.

A 4.2. szakasz alapjan lathatjuk, hogy a G Green-métrix hasonl6 funkciot
tolt be, mint a ® interpolaciés méatrix (A = 0 esetén pontosan olyat). Az
inverz multikvadratikus és a Gauss-féle radiélis bazis fliggvények a Micchelli-
tétel hataskorébe es§ Green-fiiggvények, de a multikvadratikus nem ilyen
(lasd [18]).

Elegend&en nagy A esetén G + Al pozitiv definit, tehat invertalhato.
Ekkor a fenti (4.18) egyenletrendszer megoldasa:

w=(G+\)"'d. (4.19)

Ezen w-t beirva a (4.15) egyenletbe, kapjuk a regularizacios probléma meg-
oldésat:

N
Fa(z) =) wiG(m,z;)|. (4.20)
=1

Ez a megoldas valojaban csak akkor alkalmazhatd, ha nemcsak az x;
bemeneti és d; kimeneti adatok, hanem a G Green-fliggvény és a A paramé-
ter is adott. Valojaban magét a Green-fiiggvényt nekiink kell megvalasztani.
Hiszen nem A&ll elGzetesen rendelkezésre a probléma leirdsdhoz a D diffe-
rencialoperator. Igy bizonyos probléma tipusokhoz a tapasztalatok alapjan
kialakult Green-fiiggvény tipusok koziil kell valasztanunk. Erre utaltunk ko-
rabban, amikor a matematikai elmélettdl csak a megoldas sémajat reméltiik,
a konkrét megoldast azonban szamitdgépes kisérletektsl vartuk.

A G eltoldsinvaridns (transzlacio invarians) volta azt jelenti, hogy G csak
az adott pont és a kozéppont kiillonbségétsl fiigg:

Gz, x;) = G(x — x;) .

Ha G eltolasinvarians és forgatdsinvaridns (rotacié invarians) is, akkor G
csak x és x; tavolsagatol fiigg:

Gz, x;) = G|z — i)
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Ezen feltétel teljesiilése esetén nevezziik G-t radidlis bazis figgvénynek (ra-
dial basis function). Ekkor a regularizaciés probléma megoldasa az alabbi
alaku:

N

Fax(m) =Y wiG(|lo - z]) |. (4.21)

i=1

A (4.21) és a (4.5) képletek kozotti analogia vilagos. A kiilonbség az, hogy
a (4.21) képlet a biintets tag altal regularizalva van.

4.9. Példa. A statisztikdbol ismert t6bbdimenzids normalis eloszlas stirt-
ségfiiggvénye rendelkezik a magfiiggvények definialé tulajdonsigaival. Ami-
kor pedig a szoérasmétrix az egységmatrix skalarszorosa, akkor transzlécié és
rotéci6 invarians Green-fliggvényhez jutunk:

1
G, @) = exp (—2um - scz-n?) ,
20

7

ahol z,x; € R™, g; > 0. Ez valojaban az Ny, (a:i,afl ) eloszlas stirtség-
fliggvényének a skalarszorosa. Ez az

L= i(—l)”anv%
n=0

differencial operdtorhoz tartozé Green-fiiggvény, ahol v, = 02"/ (n!2"), V2"
pedig a

0? 0? 0?
2 = — —_— DY —
V= Ox? * ox3 ot 0x2,,

Laplace-operator n-szeres iteraltja (lasd [18]).

4.3.1. A regularizaciés halézat

A (4.20) képlet alapjan megadhatjuk a regularizaciés probléma megoldéasa-
nak neurélis halozatat (4.3. abra). Itt harom réteg van. A rejtett réteg nem
linearis. A rejtett rétegbeli neuronok szama pontosan annyi, amennyi tanité
pontunk van, azaz N. Ezek a csomdpontok tartalmazzak az x; kézéppon-
ti Green-fiiggvényeket. A kimeneti réteg abrankon egyetlen linearis neuron.
Altalaban tetszoleges véges szamu neuron lehet benne a konkrét probléma-
tol fliggben (az osztalyozéas esetén az osztalyok szama, fiiggvénykozelitésnél
pedig a képtér dimenzioja).
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l | I

Input A Green-fiiggvények Output
réteg rejtett rétege réteg

4.3. abra. A regularizaciés halozat sémaja

4.4. Az altalanositott RBF halozat

A regularizacios halézatnal pontosan annyi neuron van a rejtett rétegben,
ahany tanité pont. N szadmu tanitd pont esetén viszont a Green-matrix N x
x N-es métrix. Igy az inverzének meghatarozasa N3 nagysagrendd miiveletet
igényel.

A szamolasok egyszertisitése érdekében redukaljuk a halozatot. Legyen
az 0j dimenzié mq. Ezen neurdlis hilézat sémajat mutatja a 4.4. dbra. Ez
hasonl6 a regularizaciés halézathoz, azonban a rejtett réteg neuronjainak
szdma csak my (illetve az abran m; + 1, mivel a nulladik a tobbrétegi per-
ceptronnal mar megismert torzitas, amit ¢ = 1 bézis fiiggvény valasztassal
kezelhetiink).

Az

F*(x) =Y wipi(w) (4.22)
i=1

alaki fliggvények kozott keressiik az optimélisat. Itt m; < N, tovabba
{pi(x) : i=1,2,...,m1} a bazis fiiggvények 0j halmaza. ¢; fliggvényeknek
valasszunk radialis bazis fliggvényeket:

vi(x) =Gz, t;) =G|z —t;|), i=1,2,...,mq,
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ahol {¢t; : ¢ = 1,2,...,m1} az 1j kozéppontok halmaza. Ezen esetben
a (4.22) képlet:
my
Fr(x) =Y wG(|z - til). (4.23)
i=1
Az j {w; : i =1,2,...,m;} salyokat agy kell meghatarozni, hogy minima-

lizaljuk az £(F™) Tyihonov-funkcionalt:

N mi 2
EF) =5 (dj =Y wi( - tm) +SIDFU . (429
=1

1=

=1

| I I
Input A radialis bazis Output
réteg  fiiggvények rejtett rétege réteg

4.4. dbra. Az RBF halozat sémaja

A jobb oldal els6 tagjanak kétszerese

|d — Gw|]?,
ahol
d:(dl,dg,...,dN)T, w:(wl,wz,...,wml)T
és

G($1,t1) G(.’Bl,tml)
G = SN z
G(a}N,tl) G(mN;tnu)
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A maésodik tag (a A\/2 elhagyaséaval)

m1 m1
|DF* [, = (DF*, DF*)y = <sz-c<w,ti>,Dnzwie<x,ti>> -
H

i=1 =1
= i gl: W; Wy <G(:IZ, ti), EDG(.’E, tj)>7{
i=1 j=1

Mivel G éppen a DD operator Green-fliggvénye, ezért 5DG(az, £ =d(x—
—€). lgy

<G(m,ti), EDG(:c,tj)>H - /G(m,ti)é(:c —t;)dz = G(t;, t;).

A fentiek alapjan

mi1 mi
IDF*[13, =) wiw;G(ti, t;) = w' Gow,
i=1 j=1
ahol
Glt1,t) ... G(ti,tm,)
Go = : :
Gltm, t1) ... Gt tm,)

Tehat a (4.24) Tyihonov-funkcional az alabbi:
* 1 2 A T
E(F )zin—GwH +tow Gow =

1 1 A
= §wTGTGw —d"Gw+ 5aﬁaz + 5wTGOw =
B S P TAT g LT
=Jw (G G+ NGy)w—-—w' G d+§d d.

A b ¢
Ismeretes, hogy w' Aw — 2w 'b + ¢ minimumbhelye kielégiti az Aw = b
egyenletet. (Ennek pontosabb elemzését lasd a 6. fejezetben.) Tehat w az
alabbi egyenlet megoldasa

(GTG + \Go)w = G'd. (4.25)

Amennyiben A-val tartunk nullahoz, akkor (4.25) w megoldésa a ||d — Gwl||?
minimumhelyéhez, azaz (G'TG)~G"d-hez konvergal. Itt M~ az M matrix
altalanositott inverze, lasd Appendix.
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Az RBF univerzilis approximator

A radialis bazis fliggvények approximaléd tulajdonsagairol szamos eredmény
ismeretes (lasd pl. Buhmann [4]). Mi itt Park és Sandberg [36] cikkébdl idéz-
ziik a kovetkezd eredményt. f: R™ — R fliggvényeket kivanunk kozeliteni

g

mi '
F(z)=Y wG <m t’) . zERM™ (4.26)
=1

alaka F': R™ — R fiiggvénnyel, ahol ¢ > 0, t; € R™ G: R™ — R
pedig el6re rogzitett magfiiggvény. Az Gsszes lehetséges (4.26) alaku fiiggvény
halmazat jelolje Sg.

4.10. Tétel. Legyen G: R"™ — R eldre rogzitett, integrdlhato, korldtos,
majdnem mindeniitt folytonos, €s [gm, G(x)da # 0. Ekkor az Sq figguény-
csaldd mindenditt sird LP(R™0)-ban tetszdleges p > 1 esetén.

Ez azt jelenti, hogy tetsz6leges (de bizonyos integralhatosagi feltételt
teljesits) f: R™ — R fliggvényt meg tudunk kozeliteni (4.26)-ben adott
alaki F' fliggvénnyel barmilyen pontossaggal.

4.4.1. A regularizacioés paraméter meghatarozasa

A ) regularizacids paraméter megvalasztasatol jelentsen fiigg az optimalis
megoldas. Nem-linearis regresszié esetén adjuk meg A becslését. Modelliink
az alabbi. Az adott (mért) x; pontok és a szintén megfigyelhetd y; értékek
kozotti kapcsolat:

yz:f(acl)—l—g, i:1,2,...,N, (427)

ahol f(.) egy valos értéki fliggvény, és (; agynevezett diszkrét ideji fehérzaj.
Nevezetesen (; kielégiti az alabbi feltételeket

E[G] =0, minden i-re,

E[Gic,] = o, hak=1,
SR 0, egyébként.

Az ismeretlen f(.) fiiggvényt kell meghatarozni. Legyen F)(x) a regularizé-
cios halozat altali becslése az f(x)-nek. A (4.7) képlet alapjan a regresszios
probléméank Tyihonov-funkcionalja:

1 N

E(F) = L Yl — Flao)” + 2 |DFI,
=1

Ebbdl kiindulva két konkrét becslési eljardst adunk meg A-ra.
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Becslés az atlagos négyzetes hiba alapjan

Jelolje R(\) az f(x) regresszios fliggvény és az F)(x) approximalo fiiggvény
kozotti atlagos négyzetes eltérést,

1 N

R(A) = N Z[f(wi) — F)\(z:)]. (4.28)

=1

R(M)-nak a minimumbhelye szolgaltatja az optimalis A-t. Sajnos R(\) nem
szamolhaté ki az adott mennyiségekbdl, hiszen f nem ismert. Tegyiik fel,
hogy F)\(xy) az y;-k linearis fiiggvénye (ami a (4.23) és a (4.25) alapjan
realisztikus), azaz

N
Fx(mp) = Y ari(N)yi -
i=1

Ez az alabbi matrixos alakba irhato:

ahol

o) o ayn(V)

Ezen jelolésekkel a (4.28) kifejezés:

1 1
RO = If = Pl = 1f = A0yl (4:29)

ahol f = [f(x1),..., f(zn)]". A kiindul6 regresszios feladatunk pedig vek-
toros alakban:

y=rf+¢
ahol ¢ = [(1,...,(n]". Ezekkel a jelolésekkel a (4.29) képlet az alabbi:
1 1
R = 5 1f = AN + O = F 1T = AN)F = ANOI* =
1
|

2 1
= I = AQDFI* = ¢ AN (T = A f + 5 1A
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Hatarozzuk meg ennek a varhato értékét. A jobb oldal els§ tagja nem vélet-
len, igy varhato értéke onmaga. Mivel a ¢ vektor varhato értéke nulla, igy a
mésodik tag varhato értéke nulla lesz. A harmadik tag N-szeresének varhato
értéke pedig az alabbi.
E[|ANCIP] = E[¢T AN T AN =
= tr{E[¢T AN T AN} = E[tr{¢T AN T ANCH-

Ismert, hogy adott A és B (0sszeszorozhato) méatrixok estén tr{AB} =
= tr{ BA}. Ezért

E[tr{¢" AN TANCY] = E[tr{AN) "AMNCC Y] = o® tr{A(N) TAN)} .

Osszeadva a fentieket
o2
EIRO)] = oIl (T~ AQ)FI? + % r{AQN) TAQ)}.

Mivel maga f nem ismert, ezért sem R(A), sem ER(A) nem szamolhato ki
az adatokbol.
Ezen probléma megoldéasara Craven és Wahba [8] az alabbi mennyiség

hasznélatat javasolta:

RO) = - = AP + % (AN} - T - AR (430)

N YT N N -

Egyrészt R(\) mar kiszdmolhato, mésrészt ,torzitatlan becslése” R(\)-nak
abban az értelemben, hogy

E[R(\)] = E[R(\)]. (4.31)
Ezért ﬁ()\) minimumbhelyét fogadjuk el A becsléseként.
A (4.31) egyenlGség bizonyitasahoz elegendd R(\) elss tagjat tekinteni:
1 1
—|(I=AN)y|? = = — ANy =
I Myll” = FlIF + ¢ = ANyl
L. o 2.Tip L.
= L AN+ 2 CT(F - A) + G TC =
2 1
=R + r{¢T(F = AN F — AN} + N tr{¢ "¢}
Ennek varhato értéke pedig

202 o?
ER(\) — N tr{A(\)} + N tr{l} =
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02 02
=ER(\) - & tr{ A(\)?} + ~ {7 - AN)?}.

Azaz a (4.30) jobb oldalanak méasodik és harmadik tagja eliminalja az ER(\)-
tol valo eltérést.

A cross-validation eljaras

Az el6bbi becslés hatranya, hogy ismerniink kell a ¢; sorozat o2 szérasnégy-
zetét. Ez a hatrany nem jelentkezik a cross-validation eljarasnéal. A cross-
validation (méas szoval leave one out, magyarul ;hagyj ki egy pontot”) eljaras
a statisztikiban gyakran alkalmazott. Hagyjunk tehat el egy elemet a min-
tabol. Hatarozzuk meg a maradék mintaelemek alapjan az F ismeretlen
fiiggvényt. Jelolje F' )[\k] az

1 & N —
E(F) =5 X [~ F@)P+5IDF|

Tyihonov-funkcional minimumhelyét. Most pedig ellenérizziik, hogy F )[\k] ()
milyen jol képes a kihagyott k-adik értéket megjoésolni. Tehat a A\ josdganak
mértéke az alabbi:

N
1
= & Yloe — B (@) (4.32)
k=1

Ez a mennyiség az adatokbol szamolhato. Az optimalis M-at pedig Vp(A)
minimumbhelye szolgaltatja.

4.4.2. Tanitasi stratégiak

A regularizéacios halozat esetén a kozéppontok az @; tanité pontok. Ezzel
szemben a gyakorlatban ténylegesen alkalmazott RBF hélézatban a kdzép-
pontok nem adottak el6re. A radialis bazis fliggvények kdzéppontjanak meg-
véalasztasa alapvetd feladat. A 4.4. fejezet elején lattuk, hogy a RBF-ek sza-
méat (mi-et) kevesebbre érdemes vélasztani, mint a tanité pontok szédma
(azaz mint N).

Véletlenszertien valasztott, de azutan rogzitett kozéppontok

Az adott a1, ..., xN alappontok koziil valasszunk véletlenszertien m dara-
bot. Ezek lesznek a ¢4, ..., ¢,,, kozéppontok. Jeldlje dyax a t; pontok kozotti
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legnagyobb tavolsagot. Legyen

A radialis béazis fiiggvények pedig legyenek t; kézéppontt és 021 szérasmat-
rixi Gauss-féle stirtiségfiiggvények, azaz

mq .

Gllle — ) = exp (- o~ 617) =12,

dmax

(Ez ténylegesen az Ny, (t;, 021 stirtiségfiiggvényének a konstansszorosa.) Az
igy definidlt Gauss-fliggvény biztositja, hogy az RBF ne legyen sem tulsiago-
san lapos, sem tulsagosan cstcsos.

Most csak a A = 0 esetet tekintjliik. Ekkor a 4.4. szakaszban levezetett
modon a stlyvektort a [|d — Gw||?> minimumbhelyeként kell meghatéarozni. Itt
a G matrix N x mq meéretd, (i, j)-edik eleme pedig

m
gij = €Xp _d2

A ||d — Gw|? minimumhelye w = G*d lesz. Itt G* a G métrix pszeu-
doinverze. GT-rol 14sd a 6.2. szakaszt.

A kozéppontok Onszervezs kivalasztasa

Ez kétlépéses tanitas az aldbbi fazisokkal.

(i) A koézéppontok meghatarozasa valamely statisztikai 6nszervez6ds el-
jaras alapjan.

(ii) Az output rétegben w sulyvektor kiszamitasa.

Most lefrjuk a kdzéppontok k-kdzép mddszerrel torténd kivalasztasat. Ez
a klaszterezés standard eljarasa. A klaszterezés f6 ismérve, hogy nem csak
az egyedek osztalyba sorolasa a feladat, hanem a megfigyelések alapjan az
osztalyokat is nekiink magunknak kell kialakitanunk.

Tehat a t1,to,...,1,,, kozéppontokat akarjuk meghatarozni. Az n-edik
lépésben jelolje t1(n),ta(n),. .., ty,, (n) az aktualis kézéppontokat.

(1) A kezdeti ¢1(0),t2(0),...,tn, (0) kozéppontokat valasszuk tetszslege-
sen.
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(2) Az n-edik lépésben az input mintapont x(n). Jelélje k(n) az 4j minta-
pont legkizelebbi tarsdanak indexét. Azaz legyen k(n) azon ¢;(n) indexe,
amelyik x(n)-hez a legkozelebb van.

(3) Legyen az 1j klaszter kozéppont

ahol 7 € (0, 1) elére adott tanulasi paraméter.
A tobbi klaszter kozéppontja valtozatlan marad, azaz t;(n+1) = t;(n),

ha i # k(n).

(4) Dontés a leallitasrol. Vagy elfogadjuk a kialakitott kozéppontokat, vagy
n értékét noveljitk 1-gyel, és visszatériink (2)-re. (Azaz ez utobbi eset-
ben tjabb mintaponttal modositjuk a kézéppontokat.)

A kozéppontok feliigyelt kivalasztasa
Tekintsiik az
mi
F(z) = wG(|z—tE,)
i=1

alaku kozelitéseket. Itt
@ — ti]|g, = [|Ci(@ — &) || = (@ — t;) 'S (x — t;),

ahol X 1 - C’i—r C;. A normalis eloszlas szorasméatrixanak szokésos jelolése
miatt hasznaljuk a Ei_l jelolést. Most ez maga a meghatarozandé paraméter,
nem pedig ;.

Tehat keressiik wj, t; és X 1 optimalis értékét. A tanité pontok: (xj,d;),
j=1,...,N. A minimalizalandé hiba:

N
&= Z[dj — F(x))]*.

Jj=1

N | =

A minimalizalast a gradiens moédszerrel hajthatjuk végre. Most az n-edik
lépésben a valtoztatasokat és a gradienseket hatarozzuk meg.
A w; sulyok valtoztatéasa.

0E(n)
= ()’

wi(n + 1) = w;(n)
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ahol

N

8wz dj — F(2;)|G| (z; — ti(n)) " 57 (n) (@ — ti(n)) |.

j=1

A t; kozéppontok valtoztatésa.

b+ 1) = )~ m (o
ahol
N
gi((z = 2u;(n) Y_[d; — F(;)]¢ (@5 = t:(m) T 7 () (5 — () ) %

A Ei_l szorasok valtoztatasa.
—1 1
% (”+1):Zi (n) —m3—=-—=

ahol

E(n) _ - s — (a0 51 .

BET(y = U Z:j NG (@ = i) =7 () (25— ti(n)) )
X (@5 — ti(n)) (x5 — ti(n)) .

A fenti képletekben 71,12, 73 pozitiv tanulasi paraméterek.

4.5. Magfiiggvényes becslések

A statisztikdban gyakran alkalmazott nem-paraméteres fliggvény becslések
kozel allnak az RBF hélozattal adhatoé fliggvény kozelitésekhez. A nem-
paraméteres jelz6 arra utal, hogy nem csak a fliggvény paraméterei isme-
retlenek, hanem annak alakja is.

4.5.1. A stirtiségfiiggvény magfiiggvényes becslése

4.11. Definicié. Legyen K : R™ — R korlatos, folytonos, az origéra szim-
metrikus fiiggvény, melynek maximuma az origéban van. Tegyiik fel, hogy
Jgmo K (x) dx = 1. Ekkor K-t magfiigguénynek (kernel function) nevezziik.
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Legyen xq, ...,y minta egy ismeretlen f siirtiségfiiggvényti sokasaghol
(x; € R™). Az f magfiiggvényes, méas szoval Parzen—Rosenblatt-féle becslé-

Se:
N

Fn(z) = thmo ZK (m _hx> , TERM. (4.33)

=1

Itt h-t sdvszélességnek (bandwidth) nevezziik.

Tegyiik fel, hogy h = h(N) — 0, amint N — oo. Ekkor a savszélességre
és a magfiiggvényre vonatkozé bizonyos feltételek esetén fN az f-nek aszimp-
totikusan torzitatlan és L*-konzisztens becslése (lasd Prakasa Rao [39]). Az
aszimptotikus torzitatlansag azt jelenti, hogy limy oo Efn(x) = f(x). Az

N 2
L2-beli konzisztencia pedig limy o, E (fN(:B) - f(ac)) =0.

4.5.2. A regresszios fliggvény magfiiggvényes becslése

Tegyiik fel, hogy az Y egydimenzids véletlen mennyiséget akarjuk az X mg-
dimenziés véletlen mennyiség valamely g fliggvényével kozeliteni. Az opti-
malis elméleti valasztés (amennyiben Y-nak van véges varhato értéke) a

g(@) =E{Y | X = 2}

feltételes varhato érték. Ennek elmeéleti kiszamitasa (ha van egytittes stir-

ségfiiggvény) f
ﬁ%

@)= [ uf(yle)dy =

ahol f(y,x) az Y és X egyiittes surusegfuggvenye, f (w) az X striiségfiigg-
vénye, f(y|x) pedig Y-nak X-re vonatkozo feltételes stirtiségfiiggvénye.
Legyen most (y1,x1),...,(yn,xy) minta (Y, X)-re. Az f stirtségfiige-
vény magfliggvényes becslése (4.33) alapjan torténik, mig az egytittes strt-
ségfiiggvény ennek a képletnek az alabbi, (mg + 1)-dimenzios valtozataval:

N
o) = e K (557 1o (%) s
=1

y € R, x € R™. (Itt Ky is magfiiggvény.)
Epitsiik fel g becslését a strtségfiiggvények becslésébdl ugyanigy, mint
ahogyan g-t kapjuk az elméleti stirtiségfiiggvényekbdl.

)
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e i K (55) JyKo () dy S g (%52)
v Lien K (55) Sl K (25)

Az utolsé lépésben az

/;LyKo <y;yi> dy = /(hz+yz')K0 (z) dz = y;

egyenléséget hasznaltuk ki. A végeredményként kapott

S K ()
S WA=

képlet a g fliggvény magfliggvényes, mas széval Nadaraya—Watson-féle becs-
lése.
Bizonyos feltételek esetén g(x) = gy () konzisztens becslés, azaz gy (x)
sztochasztikusan konvergal g(x)-hez, ha N — oo (lasd Prakasa Rao [39]).
Ha a K magfiiggvényt transzlacié és rotécié invariansnak vélasztjuk,
akkor egy normalizalt RBF halézatot kapunk:

N
gla) = wl (x,2;) ,
i=1

ahol w; = y; és ¥ (z, x;) :K(W%i”)/ZLK(M) |

4.6. Numerikus példak

4.12. Példa. Kozelitsiik az f(r) = 23 — x fiiggvényt a [—2,2] intervallu-
mon, ha a megfigyelések a —2 és 2 kozotti, egymastol egyenls tavolsaghan
lévs (azaz ekvidiszténs) alappontokban a hiba nélkiil mért fliggvényértékek.
Konkrétan 10 tanité pontot valasztottunk. Az els6 megoldas: (maximum) 11
neuronnal és 1 sévszélességgel a 4.5. dbran lathato. Itt a kozelits fiiggvény
gyakorlatilag tokéletesen illeszkedik a becsiilend6hoz. A 4.6. abréan latha-
t6 két ,probalkozas” azonban kevésbé sikeres: RBF2 esetén csak 5 neuront
engedtiink meg, ez kevésnek bizonyult, az illeszkedés nem tokéletes. RBF3
esetén viszont a helyzet még rosszabb, itt (maximum) 50 neuront engedé-
lyeztiink és a savszélességet levittiik 0.1-re. Ezzel a kozelits fiiggvény ,ugral”.

Val6jaban a fenti esetben a tanité pontok szédma éppen elegendd a fiigg-
vény kozelitéséhez (hiszen maga a fiiggvény nem ,bonyolult”). Vizsgaljuk
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4.5. dbra. Az f(z) = z® —z fiiggvény jo kizelitése RBF-
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4.6. abra. Az f(x) = 2® — x fiiggvény kozelitése. RBF2
tul kevés neuron, RBF3 tual sok neuron

meg, hogy mi torténik kevesebb tanité pont esetén! Ha csak 6 tanité pon-
tunk van, akkor mar kevésbé jo kozelitéseket kapunk. Az els§ megoldas:
(maximum) 11 neuronnal és 1 savszélességgel a 4.7. abran lathato RBF1. Itt



88 4. fejezet. A radialis bazis fuggvények

6 T
------- RBF1
————— RBF2 /!
4r Eredeti fv. s
+  Mintavétel I
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4.7. abra. Az f(z) = 2® — x fliggvény kozelitése kevés
tanitd pont esetén. RBF1 elegendd szami neuron, RBF2
tul sok neuron

a kozelits fliggvény elég jol, de nem tokéletesen illeszkedik az becsiilend§hoz.
RBF2 esetén viszont (maximum) 25 neuront engedélyeztiink és a savszéles-
séget levittiik 0.1-re. Ezzel a kozelits fliggvény ismét ,ugral”.

4.13. Példa. Kozelitsik az

f(x) = i$2+ %m— 1
fiiggvényt a [—1, 4] intervallumon, ha a megfigyelések a —1 és 4 kozotti, egy-
mastol egyenls tavolsagban 16v6 (azaz ekvidisztans) alappontokban a hibéval
terhelten mért figgvényértékek. Konkrétan 21 tanité pontot valasztottunk.
A mérési hiba pedig minden tanité pont esetén 0 varhatd értékd és 0.3 szo6-
rast normalis eloszlast véletlen szam volt. Az els6 megoldas: (maximum) 5
neuronnal és 2 savszélességgel a 4.8. dbran lathato. Itt a kozelits fliggvény
nagyon jol illeszkedik a becsiilend6hoz. Ennek az az oka, hogy a kozelitendd
fliggvény alakja ,egyszerti’, a nagy savszélesség és a kevés neuron pedig kisi-
mitja a mérési hibak hatasat. A 4.9. abran lathato két ,,probalkozas” azonban
kevésbé sikeres: RBF2 esetén 11 neuront engedtiink és 1 savszélességet. Itt
az illeszkedés nem tokéletes. RBF3 esetén a helyzet még rosszabb, itt (maxi-
mum) 50 neuront engedélyeztiink és a savszélességet levittiik 0.1-re. Ezzel a
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4.8. dbra. Az f(z) = %$2+%$—1 fliggvény jo kozelitése
RBF-fel

kozelit§ fiiggvény a tanité pontokban jol illeszkedik a hibaval terhelt értékek-
re, de a kozelitendd fliggvényt rosszul approximalja, ,ugral”. Az alkalmazott
modell nem megfeleld, tulillesztett.
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4.9. abra. Az f(z) = ixQ + tz — 1 fiiggvény kozelitése.

RBF2 til sok neuron, RBF3 tal sok neuron és tul kicsi
savszélesség

4.14. Példa. Két halmaz szétvalasztdsa RBF segitségével megtehets. Le-
gyen az egyik halmaz 100 elemtd minta kétdimenzios, (0,0) varhato érték



90 4. fejezet. A radialis bazis fuggvények

0.8 0
0 08

szorasmatrixi normalis eloszlasbol. A masik halmaz pedig ugyanilyen minta,
azzal a kiilonbséggel, hogy ott a varhato érték vektor (2,2)T. A 4.10. &bra
mind A, mind B részén x jeldli az elsG, o pedig a mésodik halmaz elemeit.
De a megkonstrualt elvalasztd gorbék kiillonboznek. Az A részen maximum
90 neuront engedélyeztiink, a savszélességet 0.5-re allitottuk, az elérends leg-
kisebb négyzetes hibat pedig alacsonyra (0.0001-re) allitottuk. Az elvalaszto
gorbe a tanité pontokat helyesen szeparalja, azonban rosszul altalanosit. Hi-
szen tudjuk, hogy esetiinkben a két normalis eloszlast optimélis médon egy
egyenes osztana ketté. Az adbra B részén 1évs szeparalas azért sokkal jobb,
mert ugyan az aktualis tanité6 pontokat nem tokéletesen osztja ketté, azon-
ban j6l altalanosit. Ezt az eredményt maximum 30 neuron engedélyezésével
és 2 savszélességgel értiik el, mikézben az elérendd legkisebb négyzetes hibat
is magasabbra (0.01-re) engedtiik.

vektoru és

4.10. abra. Két normalis eloszlas szeparalasa RBF-fel.
A rész: tul sok neuron, rosszul &ltalanosit. B rész: meg-
felel6 szamu neuron, jol altaldnosit

4.7. Feladatok

1. Abrazoljuk a 4.2 szakasz végén megadott RBF interpolaciés halézatot!

2. Igazoljuk, hogy a 4.7 és a 4.8 Példédkban leirt esetek rosszul felallitott
problémak!

3. Igazoljuk, hogy tr AB = tr BA.
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4. Abrazoljuk a
T2 r
r)=1(—) lo (—)
o(r) (U) gl
fliggvényt, ahol o rogzitett pozitiv paraméter, r pedig a pozitiv szdmokon
futo valtozo! Allapitsuk meg a ¢ fiiggvény tulajdonsagait! Ezt nevezziik
mi

thin-plate-spline magfiiggvénynek. Az ezzel definialt ) ™" w;p (|| —t;||)
RBF-eket kiterjedten alkalmazzéak.

5. Oldjuk meg RBF-fel a 2. fejezet feladatai kozott definialt XOR-problé-
mét!

6. Kozelitsiik az alabbi fiiggvényeket RBF segitségével!
f@)=2*  f(x)=logz,  f(z)=sinz,  f(z)=(sinz)/z,

fl,y) =2+, flz,y) =2%/y.

Valasszunk alkalmas tartomanyt, ahol a fenti fiiggvényeket kozeliteni
akarjuk. Generaljunk kiillonbo6z§ szamu és stirtiségd tanité pontokat. Vizs-
galjuk kiilon azt az esetet is, amikor a fiiggvényértéket csak valamilyen
véletlen hibaval tudjuk megfigyelni (azaz a tanité pontok ilyenek, de a
kozelitendd fliggvény a hiba nélkiili). Alkalmazzunk kiilonb6z8 neuron
szami RBF-eket! Abrazoljuk az eredményt!

7. Vizsgaljuk az RBF-fel valé szeparalast! Allitsuk valamilyen modon els
a tanit6 pontok A és B halmazat, és szeparaljuk RBF-fell A két hal-
maz lehet 2- vagy 3-dimenzids, véletlen vagy determinisztikus moédon
megadott, akir egymasba atnyuld is. Alkalmazzunk kiilonb6z8 neuron
szami RBF-eket! Abrazoljuk az eredményt!

8. Az el6z6 két feladatot oldjuk meg MLP-vel is! Hasonlitsuk 6ssze a legjobb
MLP-t a legjobb RBF-fel!

9. Vizsgaljuk az RBF-fel val6 szeparalast 3 halmaz esetén! Szeparéljunk el
egymastol 3 sikbeli halmazt! Abrazoljuk az eredményt!






5. fejezet

A tart6 vektor gépek

5.1. A tarté vektor gépek kialakulasa

A Support Vector Machine (SVM) tekintheté mint egy speciélis neuralis hé-
lozat. Tobb szakember azonban szereti a statisztikus tanulési elmélet (sta-
tistical learning theory) keretébe sorolni. Valdjaban a statisztikus tanulési
elméletet érdemes egy tagabb, elméleti tudomanynak tekinteni, mig a neura-
lis hélozatokat egy specialisabb, gyakorlati megvalositasra fokuszald eszkoz-
tarnak. Fliggetleniil a besorolastol, az SVM az utobbi évtizedekben fontos
gyakorlati eszkozzé és egyben mély elméleti kutatasok targyava valt.

A Support Vector Machine magyar megfelelGje a tarté vektor gép (le-
hetne esetleg ,tarté vektor mechanizmus” is). Kozismert magyar rovidités
hijaén az SVM angol réviditést hasznaljuk. Az SVM elmélete és alkalmaza-
sal, parhuzamosan a statisztikus tanulasi elmélettel, az utébbi 30-40 évben
alakultak ki. Leginkdbb V. N. Vapnik és munkatarsai szerepe volt ebben a
dont6 (lasd Vapnik—Chervonenkis [48]). A témakor ma is intenziven fejlédik.

Korabban lattuk, hogy az MLP és az RBF segitségével elvégezhets a
fliggvénykozelités és az osztalyozas feladata. Az SVM is ezekre alkalmas, de
az SVM-nél a cél az optimalis megoldas megtalélasa. Tehat itt a jol mikods
matematikai modszer kialakitésa a fontos, nem pedig a heurisztika és a szé-
mitogépes kisérletezés. SVM-et alkalmaznak karakterfelismerésre, képfeldol-
gozésra, a bioinformatikdban, az adatbanyaszatban és szamos mas teriileten
is.

Ebben a fejezetben elsésorban Vapnik [49] kozismert monografidjara ta-
maszkodva ismertetjiik az SVM-et, de Cristianini és Shawe—Taylor [10] kony-
vét, valamint Haykin [18] atfogé miivét is hasznaljuk. Az SMO leirasanal
Platt [37] cikkébdl is meritiink.

93
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5.2. SVM osztalyozasra

5.2.1. Az optimalis hipersik a linearisan szeparalhaté esetben
Az optimalis hipersik geometriai meghatarozasa

Ebben a szakaszban Vapnik [49] konyvét kovetjiik. Tegytik fel, hogy az

(mlayl)a R (vayN)J x; € Rda Yi € {_]—7 1} (51)

minta, més széval tanité halmaz elemei két osztalybol szdrmaznak. Ha az
x; € R? mintaclem az A; osztalybol szarmazik, akkor y; = 1, amennyiben
az As osztalybol, akkor pedig y; = —1 jeloléssel éliink. Azt mondjuk, hogy a
fenti tanité halmaz linearisan szeparalhato, ha létezik olyan hipersik, amely-
nek egyik oldalan vannak Aj, a masik oldalan pedig Ay elemei. Pontosabban
szolva linearisan szeparalhat6 az

hipersikkal, ha
(i) >c, ha y; =1, (5.3)
(i) <c, ha y;,=-1, (5.4)

ahol ¢ € R? egységvektor, c € R és (a,b) az a és a b vektorok kozotti belsd
szorzatot jeloli.

Azt mar lattuk, hogy perceptronnal ez a linearis szeparalds megoldhato,
éppen ezt allitja a Rosenblatt—Novikoff-féle perceptron konvergencia tétel.
Most azonban az optimélis, azaz a legjobb elvalaszt6é hipersikot keressiik.
Szemléltessiik a kiilonb6z6 lineéris szeparalasokat! Az 5.1. abra (a) részén
két nem optimalis elvilaszté egyenes lathato, itt a ,margok” keskenyek. A
(b) részén pedig optimalis a szeparalas, azaz az elvalaszto hipersik a lehetd
legtavolabb van a minta pontoktél. Lathato, hogy a vékony vonallal meghu-
zott margok a lehetd legtdvolabb vannak egyméstol, a rajuk illeszkeds minta
pontok az an. tarté vektorok. A vastag vonallal huzott szeparilé egyenes pe-
dig a ,hatarsav” kozepén halad.

Feladatunk az (5.1) tanit6 halmaz ismeretében megkonstrualni az opti-
mélis hipersikot. Egyszert geometriai feltételt adunk az optimalis hipersikra,
amelyet majd a Kuhn—Tucker-tétel alkalmazésihoz 4t fogunk fogalmazni.
Tegyiik fel tehat, hogy az (5.1) halmaz hipersikkal szeparalhato. Tetsz6leges
@ egységvektor esetén vezessiik be az alabbi jeloléseket:

c1(p) = min{z;, @), (5.5)
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A1 osztaly Ay osztaly
o
% 509
O
O O
0o ©
o +
+ o+ +
+
++ o+ ++
Aoy osztaly

Ay osztaly
(a) b)

5.1. &bra. Elvalasztas hipersikkal (kétdimenziéban
egyenessel): (a) két nem optimalis elvalasztéas, (b) ma-
ximalis margdju elvalasztés

és
c2(p) = max (z, ¢). (5.6)
Legyen a ¢ egységvektor a
ci(p) — ca(p)
olp) = 1Pl (5.7
kifejezés ||| = 1 feltétel melletti maximumbhelye.

5.1. Allitas. A fentiekben definidlt P vektor és a

Co = €1 (‘100) —; CQ(QOO) (58)

konstans megadja az (x,py) = co optimdlis, vagyis mazimdlis margdji sze-
pardlo hipersikot.

Bizonyitds. Legyen ey az optimaélis elvalaszto hipersik (kettd dimenzidban
egyenes), ennek egységnyi hossziisagi normaéalvektora ¢,. Legyen ey egy
pontja xg, az A; halmaz egy eleme pedig x;. Kétdimenzidéban az 5.2. dbra
szemlélteti ezeket. Lathato, hogy

(pg, 1 — x0) = my > 0,
és x1 éppen m;y tavolsagra van az ey hipersiktol. Az el6bbi formulabol

(o, 1) = (po, To) +ma1, (5.9)
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® 1

A osztaly
O

Aoy osztaly
+

5.2. dbra. Az elvalasztas margojanak szemléltetése

ezek minimuma (amint @; végigfutja Ai-et) pedig c1(pg). Masrészt xo € Ay
esetén a

{0, T2) = (o, To) + M2 (5.10)

képletben mq éppen az xo € Ay pont eg-tol vald tavolsaganak a negativja.
Ezek alapjan
ci(p) — ()

2
maximalizdlasa pontosan a marg6é maximalizalasat jelenti. Az 5.2 abrank
szerint az e; és ey egyenesek tavolsdganak maximalizalasarol beszéliink. [

o(p) =

Megjegyezziik, hogy ha a hipersik (¢, &) = ¢y egyenletében co-t (5.8)
szerint vélasztjuk, akkor a hipersik az A; és Ag halmazokat elvilaszto (és
lehet§ legszélesebb) sav kozépvonalaban halad. Valoban, @ akkor és csak
akkor elégiti ki a (¢, €) = ¢y egyenletet, ha

c1(o) + c2(o)

(po. ) = co = 5 : (5.11)

Jelolje my és mo az eg-hoz legkozelebbi elemek elGjeles tavolsagat eg-tol.
Ekkor a fenti egyenlségbdl (5.9) és (5.10) alapjan

(@0, o) + m1 + (g, To) + M2
(po, ) = 2 0 = (o, o) +

mi + mg
5 .

2
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Viszont tudjuk, hogy x akkor és csak akkor van eg-on, ha (¢, x — xg) = 0.
Ez és a megel6z6 utobbi egyenldség pedig csupan mi = —ms fennallasakor
teljesiilhet egyidejtileg. Azaz eg az ey és ey egyenesektdl egyenls tavol halad.

Felmeriil a kérdés, hogy létezik-e tobb optimalis hipersik. A jézan szem-
lélet és néhény kétdimenzios probalkozas mutatja, hogy nem.

5.2. Tétel. Két linedrisan szepardlhato halmaz esetén az optimdlis elvdlaszto
hipersik egyértelmd.

Bizonyitds. Mivel o(¢) folytonos, igy létezik maximumbhelye a ||¢|| < 1 zart
egységgombben (azaz kompakt halmazon). Belatjuk, hogy a maximumhely
a gombfeliileten van. Tegyiik fel ellenkezdleg, hogy a maximum valamely ¢*
belss pontban van. A szepardlhatosag miatt * # 0. Ekkor viszont a

*

72

Qo=
© el

egységvektor nagyobb margdt ad, mint ¢*:

o(¢g) = ﬂ(‘;’;‘) > o(p"),

mivel ||¢*|| < l-et feltételeztiik. Ezért a ||¢*|| = 1, azaz a maximum csak
a hataron lehet. (Fent kihasznaltuk azt, hogy a két részhalmaz hipersikkal
elvalaszthato, ami alapjan valamely ¢ pontban o(¢) pozitiv.)

Tegyiik fel most, hogy a tétel allitasaval ellentétben két maximumhely
is van. Az el6z6ek szerint mindkettd a hataron helyezkedik el. Mivel kon-
kav fiiggvények minimuma is konkav, igy c1(¢) (1évén linearis fiiggvények
minimuma) konkav. Ebbdl kovetkezen a o(g) fiiggvény is konkav. Ezért,
ha o(p)-nak két pontban is maximuma lenne, akkor a kozottik 1évs sza-
kasz pontjaiban is maximuma lenne. Ezek a pontok viszont az egységgémb
belsejébe esnének, ami ellentmond az el6z6ekben bizonyitottaknak. O

Most atfogalmazzuk a fenti feladatot konvex minimum problémava, mivel
az ilyen modon kapott alakra méar tudjuk a Kuhn—Tucker-tételt alkalmazni.
Annak segitségével pedig a dudlis valtozok terében kapunk egy kvadratikus
programozési feladatot, ami numerikusan megoldhato.

A feladat atfogalmazéasa a kovetkezs. Keressiik azt a 1, vektort és by
konstanst, melyek teljesitik a

(i,)+b>1, ha y, =1, (5.12)
(i, ) +b<—1, ha gy =-1 (5.13)

<
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egyenlGtlenségeket, és minimalizaljak a

1911% = (3, %) (5.14)

norma négyzetet.

5.3. Tétel. Az (5.14) kvadratikus kifejezést az (5.12)—(5.13) linedris felté-
telek mellett minimalizdlo 1 vektor normalizdltja éppen az optimdlis hiper-
stkot megado @y vektor, azaz

1y
PO ol

Tovabbd az optimdlis hipersik és a szepardlandd vektorok kozotti margo nagy-
saga:

(5.15)

o(pp) = sup 1 (min(wi,go) — max <aci,<p>> S . (5.16)
lpll=1 2 \#:=1 vi== 140l

Bizonyitds. El6szor is lathato, hogy az (5.3)—(5.4) szeparalhatosagi feltéte-

lekbol kovetkezik, hogy van az (5.12)—(5.13) feltételeket kielégits v vektor,

és az is, hogy az ilyen vektorok nem lehetnek a nulldhoz kozel. Mivel ¥ egy

négyzetes fiiggvény minimumhelye linearis feltételek mellett, igy belathato,

hogy egyértelmt, és az el6z6ek alapjan nem nulla. Legyen

_ %o
L bl

T sz

feltételekbdl kovetkezik, hogy

o) =2 (2 (ap) —= (7))
Q(‘P):Q< =5la —C2 >
! lboll /2 o ol

>1<1bo lbo)_ 1

2\ l%oll el [lboll
Azonban az eredeti ¢, vektor az (5.7)-beli o fiiggvényt az egységgémbon
maximalizal6 egyértelmi vektor. Most ki fogjuk mutatni, hogy a p fiiggvény

az egységgombon nem vehet fel 1/{|4)g||-nal nagyobb értéket. Ebbél a fenti
egyenlGtlenség miatt kovetkezik, hogy

1
Q(‘Pl) - H’l,bOH’
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masrészt ¢ = ¢y. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel ellenkezéleg, hogy léte-
zik p* egységvektor, melyre

1
o) > — (5.17)
ol
teljesiil. Tekintsiik a
. ¥
P =——
o(e*)
vektort. Erre (5.17) miatt
T ‘
[l = 2= < ll™ [l - Ieboll = lleboll;

)

azaz kisebb normaja, mint 1. Ellendrizziik, hogy a 1™ vektor a

o(p

c1(ep”) + c2(e”)
20(¢*)

szammal teljesiti az (5.12)—(5.13) feltételeket. Valoban, x; € A; esetén
az (5.12) feltételt felirva:

h=—

(i, %)  c1(ep”) + c2(ep”)

(@5, ") + b = B > ale’) —ele”) _ |

o(¥”) 20(#%) 20(#%)
Hasonl6 (5.13) esetén is. Tehat 1™ kisebb norméja, mint b, és teljesiti
az (5.12)—(5.13) feltételeket. Ez ellentmond a 1) definicijanak. O

Az optimalis hipersik numerikus meghatarozasa

Az optimalis hipersik numerikusan kezelhet6 alakjat keressiik. Irjuk egységes
alakba az (5.12)(5.13) feltételeket:

yi({xi, ) +0)>1, i=1,...,N. (5.18)

Ezen feltételek esetén kell megkeresniink az

1 2
Sl

fiiggvény minimumhelyét. Az (5.18) feltételek p-ben és b-ben konvex (lé-
vén lineéris) fliggvények, tovabba a célfiiggvény is konvex. Tehat a feltételes
minimum keresésére a Kuhn—Tucker-tételt (lasd Appendix) alkalmazhatjuk.
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Mivel a linearis szeparalhatosag miatt a Slater-feltétel teljestiil, ezért 1étezik
optimum.
Most tehat

N

L) = (b 3) — > o (il ) 1]~ 1) = (519)

i=1
= %W’a P) — <Zi1 Oliyiwiv'l/)> - sz\; Q;yi + Zil i (5.20)

a Lagrange-fiiggvény, ahol o; > 0, ¢ = 1,..., N, a Lagrange-féle multipli-
katorok. A minimumhely meghatarozasahoz ezen L fiiggvény nyeregpontjat
kell megtalalni, azaz minimalizalni kell 1) és b szerint és maximalizalni o
szerint. Hatarozzuk meg az (5.20) Lagrange-fiiggvény derivaltjat ¢ és b sze-
rint.

COL(pba)
0= 8'1,b —1»b ;azyzww

N
_OL($,b,e)
0=
A fenti két egyenletbdl

N
Y =) ayiw, (5.21)
i=1

N
> iy =0. (5.22)
=1

Ezeket visszahelyettesitjiik az (5.20) egyenlGségbe:

) N
Wla) = -5, 9) + > i,

=1
azZaZ
N 1 N
W(a) = Z; oy — 5 'Zl YilYj 004 <CDZ‘, a:j>. (5.23)
1= 27‘7:

A behelyettesitések nyoman 1 és b kiesett, az L-bdl igy kapott fliggvényt
pedig W () jeldli az (5.23) formulaban.

A Kuhn-Tucker-tétel értelmében meg kell talalni azokat az o) konstan-
sokat, amelyek esetén az (5.23) eléri a maximumat az «; > 0 és az (5.22)
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feltételek mellett. Bz egy kvadratikus programozasi feladat, amelynek megol-
désdra léteznek modszerek. Ha ezt megoldjuk (a megoldést jelolje af), akkor
megkapjuk az optimalis hipersikot megado6 vektort:

N
0
Yo=Y viojz;.
i—1

A by értéknek ki kell elégitenie a
o (yi((i, o) +bo) —1) =0, i=1,...,N,

Kuhn-Tucker-feltételeket (lasd (6.47)).
A zérustol kiilonbozs of értékekhez tartozo x; vektorokra tehat teljesiil-
nie kell az

yz(<:131,’(/)0> + bo) =1 (5.24)

feltételnek. Innen by kifejezhets. Ezen feltételt kielégité x; vektorokat ne-
vezziik tarté vektoroknak (support vector). Az x; vektorok koziil a tartod
vektorok vannak a legkozelebb az optimalis hipersikhoz.

Végiil az optimalis hipersik egyenlete:

N
f(z) = Zyz‘a?@i,w) + by = 0.
=1

Ezt a képletet az optimalis hipersik (5.2) képletét, c1(p) és ca(¢) definicio-
jat, a co-ra vonatkozo (5.11) képletet, az (5.12)—(5.13) feltételeket, tovabba
Py és P (5.15) Osszefiiggését, valamint az (5.24) egyenlséget hasznalva
igazolhatjuk. Figyeljiik meg, hogy mind 1 kifejezésében, mind az optimaélis
hipersik képletében csak a tarté6 vektorok szerepelnek nem-nulla egyiittha-
toval.

Az is lathatd, hogy mind az optimaélis hipersik képletében, mind a W
célfiiggvényben csak a vektorok bels§ szorzata szerepel, maguk a vektorok
nem. Ez fontos lesz a linearisan nem szeparéalhaté esetben.

5.2.2. Az optimalis hipersik a nem szeparalhat6 esetben

A gyakorlatban el6forduld esetek tobbsége olyan, hogy a halmazok nem sze-
paralhatoéak linearisan. De ilyenkor is el6fordulhat, hogy az optimalis szepa-
ralés linearis. Példaul koézismert, hogy két, azonos szérdsmatrixt, de kiilon-
boz8 varhatod érték vektort normaélis eloszlasboél vett mintéat hipersikkal kell
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szétvalasztani. Az 5.3. Abran a

oot

szorasmétrixt, és m = (2,1)7 varhato érték vektort kétdimenzios normalis
eloszlas siirtiségfiiggvénye lathato a szintvonalakkal.

0.2

RN

.,/;f::«'.'.;\‘g\‘e;\‘\
,I; ,,':,”“ :“‘s\\\
e
— 'I';;I;;g':f'::’::‘” “ “ \ \\\\\\:‘§\“
= ::: SIS = “:::{::5::‘.‘

=
SESESSSES

X

5.3. abra. Kétdimenzios normalis strtiségfiiggvény
szintvonalakkal

Generéljunk 100 elemtd mintat ebbdl a normalis eloszlasbol, valamint az
ugyancsak D szorasmatrixi, de m = (3.5,2.5) T varhato érték vektorn kétdi-
menzi6s normalis eloszlasbol. Abrazoljuk a két mintéat a sikon! Hogyan lehet
ezeket szeparalni? Az 5.4. abran lathato az eredmény. A berajzolt (elméleti)
szintvonalak, azaz a koncentracié ellipszisek jol mutatjak, hogy az egyenes
jOl szeparél. De természetesen vannak rosszul szeparalt minta pontok, hiszen
a két eloszlas ,atnyulik” egymésba. Tehat ha egy hipersfkkal akarjuk elvé-
lasztani az adatokat, akkor valahogyan kezelniink kell a hibas szétvalasztést.
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5.4. 4bra. Normalis eloszlasbol vett mintak szeparalasa

Két osztaly kozotti olyan elvalasztast tekintiink, hogy néhany tanité pont
megsérti a korabbi (5.18) feltételt, azaz az

yi((Y, i) +0) > 1 (5.25)
egyenlGtlenséget. Ez kétféle médon torténhet: vagy

- az (x;,y;) tanito pont a sik jo oldalan van, de a két margd koze esik,
vagy

- az (x;,y;) tanito pont a sik rossz oldalara esik.

A Vapnik altal javasolt megoldas a kovetkezs. Vezessiik be a nem-negativ
{630 | segédvaltozokat, és az (5.25) egyenldtlenség helyett csak az

yi({, ) +b) >1-¢&, i=1,...,N, (5.26)

feltétel teljesiilését koveteljitk meg.

Ha 0 < & < 1, akkor a tanit6 pont a sik j6 oldalra esik, de a margok kozé,
ha viszont 1 < &;, akkor ez a pont a sik rossz oldalara esik. Az ,atlogasok”
minimalizalasa érdekében ezeket a hibakat korlatozni kell. Azaz a

N
>
i=1
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kifejezésnek a lehets legkisebbnek kell lennie.
A javasolt célfiiggvény a kévetkezd:

N
B(,8) = L) + O 6 (527

i=1

Minimalizalandé az (5.27) célfiiggvény az (5.26) ésa & >0,i=1,2,..., N,
feltételek mellett.

Két osztaly kozotti ilyen elvalasztast Vapnik [49] ldgy margdjunak (soft
margin) nevezi. A fenti célfiiggvény magyarazataul szakkonyvek a kovetke-
z6ket adjak. Haykin [18] konyve egyrészt a célfiiggvény matematikailag ke-
zelhet§ voltat emeli ki. Masrészt megjegyzi, hogy (5.27) jobb oldalanak els
tagja az illesztett modell bonyolultsagat, masodik tagja pedig az ,atlogasi”
hibéat kontrolldlja. A szabadon vélaszthatéo C' > 0 paraméterrel e két ténye-
z6 kozott egyensulyozhatunk. Maga Vapnik [49] elGszor olyan elvalasztast
tekint, ahol a margd A nagysagu (az eredeti esetben automatikusan A =
= 1/]]1py|| volt, lasd (5.16)). Annak az szamolésait egyszertisitends ajanlja a
lagy margot, azaz a fenti célfiiggvényt. Cristianini és Shawe-Taylor [10] pe-
dig a fenti célfiiggvényt az osztélyzas hibajara adott elméleti fels§ korlatbol
szarmaztatja.

Most alkalmazzuk a Kuhn-Tucker-féle tételt az (5.27) konvex célfiigg-
vénynek az (5.26) és a & > 0, ¢ = 1,2,..., N, linearis feltételek melletti
minimalizalasara. Készitsiik el az

L(,0,¢ ,5):
<¢ /l/’ +CZ€Z Zaz yz ¢7wz>+b _1"’_& Zﬁzfz

=1 =1

Lagrange-fliggvényt, ahol o; > 0, 5; > 0 a multiplikdtorok. Megint nyereg-
pontot keresiink. 1), b és &; szerint minimumot, mig «;, 5; szerint maximu-
mot. A derivaltakra

8‘[/ 7b7 M ) N
0= (¥ 815 f8) _ P — Zaiyixia (5.28)
b
0= L. (%E B _ Zay (5.29)
0= 8L(Il/)ab7£,aaﬂ) —C — a; — ﬁz (530)

3
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Az (5.28) egyenlgségbdl ¢ = Zfil oyix;. Bzt visszahelyettesitve L kife-
jezésébe, és alkalmazva az (5.29) és (5.30) egyenldségekbdl adodo Gsszevo-
nasokat, latjuk, hogy a tagok tobbsége kiesik. Igy behelyettesités utan a
Lagrange-fliggvény a kiévetkezd alaki lesz:

1 N
W(a) = _§<¢7¢> =+ Zaia

i=1
azaz
N L N
W(O{) = Z oy — 5 Z yiyj<33i, $j>OéiOéj. (531)
=1 4,j=1
Tehat az (5.31) kifejezést kell maximalizalni ay, ..., an szerint a
N
D yici =0, (5.32)
i=1
0<<C, t=1,...,N, (5.33)

feltételek mellett. Ez utobbiak koziil (5.33) az (5.30) és a 5; > 0 feltételekbdl
adodik.

Ez a feltételes maximum keresés egy kvadratikus programozési feladat.
Ha ezt megoldjuk (a megoldést af, ... ,049\, jeloli), akkor megkapjuk az op-
timalis hipersikot megad6 vektort:

N
_ 0.,
'¢‘o—§ Yi; i
i=1

A b értéknek ki kell elégitenie az

Gi& =0, i=1,...,N, (5.35)
Kuhn—Tucker-feltételeket. Elemezziik ezeknek a feltételeknek a kovetkezmé-
nyét. Ha most o < C, akkor (5.30) miatt 3; # 0, de ekkor az el6zGekbdl
¢ = 0. Emiatt, ha 0 < o < C, akkor

yi({xi, o) + bo) = 1. (5.36)

Innen by meghatarozhato.
Végiil az optimalis hipersik egyenlete:

N
F(@) =3 piod(wi, z) + by = 0.
i=1



106 5. fejezet. A tarté vektor gépek

5.2.3. Az SVM hasznalata nem-linearis szeparalasra
Magfiiggvények

A d-dimenziés térben akarunk szeparalni. Bizonyos esetekben az optimalis
elvalaszto feliilet hipersik, még akkor is, ha a két halmaz hipersikkal nem
szeparalhato hiba nélkiil.

Azonban a valosigos probléméakban az elvalaszté feliilet gyakran nem
hipersik. Amint azt mar az RBF targyalasanal 1lattuk, megoldast jelenthet a
magasabb dimenzios térbe torténd transzformalas. A mintéat a ¢: R4 — RY,
d < g, nem-linearis fiiggvénnyel magasabb dimenzios térbe képezziik. Ezt a
teret a tulajdonsdagok terének (sajatsagtér, feature space) nevezziik. Ebben
a térben illesztjiik az optimalis hipersikot. Ismeretes, hogy ebben a térben
q + 1 (altalanos helyzet) vektort tudunk linearisan szeparalni hiba nélkiil.

Az el6z6ekben lattuk, hogy a feladat megoldésahoz nincs sziikségiink
explicit médon a tulajdonsagok terében 1évS vektorokra, csak azok belsé
szorzatara. A belsG szorzat altalanos fogalma: szimmetrikus bilineéris for-
ma, melybdl szarmazé kvadratikus forma pozitiv definit. Igy (esetleg tjabb
transzforméacié utan, amelyet ¢-be ,beépitiink”), jutunk az alabbi képlethez

(p(z), p(y)) = Zum(w)w(y), i > 0.

Tehét az ilyen alaka bels§ szorzatokat érdemes tekinteniink. Lényegében
ilyen alaki kifejezéshez jutunk, ha a bels6 szorzat helyett magfiiggvényt
hasznalunk. Ez az alabb ismertetendd Mercer-féle tételbdl kovetkezik.

Legyen K: [a,b] X [a,b] — R szimmetrikus fliggvény, azaz K(z,y) =
= K(y, ). Tegyiik fel, hogy K négyzetesen integralhaté [a, b]?-en. Definial-
juk a K-hoz tartozo integral operatort

(A f)(x /ny y)dy

szerint. Egy ¢: [a,b] — R négyzetesen integralhato (nem-nulla) fiiggvényt az
A operator sajatfiiggvényének nevezziik, a u szamot pedig sajatértékének,
ha Age = pp.

Schmidt tétele szerint tetszéleges szimmetrikus, négyzetesen integralhatd
K(xz,y) figgvény a

r,y) =Y pipi(x)ei(y) (5.37)
=1
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sorba fejthets, ahol a fenti sor L?-ben konvergens, a {p;(x)} fiiggvények
a K(x,y) magbol szarmaztatott Ax operator ortonormalt sajatfiiggvényei,
{ ;i }-k pedig a megfelels sajatértékek. Azonban a fenti sor nem mindig egyen-
letesen konvergens, még folytonos magfiiggvény esetén sem. A pozitiv sze-
midefinit esetben azonban igen. K-t pozitiv szemidefinitnek nevezziik, ha
minden p; # 0 sajatérték pozitiv.

5.4. Tétel (Mercer tétele, lasd Riesz—SzGkefalvi [41]). Legyen K: [a,b] X
X [a,b] — R folytonos, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit figgvény, akkor
az (5.37) sorfejtés egyenletesen konvergens.

A fenti tételnek vannak altalanosabb valtozatai is. Példaul az [a, b] in-
tervallum helyettesitheté egy kompakt metrikus térrel, amelyet ellattunk
egy véges mértékkel. Haykin [18] konyvében az [a, b] intervallum helyett egy
[a,b] € R? téglatestet tekint. Szamunkra az az alak alkalmas. Valojaban
azonban Mercer tétele szamunkra nem bizonyitasra, hanem csupén elvi alé-
tamasztasra szolgal.

Tehat ha olyan K (x,y) magfiiggvényt hasznalunk, amely a Mercer-tétel
feltételeit kielégiti, akkor lényegében egy tulajdonsagtérben dolgozunk. Al-
taldban az alabbi magfiiggvényeket hasznaljuk.

1. Polinomiélis:
K(xz,z;) = ((z,z;) + 1)P.
Ez egy d-valtozos, p-edfokt polinom. p értékét nekiink kell megadnunk.

2. Radial Basis Function:

1
K(x,z;) = exp <—%‘2 | —x; || 2) )

Ez lényegében a Radial Basis Function héalozatot (RBF) valositja meg.

Viszont az SVM automatikusan hatérozza meg a tarté vektorok szé-
mat, magukat a tartd vektorokat és a (kimeneti rétegbeni) a; egyiitt-
hatokat. A o paramétert magunk valaszthatjuk meg. Ezzel szemben
a hagyomanyos RBF heurisztikus médszerrel hatérozza meg a kozép-
pontokat (azaz a tartd vektorokat).

3. Kétrétegti perceptron tangens hiperbolikus transzfer fiiggvénnyel:
K(x,x;) = tanh(Bo(x, z;) + P1).

Ez a magfiiggvény csak bizonyos By, 51 értékekkel teljesiti a Mercer-
tétel feltételeit. Ez az SVM az MLP halézatok sigmoid fliggvényét (a
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tangens hiperbolikus fiiggvényt) hasznalja, lényegében kétrétegt per-
ceptront valosit meg. Viszont az SVM automatikusan hatarozza meg a
rejtett szint neuronjainak a szaméat (azaz a tarté vektorok szamat), a
hozz4 tartozo stulyokat (x; lesz az i-edik neuron stlyvektora) és a kime-
neti szint «; sulyait. Ezzel szemben a hagyomanyos MLP heurisztikus
modszerrel hatarozza meg a rejtett rétegbeni neuronok szamat.

Megjegyezziik, hogy a képfeldolgozisban gyakran hasznaljak a hisztog-
ram-metszet magfiiggvényt.
Az osztalyozas végrehajtasa

A fent emlitett transzformacié miatt a ténylegesen megfigyelt

(mlayl)v ey (wNayN)
értékek helyett a
(p(x1),y1),...,(p(xN),UN)

pontokat kell szepardlnunk. Tovabba, tudva hogy az optimalis hipersik
<1:b07 CU> + bO =0

alakt, ahol
N
Yo=Y viofx;,
i=1

s6t az optimalizalési feladatban nem maguk a vektorok, csak azok belsd szor-
zatai szerepelnek, minden belsé szorzatot magfiiggvénnyel helyettesitiink.

Tehat mindeniitt a (., .) bels§ szorzat helyett a K( ., .) magfliggvényt
irva az alabbiakat kapjuk. Az elvilaszto feliilet egyenlete:

N
fl@, o) = yioiK (i, @) + b= 0. (5.38)
=1

Az SVM éaltal megvaldsitott ezen megoldést haldzatként is dbrazolhatjuk,
amit az 5.5. Abran mutatunk be.

Az (5.38) egyenletben az «; egyiitthatok és a b értékét kell meghataroz-
nunk. Az el6z6 szakaszok szamitéasai alapjan ezekhez a

N N
1
W(e) =) ai—5 > aiojyy;K (i, ;) (5.39)
=1

ij=1
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kvadratikus célfiiggvény

N
> yiai =0, (5.40)
=1

0<o;<C, i=1,...,N, (5.41)

linearis feltételek melletti maximalizalasaval jutunk. A kapott oz? értékek egy
része nullaval egyenls, a nem nullahoz tartozé x; vektorok a tartd vektorok.

b torzitas

] e

input zo O
vektor

neuron

mg elemt Rejtett réteg
input réteg my neuronnal,
magfiiggvényekkel

5.5. dbra. Az SVM altal megvalositott halozat

Az SVM hasznalata: ha a fentieket kiszamoltuk, akkor egy tetszéleges z
pontot (nem tanité pontot) a

d(z,a) = sgn Z yiaV K (z, ;) + by

x;tarté vektor

dontésfiiggvény szerint osztalyozunk.

To6bb osztalyba sorolas

Ha tobb osztaly 1étezik, akkor a feladatot visszavezetjiik két osztalyra.
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5.2.4. Az SVM tanitasa

A tanités jelen esetben egy fiiggvény feltételes maximumanak meghataroza-
sa. Valojaban az MLP esetén is egy fiiggvény (a hiba fiiggvény) szélsGérté-
két kerestiik, azonban ott az error-backpropagation végrehajtésa soran egyre
»jobb” hélozatot kaptunk. Tehat az MLP esetén a tanitas egy (latvanyos)
folyamat, mig az SVM esetén inkabb csak egy numerikus procedira.

Az (5.39)—(5.41) kvadratikus programozasi feladat megoldéasara tobbféle
modszer is ismeretes. Alkalmazhato a gradiens modszer, a konjugalt gradi-
ens modszer, a Newton-modszer, a primél-dual modszer (lasd [10]). Szamos
programcsomag is rendelkezésre all. Azonban a feladat {6 nehézsége, hogy a
gyakorlatban nagyon nagy méretti adathalmazzal kell dolgozni. Eppen a fel-
adat mérete miatt addédnak jelentGs nehézségek a numerikus szamitasoknal.

Tehat (5.39)—(5.41) szerint egy N-dimenzios o vektort kell meghata-
roznunk. Itt N a tanité6 halmaz mérete, azaz a minden koordinataja egy
tanito pontnak felel meg. A végeredményként kapott vektor sok koordinaté-
ja egyenld lesz nullaval (csak azok nem, amelyekhez tartozo vektorok tarto
vektorok). Osszuk a tanité halmazt két diszjunkt részhalmazra B-re és D-
re (BND =0, BUD = {1,...,N}). A D-hez tartozé pontok passzivak
lesznek, ezekhez kezdeti értékként 0-t rendeliink. Az optimalizalast a B hal-
mazon hajtjuk végre valamilyen ismert modszerrel (B az aktiv halmaz, vagy
munkahalmaz). Ha teljestilnek a Kuhn—Tucker-feltételek, akkor elértiik az
optimumot.

Tehat elemezziik a Kuhn-Tucker-feltételeket. Ezek (5.34) és (5.35), azaz

ailyi((ei, ) +b) —1+&] =0, i=1,...,N, (5.42)

Gi& =0, i=1,...,N, (5.43)

ahol ¢ = Ef\; 1 Vi ;. Itt azonban sem a f3;-ket, sem a §;-ket nem szamoljuk
ki. Tehat ezeket valahogyan ki kell kiiszobolni.

Felhasznaljuk, hogy (5.30) alapjan 3; = C — «;. Kihasznaljuk azt is,
hogy (5.41) miatt 0 < a; < C. Tovabba azt is ki kell hasznalnunk, hogy &;-
k alkalmas nem-negativ értékek. Végiil a Kuhn—Tucker-feltételek kovetkezd
alakjahoz jutunk:

yif(®i) > 1, ha a; =0, (5.44)
yif(xi) =1, ha 0<a; <C, (5.45)
yif(x;) <1, ha o;=C, (5.46)
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ahol f(x) = Zjvzl yjaj(x;, ) +b = (¥, x) + b. Ezekben a kifejezésekben
mar minden Osszetevé numerikusan meghatarozott.

(5.44) igazolasa. a; = 0 esetén f; = C, azaz & = 0. Tehat (5.44) ekvivalens
az (5.26) feltétellel.

(5.45) igazolasa. 0 < a; < C esetén f; = C' — a; > 0, amibdl & = 0. Ezért
(5.42) ekvivalens y;((x;, ¥) + b) = 1-gyel.

(5.46) igazolasa. a; = C esetén f3; = 0, azaz & > 0. Igy (5.42) ekvivalens
az (5.46) egyenlStlenséggel.

Térjink most vissza a kiindul6é feladathoz. Tehat kivéalasztottuk a B
munkahalmazt. B-n optimalizaltunk. Igy B-n teljesiilni fognak a Kuhn-
Tucker-feltételek. A kapott megoldés a teljes tanité halmazon is optimé-
lis, ha a D-beli pontokra is teljesiilnek a Kuhn—Tucker-feltételek. Ha létezik
olyan D-beli pont, amelyre nem teljesiilnek a Kuhn—Tucker-feltételek, akkor
néhany ilyen pontot bevonunk B-be, viszont a 0 egyiitthatos B-beli elemeket
kihagyjuk. Igy egy 1j munkahalmazt képeziink. Ebben a halmazban az el6-
76 megoldas nem optimaélis, hisz nem teljesiilnek a Kuhn—Tucker-feltételek.
Tehat optimalizaljunk itt! Ezzel szigorian névelhet§ a W fiiggvény értéke
(azaz a ciklizalast is elkeriiljiik). Addig folytatjuk a munkahalmaz valtoz-
tatasat, ott optimalizélast, a Kuhn—Tucker-feltételek ellendrzését, amig az
optimumhoz nem ériink. Ezt a heurisztikat szoktdk chunking modszernek is
nevezni (azaz a mintabol egy ,nagy darabot”, nevezetesen B-t, vagunk ki
optimalizalas céljabol).

Sequential Minimal Optimization (SMO)

Ebben a részben a Sequential Minimal Optimization (SMO) eljarast ismer-
tetjiik Cristianini és Shawe-Taylor [10], valamint Platt [37] miivekre tamasz-
kodva. A Sequential Minimal Optimization kifejezést soros minimalizalasnak
is fordithatjuk.

Az SMO modszer egy-egy lépésben az o vektor két koordinatajat tekinti
csak valtozonak, és azok szerint optimalizal. Valasszunk két olyan «a; értéket,
melyek nem teljesitik a Kuhn—Tucker-feltételeket. Az egyszertiség kedvéért
legyenek ezek o és as.

Mivel a

N
=1

feltételnek teljesiilnie kell az el6z8 és a mostani 1épésben is, és csak az elsd
két koordinéta valtozik, ezért

y1a + yal) = y1ai% + yoak® (5.48)
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Ha y; = yo, akkor a fenti egyenletet szorozva y;-gyel (és kihasznalva, hogy
y; csak —1 vagy 1 lehet), kapjuk

régi regl

ozlfj + agj =077 + oy
Innen fejezziik ki a‘fj—at, hasznaljuk ki, hogy 0 < a; < C mindig sziikséges,
kapjuk '

0< regl + aregl ;J < C.

Ebbdl

regl+areg1 CS Oé < reg1+areg1

Végiil még egyszer hasznalva a minden lépésben sziikséges 0 < o; < C
relaciot, kapjuk az alabbit

régi

max{0, o/® + 58 — O} < ol < min{C, ¥ + ¥}, (5.49)

Ha most y1 # ya, akkor az (5.48) egyenletet szorozva y;-gyel (és kihasznalva,
hogy y; csak —1 vagy 1 lehet), kapjuk
alfj - agj = aiégi — agégi.
Ebbd] most . ‘ .
0<a)® —ay® +ay <C

adodik. Végiil az y; # yo esetben
max{0, —a}® + a}®} < o <min{C, C — o[ + o8, (5.50)

Az (5.49) és az (5.50) egyenlStlenségekbeni hatarokat az algoritmus soran
vagasra fogjuk hasznélni.

Az el6z8 szamitasok azt mutatjak, hogy ha érvényes az (5.48) egyenlGség,
azaz

ol = o8 4y (alfE — o), (5.51)

tovabba agj értékét az (5.49), illetve az (5.50) hatarok kozott valasztjuk,
akkor allij értéke is [0, Cl-be fog esni. Ezt fel fogjuk hasznalni o aktualizéa-
lasakor.

Emlékeztetiink, hogy a maximalizidlandé célfiiggvény

N

W(a) = Z -z Z ;0yiy; I miamj)'

=1 4,j=1
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Ez két valtozo a koordinata (azaz ay és ag) esetén szintén W (ay)-vel jelolve:

1 1
W(Ot) = 1 + a9 — EQ%KH — 504%K22 — SOQOJQKH — Y1x1U1 — Y2202 + W(),

ahol
N
s=uyye, Kij=K(xix;), vi=> ayKi,
=3

tovabba Wy tartalmazza az a;-t8l és ag-t6l nem fliggd W (a)-beli tagokat.
(Kihasznaltuk K (., .) szimmetrikus voltat is.) Vezessiik még be az

a1+ Sag =7y

jelolést. Az (5.51) egyenlGség miatt v konstans marad a és ao aktualizala-
sakor. Ezzel

1 1
W(a) =Y — S + g — §K11(’y — sa2)2 — 5@%[{22_
—8(y = sag)az2 K12 — y1(y — sag)v1 — yacv2 + Wo.
A maximum sziikséges feltétele az els6 derivalt nulla volta.

) W(a)

Doy = 1—s+s(y—sag) K11 —aa Koo+ sv1y1 —yava — s7K 19+ 209 K12.

Ebbdl sy; = yo felhasznalasaval kapjuk

Qi s(K1 — Ki2)y +y2(v1 —v2) +1—s
2 K1+ Koo — 2K '

Itt a peremfeltétel miatt v-t fixen kell tartani a maximum keresés kozben.

c sz

maszkodunk. Mivel az elvalaszto feliilet egyenletében szerepld fliggvény
f(z) = yiciK(z, ;) + D,
i

igy egyszeri szdmolassal

Qi y2(f(x1) — a1y Ki1 — cwyp K12 — f(22) + a1yn K12 + 042Z~/2K22)+
2 K1+ Ko — 2K79
y1y2 (K11 — Ki2) (a1 + y1yea2) + 1 — y1yo

+ =
K1 + Koo — 2K9
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_ya(f(zr) — f(x2)) — aryiye K11 — ao K12 4+ aryiya Ko + 042ng+
B K11+ Koo — 2K12
y1y2 (K — Ki2)on + (K11 — Ki2)ag + 1 — y1y2

K11+ Koo — 2K

+

ahol az rovidség kedvéért a ,régi” jelz6t elhagytuk. as egyiitthatoit Ossze-
gytjtve végiil

Y2 (fregi(1) — fregi(®2) — Y1 + y2)

al’lj _ arégi +
2 2 K1+ Koo — 2K

adoédik. Természetesen arra nincs garancia, hogy a megkapott agj és alfj
értékek benne vannak az elsirt [0, C] intervallumban, ebben az esetben vagni
kell, azaz 0-val vagy C-vel egyenlévé kell tenni. A vagas konkrét menetét
korabban elemeztiik. Tovabba minden egyes lépésben hasznalni kell az addig
érvényben 1év6 f dontésfiiggvényt, ezért mindig meg kell hatarozni b aktualis
értékeét is.

Egy lehetséges SMO algoritmus tehat a kdvetkezd.

1. Kivalasztjuk a két koordinatajat, példaul ai-et és ao-t, melyek nem
teljesitik a Kuhn—Tucker-feltételt.

2. Legyen
L=max{0, oz;égi — ozliégi}, H=min{C,C + oz;égi regl} ha y1#yo,
L=max{0, aregl regl — C}, H=min{C, aregl reg }, ha y1=ys.

3. Legyen

G _ s Y2 (fregi(®1) — fregi(®2) — y1 + 42)

= 5.52
Y =% K1+ Koo — 2K12 (5:52)

4. A vagas:
H, ha o> H,
agJ: agj, ha L<a < H,
L, ha a2J < L.
5. Legyen

ol = o8 4y o (ol — o), (5.53)
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6. Minden 1épés utan djra kell szamolni by értékét olyan moddon, hogy a
Kuhn-Tucker-feltételek teljesiiljenek ([37]).
Ha a7 nincs a vagasi hataron, akkor legyen:

b = — fregi(@1) +y1 — yi(a) — ) K1 — ya(ay) — ab®) Ky + b8
(5.54)
Ha a9 nincs a vagasi hataron, akkor legyen:

bY = — fregi(2a) +y2 — y1 () — &) Koy — ya(ay) — ah®) Koy + b8

(5.55)
Ha sem «7, sem ag nincs a vagasi hataron akkor a két fenti bW értéek
egybeesik. Ha mind a1, mind ao a vagasi hataron van, akkor legyen b
1] értéke a fenti két b szamtani kozepe.

7. Kivalasztjuk a két Gjabb koordinatajat, melyek nem teljesitik a Kuhn—
Tucker-feltételeket. A fenti algoritmust végrehajtjuk ezekre.

8. Az eljarast addig folytatjuk, ameddig o Osszes koordinatédjara nem
teljesiilnek a feltételek.

Léteznek heurisztikdk arra vonatkozoéan, hogy a melyik két koordinatajat
vonjuk be a folyamatba. Az SMO algoritmus elényeirsl lasd Platt [37].

5.3. SVM regressziészamitasra

5.3.1. Veszteségfiiggvények

A matematika klasszikus teriiletein elterjedt a négyzetes tavolsag hasznalata.
Ez jelenik meg tobbek kozott az Lo és az o terek esetén, a numerikus mate-
matika legkisebb négyzetes modszerében, a valoszintiségszamitasban pedig a
szorasnégyzet definiciojaban. Ennek oka a négyzet fliggvény j6 tulajdonsé-
gaiban rejlik. A statisztikaban a klasszikus regresszidanalizis is ezt hasznéalja.
Ennek alakja

(v - fla,a))?,

ahol az x inputhoz y output tartozik. Azonban a robusztus statisztikai
modszerek méas veszteségfiiggvényeken alapulnak. Az SVM regresszid ese-
tén négyzetes veszteségfiiggvény helyett a robusztus statisztikiban hasznalt
veszteségfiiggvényeket alkalmazzuk. Ezek koziil tekintslik az e-inszenzitiv
veszteségfiiggvényt. Azaz az e-nél kisebb értéki eltérésekre nem vagyunk
Lerzékenyek”. Az e-nal nagyobb mértékii eltéréseket pedig nem négyzetesen,
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hanem linearisan, pontosabban szdlva az eltéréstdl e-nal kisebb mértékben
vesszik figyelembe. Azaz

Le(y = f(@, ) = |y — f(z, @)
a lineéris e-inszenzitiv veszteségfliggvény, ahol
0, ha |f(z,a) —y| <,
[f(x,a) =yl —¢, ha [f(z,a)—y[>e,

‘y_f(wva)’.a:{

lasd 5.6. abra.

5.6. Abra. Az e-inszenzitiv veszteségfiiggvény

Ebben a részben csak ezt a veszteségfiiggvényt fogjuk tekinteni. Léteznek
és hasznalnak még mas tipust veszteségfiiggvényeket is.
5.3.2. A lineéaris regresszi6

Induljunk ki a legegyszertibb feladatbol, a lineéris regressziobol. Ez egyvélto-
z6s esetben egyenes illesztését jelenti a mérési pontokra. d-dimenziés esetben
pedig az alabbi alaku fliggvény illesztését:

d
=D vir' +b=(¢,x) +b,
=1
ahol & = (z',..., 29" € RY, ¥ = (¢1,...,1q) " € RL

Legyenek (x1,y1),...,(xN,yn) a megfigyelések (adatok, tanitoé pontok),
ahol ¢; € R% y; € R, i =1,..., N. Ekkor a tapasztalati riziko:

1
Remp (19, b) = N; — (¢, x;) — b).



5.3. SVM regressziészamitasra 117

Ezt kellene minimalizélni.

Ennek megoldésara Vapnik [49] a kovetkez6t javasolta. Vezessiik be a
nem-negativ {&}N | és {€}Y | segédvaltozokat. Ezek segitségével mérjiik az
eltéréseket pozitiv, illetve negativ iranyban, azaz tekintsiik az aldbbi felté-
teleket.

—(,x) —b<e+&, i=1,...,N,
(Y,x) +b—y; <e+&, i=1,...,N,
&>0, i=1,...,N

& >0, i=1,...,N.

(5.56)

Belathato, hogy az Remp (%, b) fiiggvény 1) és b szerinti minimuma ugyanott
lesz, mint a ZZ]\L (& + &) tiggvénynek az (5.56) feltételek mellett a &;,
1) és b valtozok szerint vett minimuma.

A fenti probléma kezelhet6vé tételére Vapnik a kdvetkezot javasolta. Mi-
nimalizaljuk az (5.56) feltételek esetén a

7 7

N

D(h.£.87) =C (Z(& + 5:)) b5l 9)

i=1

fliggvényt.

Ez az ismert konvex optimalizalési probléma, amire alkalmazhatjuk a
Kuhn-Tucker-tételt. Vezessiik be az oy, o, 3;, 8 nem-negativ multiplika-
torokat. Ezekkel a Lagrange-fiiggvény:

L(/l)bﬂ b7€7 £*7a7 a*76718*) =
:ngz‘Ff: 'l/"l,b +Zaz Yi ¢a$1>_ _5i_§i)+

+Za w,wz>+b—gz - & - B

Ennek a fliggvénynek kell a nyeregpontjat meghatarozni, azaz 1, b, &, &
szerint minimalizalni, mig o, o, B;, B szerint maximalizalni. A minimum
sziikséges feltétele a derivaltak eltiinése.

oL
0= i P — Z T — QL T;), (5.57)
Oza—L:C—ai—&, (5.58)

9&;
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OL

OL .
0="7r = > (—ai+af). (5.60)

%

Alkalmazva az (5.57) egyenlGséget: ¥ = > .(cux; — ajx;). Latjuk, hogy
(5.58)—(5.60) miatt L képletében sok tag kiesik, kapjuk

N N
L(¢7ba£7£*7aua*7ﬁ7l@*) = Zyl(al - a;,k) - Zs’b(al + O[;k) - %<¢7’¢)>
i=1 i=1

Ebbdl pedig, a kies§ valtozokat nem jelolve, és L helyett W-t irva
N N
W(a,a®) = il —af) =Y eila; +af) —
i=1 i=1

N
> (i —af)(a; — ) (@i, ;) (5.61)
i,j=1

N | —

a maximalizalando fiiggvény. Tehat maximalizalando6 az (5.61) képletbeli W

kvadratikus fliggvény a
N

> (ai—aj)=0

=1 (5.62)
0<a; <C, i=1,...,N,
0<a;<C, i=1,...,N,
feltételek mellett. Ezeket a feltételeket oy, o, B;, B nem-negativitasabol
az (5.58)—(5.60) egyenlségek figyelembe vételével kaptuk. Ezen kvadratikus
programozasi feladat megoldaséaval kapjuk az optimalis o és a*? értékeket.
Ezekkel 1 fenti kifejezésébdl:

P’ =) (af —a}%)ai.

Az optimalis b értéket Remp(¢0, b) b-szerinti minimalizalasaval kapjuk. Végiil
a regresszios hipersik a kovetkezd

N

f@) =) (o] — %)@, @) + 1",

=1
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5.3.3. Nem-linearis fiiggvények kozelitése

Ha nem linearis fiiggvényt akarunk kozeliteni, akkor a feladatot nem-lineéris
transzformécioval megprobaljuk visszavezetni lineérisra. Viszont, hasonlo-
an az osztalyozashoz, most is csak a szerepld vektorok bels szorzata lép
fel, nem maguk a vektorok. Tehét transzformécio és bels6 szorzat helyett
egybdl hasznalhatunk magfiiggvényeket. Ezzel megoldhatjuk a nem-linearis
regresszio (fiiggvénykozelités) feladatat.

Legyen tehat K a magfliggvény. Ekkor (5.61) alapjan a célfiiggvény

N N N
* * * 1 * *
Wia,a') =) yilai—al) =y silaitai)—5 D (ai—a)(aj—a)) K (@i, @)).
i=1 i=1 1,5=1

Ezt kell maximalizalni az (5.62) feltételek mellett. A maximumbhelyet jelolje

a0 i=1,2,...,N. Az illesztett fiiggvény alakja pedig
N
fl@) = (o] — i) K (z, ;) +b°
i=1

lesz.
Megjegyezziik, hogy az SMO eljarés alkalmas valtozata miitkodik SVM
regressziora is.

Magfiiggvények elSallitasa

Fliggvény illesztése (azaz regresszioszamitéas) esetén alkalmazhatjuk azokat a
magfiiggvényeket, amelyeket az osztalyozas esetén mér megismertiink. Mivel
ezek kozott van az RBF esetén hasznalt, valamint a szigmoid fliggvényt
tartalmazo, igy megallapithatjuk, hogy az SVM segitségével megoldhatunk
olyan feladatokat, amelyekre korabban az RBF-et és az MLP-t alkalmaztuk.
Hamarosan latni fogjuk, hogy az SVM segitségével megoldhatd szamos, a
matematikai analizis, a numerikus matematika, a szamitégépes grafika és a
statisztika targykorébe esé feladat is.

Spline interpolaciét elgallité magfiiggvények

A spline a numerikus matematikdban gyakran hasznalt kozelités. A spline
szakaszonként polinom, folytonos (bizonyos esetekben a derivaltjai is folyto-
nosak valamilyen rendig) és tipikusan atmegy a kijelolt pontokon.
Legyen
a=ty<ti <ta< - <ty <tmy1=2>
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az [a,b] intervallum egy beosztésa. Az f fiiggvényt d-edfoku spline-nak ne-
vezziik, ha f az [a,b] intervallumon d — 1-szer folytonosan differencialhato,
és minden [t;, t;+1] intervallumon (legfeljebb) d-edfoku polinom. Legyen

d (x —t;)% hax >t
0, egyébként.

Vilagos, hogy az (z — ti)i fiiggvény d-edfoku spline. Egy legfeljebb d-edfoku
polinom is d-edfoki spline. Méasrészt spline fiiggvények linearis kombinécidja
is spline. Tehé4t

d m
F@) = aa"+> bi(z—t:)} (5.63)
r=0 i=1

d-edfoku spline.
A d-edfoku spline approximéciot tehat (5.63) alakban keressiik. Az x
szamhoz rendeljiik az alabbi (m + d + 1)-dimenzios vektort

e u=La,. .20 (@ -tk . (2 —ty)b).
Tehét az f spline fliggvény az
f(x) = (a,u)
belss szorzat alakban all els, ahol a = (aq,...,aq,b1,...,by). Tehat az
alabbi magfiiggvény spline interpolaciot allit els:

d m
K(x,2¢) = (u,uy) = Z "z + Z(w — ti)i(xt - ti)‘i.
r=0 =1

Megjegyezziik, hogy Vapnik [49] ekvidisztans alappontok esetén ajanlja a
spline approximéaciot:

{tla"'ytm}a tlzgy Z.:]-a"'ama
a [0, a] beosztésa.

B-spline interpolaciot eldallité magfiiggvények

A szamitogépes grafikiban kozismert, gérbék elGéllitasara hasznalt modszer
a B-spline interpolaci6. A

Bo(u) 1, ha |u| <0.5,
u) =
‘ 0, ha |ul > 0.5
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fiiggvényt By spline-nak (vagy 0-adrend( spline-nak) nevezziik. A magasabb
rendd B-spline fliggvényeket rekurziven definidljuk. A d-edrendi By spline
fliggvény a By_1 spline és a By spline konvoluciojaként adott:

Ba(u) = / By 1(u— t)Bo(t) dt.

Ezek alapjan latszik, hogy a By fiiggvény d—1 szamu, fiiggetlen, a [—0.5,0.5]
intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo Osszegének stirtiség-
fliggvénye. Az elsé néhany By fliggvény az 5.7. abran lathato.

AN
"0 1 ™ 0 1
1 BZ 1 B3
™1 o 1 ™71 o ¢

5.7. 4bra. A By spline fiiggvény, d = 0,1,2,3

A By figgvényre d — oo esetén ismeretes az alabbi kozelités (mely mar
kis d-k esetén is elég jo):

6 6u?
Bd(u)%”w(d—i—l)eXp{_d—kl}' (5.64)

Ez a formula a centralis hatareloszlés-tételbsl adodik, a kozelits fiiggvény
egy alkalmas normalis stirtiségfiiggvény.

5.5. Tétel.

Ba(u) = % (—dl!)T <dj 1) <u + % _ r>d . (5.65)

+

By spline fliiggvényekkel a fliggvénykozelités

f@,B) = BiBa(z —t;)
=1
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alaku, ahol ¢;, i = 1,...,n, a sorfejtés csomopontjai. Ez alapjan a B-spline
interpolaciohoz alkalmas magfiiggvény:

K(.%', $Z> = Z Bd(x — tk)Bd(:Bi — tk).
k=1

Fourier-sort elgallité magfiiggvények

A matematikai analizisben jol ismert a fliggvények Fourier-sorba fejtése, azaz
a szinusz és koszinusz fiiggvényekkel valo kifejezése. Rendeljiik hozza az x
valos szamhoz az alabbi (2n + 1)-dimenzios u vektort:

. )
u = (,smx,...,smnx,cosx,...,cosnx .

V2

Rogzitett © € R esetén a Fourier-sor (egy szelete) tekinthets (2n + 1)-
dimenzio6s térbeli alabbi belsg szorzatnak:

f(z) ={(a,u) = \% + Z(ak sin kx + by, cos kx).
k=1

Ebben a térben a belsd szorzat:

1 n
K, (z,x;) = 3 + Z(sin kx sin kx; + cos kx cos kx;) =
k=1

1 n
= 2—1—;0081{@—@) =

_sin (2 (2 — 2,))

sin (@)

Itt a trigonometrikus sorok elméletében hasznélt Dirichlet-féle magfiiggvény-
hez jutottunk. Ezzel a magfiiggvénnyel az SVM az aldbbi alaku fiiggvényko-
zelitést adja:

N
fla,8) = BiKn(x,x:).
=1

Osszefoglaljuk az eddig ismertetett magfiiggvényeket.
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Kozelités tipusa Alkalmazott magfiiggvény

Lineéris regresszio (x, x;)

Polinomialis K(z,z;) = ((z,z;) + 1)P

RBF K(x,z;) = exp (—# | x—a; | 2)

Kétrétegt perceptron K (x,x;) = tanh(So(x, ;) + [1)

in( 20l (g
Fourier-sor W
Sin

spline interpolacio S gl 4 S (w =) (i — 1)

B-spline interpolacio Y, Bg(x — tg)Ba(x; — ti)

5.1. tablazat. Fiiggvénykozelitésre alkalmazott mag-
fliggvények

5.3.4. Tobbvaltozos fiiggvények kozelitése

Ismeretes, hogy egyvaltozos magfiiggvények szorzata tobbvéltozos magfiige-
vény lesz. Legyen tehat a kozelitendd fiiggvény d-valtozos. Ekkor

d
k=1

alkalmas magfiiggvény, ahol = (z',...,2%), y = (y',...,3%), K pedig

egyvaltozos magfiiggvény minden k-ra.

5.4. Numerikus példak

5.6. Példa. Két halmaz szétvalasztdsa SVM segitségével megvaldsithato.
Legyen az egyik halmaz 100 elemti minta kétdimenzios, (0,0) " varhato érték

vektoru és
0.8 0
0 0.8

szorasmatrixi normalis eloszlasbol. A masik halmaz pedig ugyanilyen minta,
azzal a kiilonbséggel, hogy ott a varhaté érték vektor (2,2)7.

Az abrakon x jeloli az elsd, o pedig a mésodik halmaz elemeit. A meg-
konstrualt elvalaszt6é gorbék kiillonboznek.

Az 5.8. dbran linearis magfiiggvénytd és legkisebb négyzetes modszerrel
megalkotott SVM szeparélasa szerepel. Mivel az aktudlis problémaban az
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elméletileg optimalis elvalasztas hipersikkal valosithaté meg, igy az SVM
meg is talalta az optimélis hipersikot.

5.8. abra. Két normalis eloszlas szeparalasa linearis
SVM-mel

Az 5.9. abra (a) részén kvadratikus magfiiggvényi és kvadratikus progra-
mozéassal betanitott SVM szeparalasa szerepel. Az 5.9. dbra (b) részén pedig
harmadfoku (polinom) magfiiggvényd és SMO modszerrel betanitott SVM
szeparalasa szerepel.

-4

‘ -4
4 -2

6 -4 -2 0 2 4 6

o
o
EN

5.9. Abra. Két normélis eloszlas szeparalasa (a): masod-
foku, ill. (b): harmadfokta SVM-mel

Az 5.10. 4dbra (a) részén Gauss-féle radialis bazis fliggvény magfiiggvé-
nytd és kvadratikus programozéssal betanitott SVM szeparélasa szerepel.
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Az 5.10. abra (b) részén pedig MLP magfiiggvényt (pontosabban szolva tan-
gens hiperbolikus fiiggvényt hasznald) és SMO modszerrel betanitott SVM
szeparalasa szerepel.

W2 0 2 4 e 4
5.10. abra. Két normalis eloszlas szeparalasa (a): RBF,
ill. (b): MLP SVM-mel

Megallapithatjuk, hogy mind a négy utdbbi szeparalas j6 a ,kritikus ré-
szen”, azaz ott, ahol a két minta egymasba atnyulik. Viszont ott, ahova ak-
tualisan nem esnek mintapontok, méar a kiilonbo6zé magfiiggvények a sajat
specialis alakjuknak megfelelGen folytatjak a szétvalasztast, és nyilvanvaldan
eltérnek az optimalis szeparald gorbétdl.

5.7. Példa. Az f(x) = 2% — x fiiggvényt a [—2,2] intervallumon figyeljiik
meg, a megfigyelések —2 és 2 kozott 81 db ekvidisztans alappontban tortén-
nek, de a fliggvényértékeket csak hibaval terhelten tudjuk mérni. A mérési
hiba 0 varhato értéki, 0.5 szorastu (fliggetlen) normalis eloszlasi. Viszont
kozeliteni a mérési hibak nélkili fliggvényt kell!

Az 5.11. abra (A) részén lathato az SVM altal adott kozelités. Gauss-féle
(azaz RBF) magfiiggvényt hasznaltunk.

Az 5.11. abra (B) részén a hagyomanyos RBF altal adott kozelitést ab-
razoltuk. Az RBF-ben Gauss-féle magfiiggvényt hasznéltunk.
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(A) (B)
+ +
6r| = = = SVMradbas 6r| = - —RBF
Eredeti fv. Eredeti fv.
+  Mintavétel +  Mintavétel

2 5 0 i 2 2 _{ 0 i 2
5.11. abra. Az f(z) = x°® — z fiiggvény kozelitése mérési

hibéak esetén. (A) SVM Gauss-magfiiggvénnyel; (B) RBF
Gauss-magfiliggvénnyel

Az 5.12. abra (A) részén lathato olyan SVM altal adott kozelités, amely-
ben 6tédfokt polinom a magfiiggvény.

(A) (B)
6 i I 61 i N
= = = SVMpolinom5 — = = MLPtansig
Eredeti fv. Eredeti fv.
+  Mintavétel +  Mintavétel

2 0 1 2 2 0 1 2
5.12. abra. Az f(z) = 2 — z fiiggvény kozelitése meé-

rési hibak esetén. (A) SVM &todfoka polinom magflige-
vénnyel; (B) egy rejtett rétegi MLP

NN

Az 5.12. &bra (B) részén hagyomanyos MLP altal adott kozelités sze-
repel. Itt egy rejtett réteg van 12 neuronnal tangens hiperbolikus transzfer
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fiiggvénnyel. A kimeneti rétegben egyetlen neuron talélhato lineéris transzfer
fliggvénnyel. A tanitas konjugalt gradiens modszerrel tértént.

5.8. Példa (Zajsziirés SVM-regresszioval). A képalkoto berendezések leké-
pezési folyamata nem tokéletes, minden esetben hibéaval terhelt. A képalkotas
soran jelentkezd hibékat forrasuk szerint szamos csoportba sorolhatjuk.

— Geometriai hibdk. Fizikai tulajdonsagai miatt egy lencserendszer leké-
pezése radialisan véltozik. A lencse optikai tengelyétsl tavol esé objek-
tumok képe nem a fokuszsikban &ll el§, igy életlenség és a geometriai
strukturak torzulésa jelentkezhet (példaul egyenes struktirak meggor-
biilhetnek).

— Szisztematikus hibdkrol beszéliink, ha egy képhiba a leképezs rendszer-
rel késziilt minden képen ugyanott jelentkezik. Elsfordulhat példaul,
ha a leképezd rendszer valamely lencséje megsériil (példaul karcolas)
vagy a CCD-chip valamely fényérzékels eleme meghibasodik. Utébbi
esetben a képek egy adott (i, 7) indexd pixele minden esetben fekete.

— Kuvantdldsi hibdk. A lathato fény elektroméagneses hullam, melynek
lehetséges intenzitasai folytonosnak tekinthetsk. A digitalis képeken
csak diszkrét intenzitasokat, szineket dbrazolhatunk, igy a mért inten-
zitasértékeket kvantalni kell. A képtérrdl érkezé kiillonbozs erdsségi
fényimpulzusokat jellemz&en 256 diszkrét értékre képezziik le, ami je-
lentGs informéaciéveszteséget jelent. Ha képet készitlink egy olyan kép-
térrdl, amely sotét és vilagos régidkat is tartalmaz, a sotét és vilagos
régiok részletgazdagsiga kisebb, mint abban az esetben, amikor csak
a sOtét vagy csak a vilagos régiorol készitiink képet.

— Statisztikus hibdk. A képeket feldolgozo félvezets elektronika miikodé-
sébdl a termikus zaj nem kiiszobolhetd ki. A termikus zaj elsGsorban a
gyenge elektromos impulzusok erdsitésénél fejti ki hatésat, igy erdsits-
zajnak is nevezziik. Eredményeként, ha egy homogén szini és megvila-
gitasu feliiletrdl képet készitiink, a kép intenzitasértékei kiilonboznek.

Egy képalkoté rendszer hibainak utofeldolgozassal torténd eltavolitasa
a digitalis képfeldolgozas alapvets feladatanak tekinthets. Ahhoz, hogy a
hibakat, zajokat megfelelGen el tudjuk tévolitani, kell6 mennyiségd informa-
cioval kell rendelkezniink a zaj jellegérdl. Az egyik lehetséges megkozelités-
ben a képalkotd rendszert fekete doboznak tekintjiik, és feltételezziik, hogy
rendelkeziink a képalkoté rendszerrel késziilt zajjal terhelt képekkel, vala-
mint a képek tartalménak egzakt leirdsaval, vagy olyan képekkel, amelyek
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ugyanazt a szcénét abrazoljak, azonban elfogadhatdan kevés hibaval operéld
képalkoto rendszerrel késziiltek. Az ilyen képek készitésére, s a képek alap-
jan a megfelel§ korrekcios modszerek kidolgozasara kalibracioként is szokas
hivatkozni.

Az etalonnak tekinthetd és zajjal terhelt képek alapjan a Support Vector
Regresszio (SVR) eszkozeivel egyszertien dolgozhatunk ki a hibakat korrigalo
eljarast.

Az egyszertiség kedvéért sziirkeskélas intenzitasképekkel dolgozunk és fel-
tételezziik, hogy a kép intenzitésai a [0, 1] tartomanyba vannak normélva,
azaz egy S sorbol és O oszlopbol allo K képet K € [0,1]5*9 médon abrazo-
lunk. Jelen szakaszban csak a statisztikus hibak javitasara alkalmas modellt
készitiink. Megjegyezziik azonban, hogy alkalmas médositéasokkal a modszer
alkalmas kvantalasi, szisztematikus és geometriai hibak korrigélasara is.

Tegyiik fel, hogy rendelkeziink N darab etalon képpel (K%i=1,...,N)
és rendre ugyanazon szcénit 4brazolo zajjal terhelt képpel (K ti=1,...,N).
Utobbiakat a vizsgalt képalkoto rendszerrel késziilt képeknek tekintjiik.

A zajsziirést megvalositdé modell elGallitasanak, és zajjal terhelt képek
szlrésének 1épéseit az alabbi pontokban foglaljuk Gssze.

1. Feltételezziik, hogy a zajjal terhelt képeken egy (i, 7) koordinataja pi-
xel valodi intenzitdsa meghatérozhato, de legalabbis jol becsiilhets an-
nak lokalis kornyezete alapjan.

2. Az SVR alkalmazésdhoz tanitdé halmazt készitiink tugy, hogy a ren-
delkezésiinkre all6 zajjal terhelt képek minden pixeléhez egy tanito
vektort rendeliink.

3. Minden tanité vektor v € [0,1]%5 x [0, 1] forméaban all els. Legyen v
a K képen az (i,7) indext képponthoz rendelt tanit6 vektor. Ekkor
v els§ 25 koordinataja az (i,7) indexti képpont lokalis, 5 x 5 méreti
kornyezetében talalhatd intenzitasokat tartalmazza. A célvaltozo, azaz
a 26-odik koordinata az etalon K kép (7,7j) indext képpontjanak az
intenzitasa.

4. Elkészitjiik a tanitd adatbazis alapjan a regressziés modellt.

5. Egy 1j, zajjal terhelt kép szlirése soran sorra vessziik annak minden
elemét, és az (i,7) indextd pixel feldolgozasakor a pixel lokalis 5 x 5
méretd kornyezetébdl elGallitott 25 elemd vektor helyén kiértékeljiik a
regresszios fiiggvényt. A sziirt kép (i, ) pixele az igy kapott értéket
veszi fel.
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A modszert szavakban tugy foglalhatjuk Ossze, hogy a regresszios fiigg-
vény ,megtanulja’, hogy egy zajos pixel és annak zajos kornyezete fliggvé-
nyében a pixel milyen eredeti értékkel rendelkezhetett.

A modszer miikodését a kovetkezs példaval demonstraljuk. Négy eta-
lon képpel dolgozunk, melyekhez zajjal terhelt képeket allitunk els. A hoz-
zéadott zaj két komponensbdl tevédik Ossze. Az els6 komponens erésité-
zaj, amely fizikai okokra visszavezethetSleg Gauss-eloszlast additiv zajként
modellezhets. Mésrészt megjelenik egy nem-linearis ,salt-and-pepper” zaj,
amely valamilyen valoszintiséggel egy pixel értékét O-ra vagy 1-re allitja. A
zajos képek IA(” pixele igy a kovetkezs értéket veszi fel:

Ki,j = SAP(KZJ + E),

ahol € egy G(0,0.15) eloszlast véletlen szam, mig a SAP fliggvényt az alabbi
moédon definialjuk:

0, hawu <0.15,
SAP(z) =41, hau>0.85,
x, egyébként.

A fenti definicioban u egy U(0, 1) eloszlasa véletlen szam (U4(0,1) a (0,1)
intervallumon egyenletes eloszlast jeloli). Megjegyezziik, hogy a példaban a
képekhez adott zaj igen erds zajnak tekinthets (5.13. &bra).

(a) Egy etalon kép (b) Az etalonképegy (c) A zajjal terhelt (d) A zajjal terhelt
részlete kép kép egy részlete

5.13. abra. Egy etalon kép és annak zajjal terhelt vél-
tozata

A nem-linearis SVR-modell megalkotasa soran ki kell valasztanunk a
hasznalni kivant magfiiggvényt. Valasztasunk a Gauss-magfiiggvényre esett,
melynek szoras paraméterét 1-re allitjuk. Kiemeljiik, hogy a Gauss-magfiigg-
vény valasztasa nincs kapcsolatban azzal, hogy a zajos képeken megjelend
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erGsitézajt Gauss-eloszlasiu véletlen szammal modellezziik. A tapasztalat azt
mutatja, hogy a Gauss-magfiiggvény jol hasznélhato6 tetszdéleges SVR prob-
lémak megoldasara.

A modell elgallasat kovetSen vizsgaljuk meg kvalitativan, hogy miikodik-
e a megoldasunk. Egy Gjabb képet tekintiink, melyet a korabbiakhoz azonos
zajjal terheliink. A zajsztirés soran a kép minden pixelének lokalis kdrnye-
zetébdl egy 25 elemd vektort allitunk els, s a kordbban kapott regresszios
fliggvény kiértékelésével meghatarozzuk a pixelhez rendelendd, immér zaj-
mentesnek tekintett értéket. Illusztracioként a 5.14. Abran lathato egy zajos
tesztkép, illetve a sztirés eredménye. Ahogy az abran lathato, a sztirés valo-
ban miikodik, a zaj mértéke jelent&sen csckkent.

. & ¢ - -
(a) A =zajjal terhelt (b) A =zajjal terhelt (c) A sziirés eredmé- (d) A sztirt kép egy
tesztkép tesztkép egy részlete nyeként elGallo kép  részlete

5.14. abra. A zajjal terhelt kép és a sztirt kép

A Gauss-magfiiggvény szoras paraméterét ¢ = 1 modon valasztottuk
meg a regresszios fliggvény illesztése sordn. Ez a valasztés azonban esetle-
ges. Altalanossagban elmondhato a kernel-modszerekrdl, s igy az SVR-rél
is, hogy nem tudhatjuk, mely magfiiggvény milyen paraméterekkel hozza a
legjobb eredményeket. Ahhoz, hogy elfogadhat6 beallitasokat talaljuk, tobb
kiilonb6z8 magfiiggvényt és azok kiillonbo6z6 paraméterezéseit is ki kell pro-
balnunk. Ezt a folyamatot modellillesztésnek nevezziik. Ahhoz, hogy az egyes
magfiiggvények és paraméterezéseik kozott kvantitativan kiilonbséget tehes-
stink, a sziirt kép josagat valamilyen mérdszammal kell jellemezniink. Ese-
tiinkben ez a mérdszém kézenfekvs mddon a sziirt kép és a megfelel§ etalon
kép euklidészi tavolsaga lehet.

A modellillesztés soran elvégezziik Gauss-magfiiggvénnyel a regresszios
fiiggvény illesztését, o = 10%, k € {—5,—4,...,5} paraméterekkel. A mo-
dellek jellemzésére kiszamitjuk a sziirt kép és az etalonkép tavolsagat, s az
eredményeket grafikonon abrazoljuk (5.15. abra).
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10000- \

5.15. abra. Az illesztett SVR-modell josaga. Az olvas-
hatosag kedvéért a tengelyeken logaritmikus skalat hasz-
naltunk

Az illesztett SVR-modell jésaga

Euklidészi tavolsag

1e-03 1e+00 1e+03
(¢

Ahogy az abrarol leolvashato, az el6z6 szakaszban tett o = 1 valaszta-
sunk nem a lehetd legjobb: ¢ = 0.001 vélasztéssal az etalon kép és a sztirt
kép euklidészi tavolsaga kisebb. Masként fogalmazva a zaj eltavolitasa haté-
konyabb, ha a Gauss-magfiiggvény szoras paraméterét 0.001-re allitjuk.

Megjegyezziik, hogy egy valos alkalmazéasban tobb, lehetSleg kiilonbo6zd
strukturakat és mintazatokat tartalmazo tanité képet és tobb teszt képet kell
hasznélnunk az SVR-modell illesztése soran. A geometriai és szisztematikus
hibék poziciofiiggsk, igy azok kezeléséhez a 25 elemd sajatsagvektort ki kell
egésziteniink a sajatsagvektorhoz tartozé pixel koordinatéaival. Kvantalasi és
szinhibak kezeléséhez a pixelek kornyezetét leird vektorokat szininformécio-
val egészithetjlik ki.

5.5. Feladatok

1. Igazoljuk az SMO algoritmusban a b aktualizalasira vonatkozé képletek
alkalmas voltat. Azaz, hogy minden 1épés utan az Gjra szamolt by értékkel
a Kuhn—Tucker-feltételek teljesiiljenek.

2. (a) A négyzetes e-inszenzitiv veszteségfiiggvényt az alabbi moédon defi-
nialjuk.
L(y ~ f(z,a)) = |y — f(z, a)|2.
Abrazoljuk az |z|? fiiggvényt!
(b) A Huber-féle veszteségfiiggvény az alabbi. Legyen ¢ > 0 fix,

of(x,a)—yl— S, ha |flz,a)—y|>c
%’f(mva)iypa ha ‘f(z)a)7y| <ec.

L(ly = f(=, a)]) = {

Abrazoljuk az L(|z|) fiiggvényt!
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3. Hasonlitsuk 6ssze a linedris e-inszenzitiv veszteségfiiggvényt, a négyze-
tes e-inszenzitiv veszteségfiiggvényt és a Huber-féle veszteségfiiggvényt!
Abrazoljuk ezeket kozos koordinatarendszerben!

4. Oldjuk meg a linearis fiiggvénykozelités feladatat a négyzetes e-inszen-
zitiv veszteségfiiggvény esetén! Azaz irjuk fel a minimalizdlando veszte-
ségfiiggvényt, alkalmazzuk a Kuhn—Tucker-tételt a kapott feltételes mi-
nimum probléméra, ebbdl vezessiik le a kvadratikus programozasi fel-
adatot!

5. Oldjuk meg a linearis fliggvénykozelités feladatat a Huber-féle veszteség-
fliggvény esetén! Azaz irjuk fel a minimalizaland6 veszteségfiiggvényt,
alkalmazzuk a Kuhn—Tucker-tételt a kapott feltételes minimum problé-
méra, ebbdl vezessiik le a kvadratikus programozasi feladatot!

6. (a) Lassuk be, hogy egy fiiggvény legfeljebb egyféle modon irhato fel
(5.63) alakban!

(b) Lassuk be, hogy minden d-edfoku spline felirhato (5.63) alakban!

7. Adott pontokra illessziink elséfoka spline-t! Abrazoljuk a kapott ered-
ményt!

8. Igazoljuk az (5.64) kozelitést! Abrazoljuk a By spline fiiggvényt és a
kozelitését!

9. Igazoljuk az 5.5. Tételt!

10. Vizsgaljuk az SVM-mel valo szeparalast! Allitsuk valamilyen modon el
a tanité pontok A és a B halmazat, és szeparaljuk SVM-mel! A két hal-
maz lehet 2- vagy 3-dimenzids, véletlen vagy determinisztikus modon
megadott, akar egymésba atnyulo is. Alkalmazzunk kiilonb6z6 magfiigg-
vényd SVM-eket! Abrazoljuk az eredményt!

11. Hasonlitsuk 6ssze az MLP, az RBF és az SVM szeparalasat numerikus
példéakon!

12. Kozelitsiik az alabbi fliggvényeket SVM segitségével!
fl@)y=a? f(z)=logz,  f(z)=sinz,  f(z)=(sinz)/e,

fl,y) =2+, flz,y) =2%/y.
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Valasszunk alkalmas tartoményt, ahol fenti fiiggvényeket kozeliteni akar-
juk! Generaljunk kiilonb6zd szamu és strtiségi tanitd pontokat! Vizsgal-
juk kiilon azt az esetet is, amikor a fliggvényértéket csak valamilyen
véletlen hibéaval tudjuk megfigyelni (azaz a tanité pontok ilyenek, de a
kozelitends fiiggvény a hiba nélkiili)! Abrazoljuk az eredményt!

13. Hasonlitsuk 0ssze az MLP, az RBF és az SVM halozatok fliggvény app-
roximélasat numerikus példakon!
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Appendix

6.1. Néhany matematikai fogalom

6.1.1. Vektorok és matrixok

Transzpondlds. Az n-dimenzios euklideszi tér (R™ ) vektorait oszlopvekto-
roknak tekintjiik, a | segitségével jelolt transzponaltjaik tehat sorvektorok:
Yy’ = (Y192, Yn)-

Belsd szorzat és diadikus szorzat. Legyen @ = (x1,T2,...,%,) é y =
= (y1,Y2,---,Yn) " két R™%beli vektor. Az (x,y) = x 'y skalar a két vektor
bels6 szorzata (skalaris szorzata), mig az xy' n X n méretdi métrix a két
vektornak a diadikus szorzata:

Y1

Yo &
a:Ty:(ml o ... .%'n) . :Za:iyi,

: i=1

Yn
T T1Yyr 21Y2 ... ZT1lYn

T x2 r2yr X2Yy2 ... X2Yn
Yy = . ( Y1 Y2 Yn ) = : :

Tn InYlr TplYy2 ... TnlYn

Merdleges (ortogondlis) vetités. Legyen y az n-dimenzios euklideszi tér egy
vektora, V pedig egy altere. Ekkor egyértelmtien létezik egy vg € V', amely
esetén y — vo merdleges V-re (azaz merdleges V minden elemére). vy az
y vektor merdleges vetiilete V-re, y — vy pedig a merdleges (ortogonélis)
komplementere (lasd 6.1 abrat). vg van y-hoz a legkozelebb a V' altérbdl:

135
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6.1. Abra. Az y vektor meréleges vetitése a V altérre

n

min 1(% —v;)? = min |y - |2 = |ly — vol|.
1=

Ez a legkisebb négyzetek elvének az alapja.
Sajdtérték, sajdtvektor. Legyen A n X n-es matrix, v € R", A € R. Ha

Av =\

teljestil, és v # 0, akkor v-t az A sajatvektoranak, A\-t pedig sajatértékének
nevezzik.

Szimmetrikus matrizok spektrdlfelbontdsa. Az A valds elemii szimmetrikus
méatrix sajatértékei valosak, a kiilénbozd sajatértékekhez tartozé sajatvek-
torok ortogonélisak. Van a térnek az A sajatvektoraibdl allé6 ortonormalt
bézisa. Ennek alapjan az A maétrix spektralfelbontéasa:

A=VAVT, (6.1)

ahol a V ortogonalis méatrix oszlopai az A ortonormalt sajatvektorai, a A
diagonélis matrix féatlojaban pedig az A sajatértékei allnak.

6.1.2. Differencialszamitas

A Taylor-formula. Legyen f az x és xg kozotti nyilt intervallumban n-szer
differencialhato, az x és zo kozotti zart intervallumban legyen (™1 folyto-
nos. Ekkor

(x — m)?

5 (@) £

f(@) = f(zo) + ——F—
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(x —x0)" " ey (= 20)" ()
4 O 10 ) 4+ L f0c),
ahol z az x és az xg pontok kézotti nyilt intervallumban fekvs valamely pont.
Az € fligguényre a Taylor-formula.

2 n—1 n

ey T T T T e
e —1+1!+2!+ +(n—1)!+n!€ , ahol ¥e€(0,1).
Az e® Taylor-sora.
2 n n
e_qo X T N
R TR T A DA
Az Inx fligguényre a Taylor-formula.
2 3 n—1 n
xr x x x x
In(1 = T B L
nlta)=9-5+3 S i st A S TR

ahol ¥ € (0,1).
Kétvdltozos figguény szélséértékei. Ha az f(x,y) fuggvénynek az (zo,yo)
pontban szélsGértéke van (és léteznek a parcialis derivaltjai), akkor

0 f (o, yo0) 0 f (o, yo0)

Ox =90, oy

=0. (6.2)
Legyen tovabba

A =

0> f (w0, yo) 9 f (x0,y0) [82f(a:0,y0)]2
Ox? dy? dxdy

(és legyenek f elss és mésodik parciélis derivaltjai az (xo,yo) egy kornyeze-

tében folytonosak). Teljestiljon (6.2). Ekkor

a) A > 0 esetén az f fiiggvénynek az (zg,yp) pontban szélsGértéke van,

mégpedig

92 f(z0,y0)
- D2 <0,

(i) szigort maximuma, ha

(ii) szigora minimuma, ha
b) A < 0 esetén az f fliggvénynek az (xg,yo) pontban nincs szélsGértéke;
c) A = 0 esetén pedig el6fordulhat, hogy az (o, yo) pontban van szélsgérték,
de az is, hogy nincs szélsGérték.

Az a) rész (i) esetére példa az f(x,y) = —x? — y? lefelé néz6 paraboloid,
melynek az (zg,y0) = (0,0) pontban maximuma van; az (ii) esetre példa
az f(x,y) = 22 + y? felfelé nézé paraboloid, melynek az (xg,y0) = (0,0)
pontban minimuma van; mig a b) részre példa az f(z,y) = 2% — y? nyereg-
feliilet, melynek az (xg,yo) = (0,0) pontban nincsen sem maximuma, sem
minimuma, ldsd a 6.2 abrat.



138 6. fejezet. Appendix

0 20

NN ‘;'v\
7NN
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6.2. abra. Paraboloidok és nyeregfeliilet

6.2. Matrixok altalanositott inverze és kvadratikus
formak minimuma

Ebben a szakaszban egy specialis, de fontos optimalizacioés problémat tar-
gyalunk. A [33]| konyvre tamaszkodunk.

6.1. Definicié. Az A p X n-es métrix dltaldnositott inverzének azt az A~
n X p-s méatrixot nevezziik, melyre

AAA=4] (6.3)

6.2. Megjegyzés. Ha A invertélhato, akkor A~ egyértelmiien létezik, és A~ =
= A1

Ugyanis ekkor AA™'A = A nyilvanvaloan teljesiil. Masrészt az AA~A =
= A egyenletet jobbrél és balrél is megszorozva A~ '-gyel, A= = A l-et
kapjuk.

Természetesen az altaldnositott inverz nem minden matrixra egyértelmii.
Peéldaul a zérus matrixnak barmely (alkalmas méret() matrix altalanositott
inverze. Kés6bb definidljuk az n. pszeudoinverzet, amely kielégiti az altalé-
nositott inverz definiciojat (és még extra feltételeket). Annak fogjuk igazolni
a létezését és egyértelmiiségét.

6.3. Allitas. Ha A szimmetrikus nxn-es mdtriz, akkor létezik dltaldnositott

muerze.

Bizonyitds. Legyenek A1, ..., A\ az A nem zérus sajatértékei, uq, ..., u, pe-
dig az A sajatvektorainak ortonormalt rendszere. Legyen U az uq, ..., up-et
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tartalmazo6 ortonorméalt métrix,

A1 At

At

0 0
n X n-es diagonalis matrixok. Ismeretes (és konnyen igazolhato), hogy
A=UAU". (6.4)

Belatjuk, hogy
A= =UATUT (6.5)
teljesiti a feltételt:
AA A= (UNUNYUAN UNYUANUT) =UAU" =A. O

6.4. Megjegyzés. Erre a specialis A~-ra ATAA™ = A~ és (A7)T = A™ is
teljesiil.

6.5. Allitas. A(ATA)~AT ortogondlis projekcid az A oszlopvektorai dltal
generdlt F altérre.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy A(AT A)~AT az F altérre mercleges vek-
torokat 0-ba, az F-belieket pedig 6nmagukba viszi.

Ha x LF, akkor A(ATA)"ATz = 0.

Ahhoz, hogy A(ATA)~AT az F-beli vektorokat énmagukba viszi, elég
belatni, hogy [A(AT A)~AT]A = A. Ez viszont igaz, mert tetszéleges v vek-
tor v = v1 + Awsy alakba irhato, ahol vq LF. Ezért

v A(ATA)TATA=v] A(ATA)"ATA+ vy (ATA)(ATA)"(ATA) =

=0+vy(ATA) =v' A O

Az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasa helyett gyakran érdemes

b=Ax+e (6.6)

line4ris modellben az x legkisebb négyzetes becslését keresni. Ez a

min || Az — b||? (6.7)
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minimum problémét jelenti. Ennek mindig van megoldasa, és amennyiben
a minimum értéke 0, ugy egyben a kiindulé Az = b lineéris egyenletrend-
szer megoldasat kapjuk. (Megjegyezziik, hogy a numerikus programcsoma-
gok gyakran eleve a fenti altalanos értelemben adjék meg a lineéris egyen-
letrendszerek megoldésat.)

A (6.7) feladat azzal ekvivalens, hogy keressiik a A oszlopvektorai azon
Ax linearis kombinéaciojat, mely b-hez legkézelebb van. Ez éppen b merdleges
vetlilete a A oszlopai altal generalt F altérre. Az ortogonalis komplementer
ekkor b — Ax. Az, hogy ez merdleges F-re, ekvivalens AT (b — Az) = 0-val.
Innen az

ATAz =A"b (6.8)
normdlegyenletet kapjuk. Ennek & megoldasai egybeesnek a (6.7) minimum
feladat megoldasaival. Mivel a mer6leges vetiilet 1étezik, igy a norméalegyen-
letnek mindig van megoldasa (de lehet, hogy t6bb is van). Viszont a merdle-

ges vetiilet egyértelmt, igy az x megoldasra az Ax vektor méar egyértelm.
Az altalanositott inverzzel is kifejezhetjiik a megoldast:

x=(ATA)"Ab. (6.9)

Valoban, ekkor Ax = A(AT A)~ATb, azaz a 6.5. Allitas miatt Az éppen b
merdleges vetiilete az A oszlopai altal generdlt F altérre.
A ||b — Az||?> minimumhelyét

x=A"b

alakban is ki szoktak fejezni, ahol AT az A matrix pszeudoinverze. Belatjuk,
hogy ez ekvivalens az el6z&ekkel.

AT meghatarozasa az alabbi ismereteket igényli. Jeldlje d;; a Dirac-
deltat: 6ij = 1, ha ¢ = j, 51']' = 0, ha i 7&]

6.6. Definici6é. Az A p x n tipusi matrix sajdtbdzisinak nevezziik az R"
tér uy, ..., u, ortonormalt béazisat, ha

ul AT Au; = 026, 1<i,j<n. (6.10)

A o0; szamokat az A szinguldris értékeinek nevezziik. Ezek sorrendjérdl fel-
tessziikk hogy 01 > 09 > ... > 0, > 0.

Sajatbézis 1étezik, nem egyértelmt, de a szinguléris értékek egyértelm-
ek.

6.7. Tétel. Tetszdleges A mdtriznak létezik sajdtbdzisa.
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Bizonyitds. 1. Az els6 modszer: visszavezetjiik a szimmetrikus méatrixok
spektralfelbontasara. Valoban, az A" A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit
matrixnak létezik n darab nem negativ sajatértéke (ezek legyenek o? > o2 >
> ... > 07% > 0), valamint létezik a fenti sajatértékekhez tartozéan, n darab
ortonormalt sajatvektora (ezek legyenek wuy, ..., u,). Igy (6.10) teljesiil.

Masrészt, ha (6.10) teljesiil, akkor az u; vektorok és a o? szdmok nem
lehetnek masok, mint AT A sajatvektorai és sajatértékei. Azaz sajatbazis
létezik, nem egyértelmd, de a szingularis értékek egyértelmiek.

2. A masodik modszer: a szimmetrikus matrixok spektralfelbontasara
nem tamaszkodva. Legyen uy az R™ tér olyan egységvektora, mely megolda-
$a a Max|y||—1 || Au| maximum problémanak. Ilyen létezik, hiszen kompakt
halmazon folytonos fliggvény felveszi a maximumat. Ha ez a maximum érték
nulla, akkor A = 0, igy tegyiik fel, hogy Au; # O.

Legyen most u az wi-re merdleges egységvektor. Ekkor az uq véilasztasa
miatt az

f(a) = ||A(uy cosa +usina)||? =

= || Auy||? cos® a + 2(Auy, Au) cos asin a + || Aul|? sin? a
fiiggvénynek az o = 0 helyen maximuma van. Igy derivaltja 0, azaz 0 =
= f'(0) = 2(Auq, Au). Tehat az A méatrix az uj-re merdleges alteret az
Awu;-re merdleges altérbe képezi. Azaz az ui-re merdleges altérbdl (ami mar

eggyel kevesebb dimenzios) valaszthatjuk a kovetkezs vektorokat éppen gy,
ahogyan wi-et valasztottuk R”-bdél. Indukcidval kész vagyunk. O

Az Au; vektorok egymasra merdlegesek. Azon indexekre, melyekre tel-
jesil, hogy o; # 0, a v; = Au;/o; vektorok ortonormaltak. Egészitsiik ki
ezeket az RP tér ortonormalt bazisava: vy, ..., v,.

6.8. Definicié. Az uy,...,u,, és a vy,...,v, bazisokat egyiitt az A sajdt-
bdzis pdrjinak nevezziik.

Ezekre teljesiil, hogy
v Au; =030, 1<i<n, 1<j<p. (6.11)

6.9. Allitas. Szinguldris felbontdsi tétel. Eqy p X n-es, valés A mdtrizhoz
léteznek

U={uj,u,...,u,} é V={vi,vg,...,0,}
ortogondlis mdatrizok és ¥ = diag(o, 02, ...,07) diagondlis matriz (ahol | =
=min{p,n} és o1 > 09> ... > 07 > 0) gy, hogy

A=VU"'.
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V, 3 ésU rendre p X p, p X n €s n X n tipusd mdtrizok.

Bizonyitds. Az A szingularis felbontasa ekvivalens V' AU = $-val, ez pedig
pontosan (6.11) méatrixos alakja. O

6.10. Definicié. Az A p X n-es matrix pszeudoinverzének (Moore—Penrose-
inverzének) azt az A n x p tipust matrixot nevezziik, melyre teljesiilnek az
aldbbiak

AATA=A, (AAT)T = AA™, (6.12)
ATAAT = AT, (ATA)T = ATA. (6.13)

A pszeudoinverz nyilvan teljesiti az altalanositott inverz (6.3) definicio-
jat.

6.11. Tétel. Tetszbleges A valds elemd mdtriznak létezik pszeudoinverze, €és
az egyértelmd.

Bizonyitds. Legyen A = VXU a fenti szingularis felbontas. Legyen %+
n X p méretd diagonélis matrix:

1 1 1
¥t = diag (,,...,)
o1 02 oy

(% = 0 értelmezéssel). Kénnyen ellendrizhets, hogy ¥ a 3 métrix pszeudo-

inverze. Legyen
At =Ustv T
Ez teljesiti a definicioban szerepld feltételeket. Példaul
AATA=(VvXUH)(USTVTI)VEUT) = VU T = A.
Nletve
(AANT = (wxuTustv )T =vEte) v =vestvT = 44T,

Az egyértelmiiség igazolasdhoz tegyiik fel, hogy a B n X p tipust mét-
rixra is teljesiilnek a (6.12)-(6.13) feltételek. A feltételek miatt BA és AT A
szimmetrikus. Tekintsiik a BA matrixot:

BA = B(AATA) = (BA)(ATA).
Transzponaltat véve:

BA = (BA)T = (AT A)(BA) = AT(ABA) = AT A.
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Hasonloan

AB = (AATA)B = (AAT)(AB).

Transzponaltat véve, és kihasznalva, hogy AB és AAT szimmetrikus:
AB = (AB)" = (AB)(AAT) = (ABA)AT = AAT.
Az ezekbdl adoddo BA = AT A és AB = AAT Ssszefiiggéseket hasznalva:
AT = ATAAT = (ATA)AT = (BA)AT = B(AAY) = B(AB) = B.

Tehét egyrészt konstrukcidt adtunk a pszeudoinverzre, mésrészt belattuk,
hogy a definialé tulajdonségait csak egyetlen matrix elégiti ki. O

Most vessiik 6ssze a ||b — Azx||> minimumhelyére szolgalé kozismert & =
= A"b képletet a szintén minimumbhelyet szolgaltato x = (AT A)~ AT b kép-
lettel. Ez utobbi a vetitéssel szemléletesen igazolhatd, raadasul a szimmetri-
kus AT A matrix (AT A)~ altalanositott inverze konnyen szarmaztathato.

Most belatjuk, hogy (AT A)~AT = AT, Valéban, A = VXU alapjan

(ATA) AT = VvivsuH)yus' vl = us'su)y UV’ =
—wET) UHUsTVT =uETS) TV = ustvT = At

Azaz (ATA)~ AT = AT, Tehat belattuk az alabbiakat.

6.12. Allitas. A ming, ||Ax —b|> minimum probléma megolddsai egybeesnek
az AT Ax = ATb normdlegyenlet megolddsaival.

Mind az x = ATb képlet, mind az x = (AT A)~ATb képlet a minimum
probléma ugyanazon megolddsdt adja (amennyiben szimmetrikus mdtriz dl-
taldnositott inverzét a fenti mddon adjuk meg).

Most ratériink altalanos tipust kvadratikus forma minimumaéanak vizs-
galatara. E célbol bevezetjiik pozitiv szemidefinit matrixok négyzetgyokét.
Legyen A = UAU T az el6bbi, (6.4) képletben szerepld matrix, legyen A pozi-
tiv szemidefinit. Ekkor a sajatértékei nem negativak. Ezért az alabbi méatrix

jOl definiélt:
Va1

A1/2 — m
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6.13. Definici6. Az A2 = UAY2U T matrixot nevezziik az A matrix négy-
zetgyokének.

Ekkor A2 szimmetrikus, pozitiv szemidefinit és teljesiil az A= AY/2A/2
egyenlGség.

Csak megjegyezziik, hogy az A* = UAY? matrix is teljesit négyzetgyok-
szert tulajdonsagot. Nevezetesen A = A*(A*)T. De A* nem szimmetrikus.

Most a fenti ||Az—b||?> = 2T AT Ax—2xT ATb+b' b specialis kvadratikus
forma helyett elemezziik az

fx)=ax"Ax — 2z b+c

altalanos kvadratikus forma minimumanak létezését.
A legegyszeriibb hozzaéllas: a minimumhelyen az elsé derivaltnak nullé-
nak kell lennie. Azaz az  minimumbhely kielégiti az Ax — b = 0 egyenletet.
A pontosabb elemzés az alabbi.

6.14. Allitas. Ha A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit, és b benne van az A
képterében, akkor az f(x) minimumhelye az Ax = b tetszéleges megolddsa,
tovdbbd minden ilyen megolddsndl azonos az f fiigguény értéke.

Ha b nincs benne A képterében, vagy ha A nem pozitiv szemidefinit, akkor
az f fligguény alulrol nem korldtos.

Bizonyitds. Ha b nincs benne A képterében, akkor nincs minimum (ponto-
sabban: az f fiiggvény alulrol nem korlatos). Legyen ugyanis b = by + bo,
ahol by benne van A képterében, by pedig arra merdleges, ba # 0. Legyen
x = aby. Ekkor

f(aby) = a?by Aby — 2abg b+ ¢ = 0 — 2aby by + ¢ = —2a||bs||*> + ¢ = —o0,

amint o — oo.
Ha A nem pozitiv szemidefinit, akkor az f fliggvény alulrél nem korlatos.
Legyen ugyanis v olyan vektor, melyre v Av < 0. Ekkor

flaw) = a*(v" Av) — 2a(v'b) + ¢ = —c0,

midén o« — oo (ugyanis az a-ban masodfoku tag egytitthatoja negativ).

Most belatjuk, hogy az f(x) minimumbhelye az Az = b megoldasa, ha A
szimmetrikus, pozitiv szemidefinit és b benne van az A képterében. Legyen
ekkor ugyanis b = Aa, amivel

flx) = (QI:TAI/2 - aTA1/2> <A1/2m - Al/za) —a'Aa+c=
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- HAl/Q;c — A1/2aH2 —a'Aa +c.

Ez akkor minimalis, ha AY2x — A'/2a = 0, azaz © — a benne van A'/2
nullterében. De A'/2 nulltere megegyezik A nullterével. Tehat Ax = Aa =
= b. De ennek az egyenletnek lehetnek kiilonb6z6 megoldésai. Szerencsére,
az f fliggvény értéke ezeken a helyeken azonos:

f(x) = —a'Aa+c=—-a'"AA"Aa+c=—-b' A b+c.

Tehét belattuk, hogy ha A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit és b benne
van az A képterében, akkor az f(x) minimumhelye az Az = b tetszdleges
megoldasa, és minden ilyen megoldasnél azonos az f fliggvény értéke. O

6.3. Optimalizaciés technikak

ElGszor csupan egy szohasznélati moédot tisztazunk. Az elektromérndki gya-
korlatban tipikus feladat a jelfeldolgozas (signal processing). Ebben fontos
eszkoz a visszacsatolasos sziirg (adaptive filter). Mivel a visszacsatolasos szt-
r6 felfoghaté mint egy rekurzios eljaras, igy ebben a miiben ritkan hasznaljuk
ezt a kifejezést.

Tegyliik fel, hogy a hal6zat a w stlyvektor esetén az & bemenetre az
y kimenetet produkélja. Azonban az igazi w* sulyvektor esetén az igazi
kimenet d lenne (z, y és d alkalmas méretd vektorok). Legyen £(w) az y
és a d eltérésének egy mérdszama.

Példaul a leggyakrabban hasznalt veszteségfiiggvény az

E(w) = ||d — y(w)|* = 0

négyzetes hiba. Altaldban a w* igazi stlyvektorra &(w*) = ||d — y(w*)||> =

= 0. (Itt ||.|| a szokasos euklideszi norma.)

Tehat amennyiben altalanos értelemben a w silyvektor , josagat” az
E(w) fiiggvény meéri, akkor ésszerd feltenni, hogy az igazi w* stly esetén
E(w*) < £(w) minden w esetén. Tehat az £ (t6bbvaltozos) fiiggvény globé-
lis minimumhelyét kell meghatarozni, ott lesz az igazi sulyvektor.

6.3.1. A gradiens modszer

A gradiens modszer (delta rule, method of steepest descent) lényege, hogy
mindig a legnagyobb csokkenés iranyaba haladunk. Kétvéltozos fiiggvény
esetén ez Ugy képzelhetd el, hogy a hegyrél a legmeredekebb tton ereszke-
diink le a volgybe. A térképen megszokott szintvonalakkal ez jol abrazolhato.
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A 6.3. dbra elss részén egy kétvaltozos fliggvény képe, a masodik részén pe-
dig a szintvonalak és a negativ gradiensek lathatdak. A csokkenés irdnya jol
megfigyelhetd.

30
10 20

0 10

6.3. Abra. Kétvaltozos fiiggvény képe, ill. szintvonalak
és a negativ gradiensek

A 6.4 abrén egy feliilet szintvonalai és a gradiens médszer szerinti cstkkenés
iranyai lathatoak. Megfigyelhets, hogy a 1épések a ,vOlgy aljara” vezetnek.

6.4. Abra. A gradiens modszer szerinti lépések

Hogyan kell tehat 1épni a w(n) kozelitésrdl a w(n+1) kozelitésre? Legyen
Aw(n) = w(n + 1) — w(n) a w vektor (n + 1)-edik és n-edik értékének a
differencidja. Az & fiiggvény gradiens vektora:

g(w) = VE(w) = (WW)T

8w0 a’wm
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ahol w = (wg, w1, ..., wm)". A Taylor-formula szerint lokalisan jo (elséfoku)
kozelités:
E(w(n+1)) = E(w(n)) + g(w(n)) Aw(n).

A Cauchy-egyenl6tlenség miatt
—llg(w(n)|| |Aw(n)|| < g(w(n))" Aw(n) < [lgw(n))] [|Aw(n),

és itt az alsé hatar akkor éretik el, ha Aw(n) = —ng(w(n)), ahol n > 0.
Tehét a gradiens modszer szerint a silyvektor Gj értéke:

(w(n+1) = w(n) — ng(w(n))] (6.14)

Itt > 0 konstans, amit tanulasi paraméternek neveziink. Tehat

Aw(n) = —ng(w(n))

a korrekcios szabaly leirasa. n értékét pedig gy hatarozzak meg, hogy olyan
nagy legyen, ameddig az £ fiiggvény értéke csokken. Ez egy egyenes mentén
torténd keresés, ami szamitogépen megoldhato.

Kicsit mas magyarazattal is szoktak indokolni a gradiens modszert. Vizs-
galjuk meg, hogy a modszer kielégiti a E(w(n+1)) < E(w(n)) feltételt (azaz
lépésenként csokkenti a hibat). Induljunk ki megint a w(n) koriili Taylor-
sorbol. Aw(n) = —ng(w(n)), azaz a gradiens modszer szerinti 1épés esetén

E(w(n+1)) = E(w(n)) — ng(w(n)) g(w(n)) = E(w(n) - nllg(wn))|.
>0

Tehat az £ fliggvény értéke folyamatosan csdkkenni fog.
Viszont n nagysaga az alabbi modon befolyésolja a konvergenciat.

— Ha 7 kicsi, akkor az algoritmus lefojtott (csillapitott, overdamped), és
a trajektoriadja sima.

— Ha n nagy, akkor az algoritmus nem eléggé csillapitott (underdamped),
és a trajektoridja cikcakkban halad.

— Ha n meghalad egy kritikus értéket, akkor az algoritmus instabilla
valik, tehat nem konvergal.

A gradiens modszer tulajdonsagainak elemzése megtalalhatod Fletcher
[14] konyve 2. fejezetében. Az egyenes mentén torténd keresésnél a pontos
minimum helyett kozelité minimumbhelyet ajanl. Habar a gradiens médszerre
érvényes a stacionarius ponthoz valé konvergencia (1. [14], Theorem 2.5.1),
mégsem javasolja az altalanos hasznalatat: a gyakorlatban megbizhatatlan.
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6.3.2. A Newton-modszer

A Newton-modszer legismertebb esete az f(z) = 0 (nem-linearis, egyisme-
retlenes) egyenlet numerikus megoldéasa. A megoldas soran a gyok xj koze-
litésétdl gy jutunk el az zp4q kozelitéshez, hogy a fliggvény gorbéjéhez az
x pontban érintét hizunk, ahol ez metszi az x-tengelyt, ott lesz x4 1. Ez
a 6.5. abran lathato.

X
X3 2 )(1

6.5. abra. A Newton-modszer szerinti lépések

Mivel az érinté egyenlete

y — f(z) = f'(zx) (@ — 1),
igy y = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy
f (@)

TR TR T

Az altalanositott Newton-modszer az f(x) = 0 tobbvaltozos egyenletrend-
szer megoldasara szolgal, ahol @ = (x1,...,2m)" & f = (fi,..., fm)". Az
egyvaltozos esethez hasonldéan a gyokot kozelits sorozat képzési szabalya:

Itt ) a k-adik kozelités, J pedig az f fiiggvény Jacobi-matrixa, azaz J(x)
j-edik soranak k-adik eleme: af#(:})'

Az aktualis feladatunk azonban £ globélis minimumhelyének meghaté-
rozasa. A minimum sziikséges feltétele: a parciélis derivaltak eltiinése. Tehat
kapunk egy egyenletrendszert, aminek a megoldasat kereshetjiik az egyen-

letrendszer megoldasara szolgald fenti altalanositott Newton-modszerrel.
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Ugyanezen végeredményhez, azaz a (6.17) képlethez fogunk eljutni az
alabbi levezetéssel is.

A Newton-algoritmust megkaphatjuk a hibafiiggvény masodfoku kozeli-
tésébdl. A masodrendd Taylor-polinom az aktuélis w(n) koriil:

Al(w(n)) =E(w(n+1)) — E(w(n)) ~

~ g(w(n)) Aw(n) + %Aw(n)TH(w(n))Aw(n), (6.15)

ahol H(w) a Hesse-matrix

1= () = w2t - (55000

E(w) kétszer folytonosan differencialhatosagat feltételezziik. w(n + 1)-et
Aw(n) szerinti minimalizalassal kapjuk. A fenti (6.15) kifejezést derivalva
adodik a minimum sziikséges feltétele:

g(w(n)) + Hw(n))Aw(n) = 0. (6.16)

Ezen egyenlet megoldasa:

Aw(n) = ~[H(wmn)] " gaw(n)).

Tehat a Newton-modszerrel képezett, a minimumot kozelité sorozat

w(n+1) = w(n) — [H(w(n))}_lg(w(n)) , (6.17)

ahol H~! a H inverze. Matrix invertalas helyett az alabbi ajanlott. Legyen
d(n) a
H(w(n))é = —g(w(n))

megoldasa. Legyen w(n+ 1) = w(n) + 6(n). A Newton-modszert érdemes a
fenti §(n) iranyban egyenes mentén torténd kereséssel alkalmazni.

A (6.15) és (6.16) formulakbol lathato, hogy a Newton-modszer szerinti
lépés esetén

A€(w(n)) ~ —%Aw(n)TH(w(n))Aw(n).

Tehat ahhoz, hogy a célfiiggvény értéke mindig csokkenjen, H(w(n)) pozitiv
definit volta sziikséges.
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Altalaban igaz, hogy a Newton-modszer gyorsan konvergél, és nem halad
,cikcakkban” mint a gradiens modszer. Bizonyos feltételek esetén a Newton-
modszer méasodrendben konvergal (egy lokalis minimumhoz), 1. [14], The-
orem 3.1.1. A modszer alkalmazhatosaganak feltétele, hogy H(w(n))-nek
pozitiv definitnek kell lennie barmely n-re. Ha nem pozitiv definit, akkor
moédositani kell az eljardson. Egy lehetséges modositas, hogy az aktualis
Hesse-matrixhoz hozzaadjuk az egységmétrix egy (kis) pozitiv szamszoro-
sat. Azonban az egyik legfontosabb hatrany, hogy ki kell szamolni a masodik
derivaltakat (azaz a Hesse-métrixot), ami altalaban nehézségekbe iitkozik.

Most adunk az eljaras igazolasara egy olyan érvelést, amelybdl kidertil,
hogy pozitiv definit H(w(n)) esetén mikodik a modszer. A (6.15) képletbd]
(nyilvanvalo roviditett jeloléssel) kapjuk:

Ewhn+1)~c+g'd+ %6TH5 =
1 1
=3 6T\/ﬁ+gTvH_1} [\/ﬁ(i—l—vH—lg —§gTH_1g—|—c.

Itt, ha H pozitiv definit, akkor neki és inverzének is létezik négyzetgyoke,
amelyet vV H, illetve v H—1 jelol. Az el6z6 kifejezés elss tagja lényegében egy
vektor hosszédnak a négyzete, amely akkor minimalis, ha a vektor nulla, azaz
ha § = —H 'g. Tehat most is megkaptuk a Newton-modszer el6z6 (6.17)
képletét.

6.3.3. Kvazi Newton-modszerek

A Newton-moédszer hatranyait bizonyos modositasokkal kiiszobolhetjik ki.
Ebben a részben Fletcher [14] konyve alapjan tekintjiik 4t a kvazi Newton-
modszereket. Induljunk ki a hagyomanyos Newton-modszerbdl. Tehat az €
tobbvaltozos célfiiggvény minimumét keressiilk. A rovidség kedvéért jelolje
g, a gradiens k-adik értékét, Hj a Hesse-matrix k-adik értékét, wj a mi-
nimumhely k-adik kozelitését. Ekkor a Newton-modszer az alabbi. Oldjuk
meg a
Hyd = —g;

egyenletet, a megoldést jelolje 0, a kovetkezs kozelités pedig legyen
W1 = Wy + Oy

Mivel ezzel a modszerrel nem garantalt a célfiiggvény csokkenése, igy egy
egyenes mentén torténd keresést alkalmazunk. Legyen

Hps = —g;
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megoldasa sy, és az aktudlis wji pontbdl s; irdnyaban keressiik meg az £
célfiiggvény minimumhelyét. Ez a pont lesz a minimumbhely kovetkezs koze-
litése: wy41.

A Newton-moédszer {6 nehézsége, hogy minden 1épésben ki kell szamolni
a Hesse-métrixot (azaz a masodik derivaltakat), és az nem is lesz mindig
pozitiv definit. Ezeket kikiiszobolhetjiik, ha a H,~ ! helyett annak egy szim-
metrikus pozitiv definit G}, kozelitését hasznéljuk. Legyen G tetszGleges po-
zitiv definit matrix, leggyakrabban az egységmatrixot véalasztjak. A k-adik
iteracios 1épés az alabbi:

— legyen s, = —Ggy;

— alkalmazzunk sy irdnyaban egyenes mentén torténd keresést az £ cél-
fliggvény minimumhelyének megtaldlasara, a minimumhely lesz az 1j
kozelités: wi11 = wi + apsk;

— aktualizaljuk a Gy matrixot: Gg1.

Ez a kvdzi Newton-maodszer altalanos alakja.

A kvazi Newton-modszer az alabbi elényokkel rendelkezik: csak elsérendi
derivaltak kellenek, a G, matrix pozitiv definit, iterdcios lépésenként O(m?)
szorzés kell (m-valtozos esetben). Ezzel szemben a Newton-modszerhez méa-
sodrendi derivéaltak kellenek, a Hj métrix lehet indefinit, iterdcios 1épésen-
ként O(m3) szorzés kell.

A kvazi Newton-modszer nehézsége a G méatrix aktualizalasa. Jelolje
0 = w1 — wy, a valtozo differenciajat, v, = g, — g, pedig a gradiens
differencidjat. Ekkor a Taylor-formulabol

Vi = Hidy + o([|0k]])-
Mivel Gy a H, ! kézelitése, igy a fenti egyenlséghdl realisztikus feltétel
Grt1YE = Ok- (6.18)

Ezt nevezziik kvdzi Newton-feltételnek. Tobb, ezt teljesitd modszer ismeretes.
Most néhény ezt teljesits, de egyszert formuléat ismertetiink.
Legyen

G111 =G + auu .

Azaz egy egyrangi maétrixszal (diaddal) korrigaltunk. Mivel a (6.18) felté-
telnek teljesiilnie kell, igy

Gryy + auu' v, = 0.
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Innen latszik, hogy az u vektor sziikségképpen a §; — Gy, vektor skalarszo-
rosa. Tehat ha u = &5, — Gy, valasztassal éliink, akkor au ', = 1, amibsl
mér a kifejezhets. Ezzel meg is kaptuk az elsérendd formuldt:

(8 — Grvi) (0 — Gryp) "
(0r — Gryi) " Vi

Ez a formula Broyden, Davidon, Fiacco, McCormick, Murtagh, Sargent és
Wolfe nevéhez kothets. Ez a formula jol viselkedik kvadratikus célfiiggvény
esetén, de pl. nem minden esetben tartja meg a Gy méatrix pozitiv definit
voltat (1. [14]).

Ett6] rugalmasabb a mésodrendd formula, amelynek alakja

Gi+1 =Gy +

Gr+1 = G + auu' + bov'.

Azaz kettd darab egyrangi matrixszal (diaddal) korrigaltunk. Mivel a (6.18)
feltételnek teljesiilnie kell, igy
Gryy + aun v, + bvv 'y, = 8.

Itt mar uw és v nincs egyértelmiien meghatarozva. Azonban u = dy, és v =
= Gy, nyilvanvalé vélasztas, amely esetén au ' v, = 1 és bv v, = —1 mar
meghatarozza a-t és b-t. Az adodd mdsodrendid formula:
5105 Gryvh G
Spve VG

Gr+1 = G + (6.19)
Ez a Davidon—Fletcher—Powell-formula, [14]. Ez a formula szamos jo tu-
lajdonsaggal rendelkezik: meg6rzi Gy, pozitiv definit voltat, szuperlinearisan
konvergal. Tovabbi jo tulajdonsagai vannak kvadratikus és szigortian konvex
célfiiggvények esetén (1. [14]).

Ezen formulat atirhatjuk az alabbi alakba. Jeldlje By a G matrix inver-
zét, azaz a Hesse-matrix kozelitését. Ekkor

8% Brdk \ YiYh  w) Bk + Brdxy
Yook | ok vy Ok

Byi1 = B+ <1 + (6.20)

Ezt a Woodbury-egyenlgség felhasznélasaval kaphatjuk meg.

Azonban napjainkban a Davidon—Fletcher—Powell-formula mar nem pre-
feralt, vannak hatékonyabb formulék is. Alkalmazott viszont a Broyden—
Fletcher—Goldfarb—Shanno-formula, amelynek alakja:

v,IGm) 5k8; 8k Gr + Grvidf,
51?%;

Gi+1 = G + (1 + (6.21)

511’)% 5;%
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Ezen formula motivacidja az alabbi. Jelolje ismét By a G matrix inverzét,
azaz a Hesse-méatrix kozelitését. Ekkor a Woodbury-egyenlGség felhasznala-
saval az alabbi adodik.

YiYh  BrOrdy Bi

Bji1 = By +
" vy Ok 8} Bi.ox

(6.22)

Lathatjuk, hogy (6.22) a (6.19) egyenléség dudlisa, azaz abbol a B «+» G
és v <> & cserével adodik. Ugyancsak dualisa (6.20) a (6.21) egyenlgségnek.

Tovabbi formuldk kaphatoak az alabbi, a ¢ valés paraméterts] fliggd
csaladban:

Gy = (1-9)GP™ + oGRS,

ahol GEFP a Davidon—Fletcher—Powell-formulabol, GEFGS pedig a Broyden—
Fletcher—Goldfarb—Shanno-formulabdl adédik. Ez az tn. Broyden-csaldd.

Végiil tekintsiik 4t a leggyakrabban hasznélt Broyden—Fletcher—Gold-
farb—Shanno-formula algoritmusét. Tehat az £ tobbvaltozos célfiiggvény mi-
nimuméat keressiik. Jelolje g, a gradiens k-adik kozelitését, Bj a Hesse-
matrix k-adik kozelitését, wy a minimumbhely k-adik kozelitését. Legyen wq
a kezdeti kozelités, By a kozelitd Hesse-métrix kezdeti értéke (altalaban az
egységmatrix). Hatarozzuk meg az & célfiiggvény g, gradiensét a wy pont-
ban.

Az iteracios lépések:

— Oldjuk meg a Bys = —g;, egyenletet, a megoldést jelolje sy.

— Egyenes mentén torténd keresését alkalmazunk. Az aktualis wy pont-
bdl s iranyaban keressiik meg az £ célfliggvény minimumbhelyét. Ez a
pont lesz a minimumhely kovetkezs kozelitése: wyyq.

— Szamitsuk ki az & célfiiggvény g, gradiensét a w1 pontban.

Legyen 6 = w41 — wy, a valtozo differencidja, v, = g5 — gj pedig
a gradiens differenciaja.

— Legyen
YYh  Brdrdy Bi
v} 6k 81 B9y,

a kozelité Hesse-matrix aktualizaléasa.

Byy1 = B +

Az MLP esetén a gradienst az error-backpropagation eljarassal szamitjuk
ki. A BFGS-formula a gyakorlatban jol miikddik. Szémos jo tulajdonsagat
igazoltak, konvergenciajat bizonyitottak (1. [14]).



154 6. fejezet. Appendix

6.3.4. Levenberg—Marquardt-médszerek

A Levenberg—Marquardt-modszereket szoktak a korlatozott 1épést modsze-
rek, illetve a meghizhatosagi tartomany modszerek kozott targyalni. Azaz
ugy tekintjiik, hogy egy bizonyos tartomanyon a mésodfokt Taylor-kozelités
elég jo, és ezen a tartomanyon beliil keressiik a kozelit§ polinom minimu-
mat. Ebben a részben Fletcher [14], valamint Nocedal és Wright [34] konyve
alapjan tekintjiik a4t a Levenberg—Marquardt-mddszereket. Kezdjiik a korld-
tozott lépésti mddszerekkel (restricted step method). Tehat az £ tobbvaltozos
célfiiggvény minimumét keressiik. A rovidség kedvéért jelolje g, a gradiens
k-adik értékét, Hy a Hesse-matrix k-adik értékét, wy a minimumhely k-adik
kozelitését. Tekintsiik az

1
E(wy +8) ~ E(wy) + g6+ §5THk5 = () (6.23)

Taylor-kozelitést a wy pont koriil. Tételezziik fel, hogy a fenti kozelités kielé-
gits a wy, pont egy bizonyos kornyezetében (ez a tartoméany a megbizhatdsdgi
tartomdny, azaz trust-region). Ebben keressiik a g, masodfoku kozelités mi-
nimumat. Két szempont kozott kell egyensilyoznunk: a koérnyezet legyen
minél tagabb, de a valasztott kornyezetben (6.23) legyen elég jo kozelités.

A prototipus algoritmus a kévetkezd (LMO). Tegytik fel, hogy mar k — 1
lépést megtettiink.

(i) Adott wy és hy > 0, szamitsuk ki az € célfliggvény wy-beli gradiensét
és Hesse-matrixat: g, Hy;

(ii) oldjuk meg a

min g (6
16]1<hs ©

minimum problémét, a megoldés legyen d;

(iii) szamitsuk ki az &(wy+0y) fiiggvényértéket és a (6.23) kozelités josagat

mérd
. E(wy) — E(wy + 6y)
qk(0) — qx(O)
hanyadost;

(iv) ha rp < 0.25, akkor legyen hyy1 = [|0%||/4,
ha i > 0.75 és ||dx|| = hi, akkor legyen hyi1 = 2hy,
egyébként legyen hyi1 = hg;

(v) harg <0, akkor legyen w1 = wy, egyébként legyen wy11 = wi+0y.
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Az algoritmus nem tilsédgosan érzékeny a benne szereplé konstansok meg-
valtoztatasara. Az algoritmus altalanos feltételek mellett konvergal (1. [14]).

A fentiekben a [|d || norma tetszsleges volt. Amennyiben a szokasos euk-
lideszi norméat hasznaljuk, akkor tovabbi j6 tulajdonsagok is adédnak. Ezek
az alabbi tételen alapulnak (1. [14], Theorem 5.2.1).

6.15. Tétel. 0 a

1
min <€(wk) +gid+ QJTHk5> (6.24)

I
5'6<n?

minimum problémdnak akkor és csak akkor globdlis megolddsa, ha létezik
olyan v > 0 szdm, melyre

(Hk + l/I)(sk = _gk‘7
V(8] 8 —h3) =0,

Hy, + vI pedig pozitiv szemidefinit (itt I egységmdtriz). Ha még Hy + vI
pozitiv definit volta is fenndll, akkor 0y, egyetlen megolddasa a (6.24) minimum
problémdnak.

Ez alapjan a tétel alapjan a korabbi algoritmus a kdvetkez6képp modosul.
(Ezt az algoritmust jelolje (LM1).)

(i) Adott wy, és v > 0, szamitsuk ki az & célfiggvény wy-beli gradiensét
és Hesse-matrixat: g;, Hy;

(ii) allapitsuk meg, hogy Hy + vl pozitiv definit-e: ha nem, akkor legyen
v, = 4uyg, és ismételjilik ezt addig, amig pozitiv definit lesz a matrixunk;

(iii) oldjuk meg a
(Hy + vkl)6 = —gy, (6.25)

egyenletet, a megoldés legyen dy;

(iv) szamitsuk ki az £(wy+dy) fliggvényértéket és a (6.23) kozelités josagat

mérd
= S(wk) — S(wk + 6k)
r(0) — qx(dy)
hényadost;

(v) ha rp < 0.25, akkor legyen vy1 = 4uy,
ha 7 > 0.75, akkor legyen vg1 = v/2,
egyébként legyen vg 11 = vy;



156 6. fejezet. Appendix

(vi) harg <0, akkor legyen wy1 = wy, egyébként legyen wy 11 = wi+9k.

A 1y kezdeti érték lehet tetszéleges pozitiv szam.

Abban az esetben, amikor a négyzetes hibafliggvényt kell minimalizalni,
a Levenberg—Marquardt-moédszernek az alabbi specialis valtozatat szoktéak
alkalmazni. (Ez tekinthet§ az eredeti Levenberg—Marquardt-modszernek.)
Legyen most tehat

P
£(w) = 5 lew) | = Ze )= 52 i)’
a szokésos négyzetes hibafiiggvény. Itt e(w) = (e1(w),...,e,(w)) a p-
dimenzi6s hiba vektor, w = (wq, ..., wy,) ' pedig m-dimenzios valtozo. J(w)
jelolje a p x m-es Jacobi-métrixot:
Ode1(w) e (w)
Ow1 te Owm,
J(w) = : . :
dep(w) dep(w)
ow T Owm

Ezekkel az £ gradiense:

H(w) = (J(w)) " J(w) + Y e;(w)Ve;(w),
=1

Vies(w) = <826J(w>> :l:l

8wk 8wl

ahol

az e; tobbvéltozos fliggvény masodik derivaltjaibol 4ll6 Hesse-matrix. Azon-
ban a masodik derivaltak kiszamitasa altalaban nehézségekbe titkozik. Vi-
szont ezt megsporolhatjuk gy, hogy a fenti képletben a masodik tagot el-
hagyjuk. Ez val6jadban nem okoz tilsdgosan nagy problémat, hisz a mini-
mumbely kozelében az e;(w) hibék kicsik. Tehat a fenti (LM1) algoritmust
tgy kell modositani, hogy a (6.25) egyenletben Hy, helyett JII Ji-t, g, helyett
pedig J,| ep-t frunk. Itt Jy = J(wy), e, = e(wy) a Jacobi-métrix, illetve a
hiba vektor értéke a k-adik kozelités esetén. Természetesen ekkor a kozelits
Taylor-polinomot is az aldbbiak szerint médositani kell:

qk(é) E(wk) + €L Jk(s + (sTJk Jké

Tehét az igy kapott algoritmus a kovetkezd.
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(i) Adott wy és v > 0, szamitsuk ki az e hiba vektor wy-beli Jacobi-
méatrixat: Ji;

(ii) oldjuk meg a
(J T+ v D)d = —J] ey, (6.26)
k k

egyenletet, a megoldés legyen dy;
(i) szamitsuk ki az €(wy + dy) fiiggvényértéket és a kozelités josagat mérs

E(wy) — E(wy + )
qx(0) — qx(dy)

TE =

hanyadost;

(v) ha rp < 0.25, akkor legyen vy 1 = 4v,
ha ry > 0.75, akkor legyen vy = 14/2,
egyébként legyen vy = vg;

(vi) har, <0, akkor legyen wy1 = wy, egyébként legyen wy 1 = wi+9k.

A fenti algoritmusnak szamos valtozata van, azoknak pedig szamos imple-
mentacidja. Ezekrdl, valamint a Levenberg—-Marquardt-algoritmus jo tulaj-
donséagairol lasd a Fletcher [14], tovabba Nocedal és Wright [34] miveket. A
Levenberg-Marquardt-algoritmus a gyakorlatban bevalt modszer.

6.3.5. A linearis modell

A statisztikdban széles korben hasznalatos linearis modellre vonatkozo né-
hény tény hasznos lesz az aldbbiakban. A lineéaris modell definicidja a sta-
tisztikdban hasznalatos jelolésekkel

| Y =XB+¢| (6.27)

ahol Y az n-dimenzids megfigyelés vektor, X a magyarazo valtozok n x
X p méretd, nem véletlen, megfigyelt métrixa, 3 a p-dimenzids ismeretlen
paraméter, € pedig nem megfigyelhets n-dimenzios véletlen vektor (hiba).

Altalaban n > p, ezt sziikség esetén fel fogjuk tenni. A gyakorlatban p a
magyarazo valtozok szama, n pedig a megfigyelt objektumok szama, tehat
n > p ésszerd feltétel.

A 3 paraméter vektort a legkisebb négyzetek modszerével becsiiljiik. Ha
a varhato érték Ee = 0 és a szérasmatrix var(e) = o2l (o2 ismeretlen
paraméter), akkor homoszkedasztikus esetrsl beszéliink. Ekkor a kozonséges
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legkisebb négyzetes becslést (OLS=Ordinary Least Squares) alkalmazzuk
B-ra: ez lesz B

Legyen tehat 3 az |Y — X 3||?>et minimalizalé vektor. (Itt || . || a norma
R™ben.) Jelolje Pr az X oszlopai altal generalt F' altérre valo merdleges
vetitést.

6.16. Tétel. ,@ akkor €s csak akkor legkisebb négyzetes becslés, ha
XB = PrY.

B akkor és csak akkor legkisebb négyzetes becslés, ha ,@ az

X'XB=X"Y

normdlegyenlet megolddsa.

Bizonyitds. Tekintsiik a 6.6. abrat. Y-hoz az X oszlopai altal generalt altér

Y
Y- XB

6.6. 4bra. Vektor és altér tavolsaga

mely X 3 eleme lesz legkozelebb? Eppen az Y vetiilete, azaz PpY . Igy X B =
= PrY.
|Y — XB||? mikor a legkisebb? Ha Y — X3 éppen az Y ortogonalis
komplementere az F' altérre vonatkozdan. Azaz Y — X 3 merdleges X minden
oszlopara, tehét
X'Y-X"XxB=o,

vagyis R
X'xp=Xx"y. O
6.3.6. A Gauss—Newton-méodszer

A Gauss—Newton-moddszer altalanos leirasa megtalalhaté Nocedal és Wright
[34] 10. fejezetében. Itt csak egy rovid bevezetést adunk. Ez a modszer abban
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az esetben alkalmazhat6, amikor a négyzetes hibafiiggvényt kell minimali-
zélni, azaz

p
[|e(w H2 Ze Z (di — yi(w
= =1

Itt e(w) = (e;(w),...,ep(w))T a hiba vektor, w pedig m-dimenziés vek-
tor. Az f(x) ~ f(xzo) + f'(x)(x — x¢) alaka Taylor-formulat alapul véve
felirhatjuk az

efw) = e(w(n) + (P50 ) w - win)
J(n)

linearis kozelitést. Itt J(n) a p x m-es Jacobi-matrix:

861 (w) 861 (w)
owq T Owm
J(n) = : . :
Oep(w) Oep(w)
ow1 T Owm

A fenti egyenlet atrendezésével

e(w(n)) = —J(n) (w —w(n)) +e(w).
—_—— Y

Y X J¢] €

Ez természetesen éppen az Y = X3+ ¢ linearis modell, amelynél 3 becslése
a |le||? = ||e(w)]||?> minimalizalasaval a

B=(X"X)"'XTy

képlet alapjan adodik. Innen pedig mar kénnyen felirhaté az igazi w sily
approximalé sorozata:

wn+1) = w(n) — (J(n) J(n)"LJ(n) e(w(n)) | (6.28)

A gyakorlatban egyenes mentén torténd keresést kell végrehajtani s(n)
iranyban, ahol s(n) a J(n)"J(n)s = —J(n) e(w(n)) megoldasa.
Tovéabbi részleteket lasd Fletcher [14] 6. fejezet.
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6.3.7. Linearis legkisebb négyzetes médszer

Ez a legegyszertibb szituécid, azaz amikor a kimenet lineéris és a hiba négy-
zetes. A hibavektor:
e(n) = d(n) - X(n)w(n),

ahol d(n) az alabbi n x 1 -es vektor

Azaz X(n) az els6 n inputbol, d(n) pedig a megfelel6 outputokbol all. A
fentiek alapjéan:
d(n) = X(n)w(n) + e(n).

Ez éppen a linearis modell Y = X3 + ¢ alaka alapegyenlete. Ekkor azon-
ban tudjuk, hogy a legkisebb négyzetes becslés B = (X T X)X TY. Ezek
alapjan

"X () Td(n) | (6.29)

wn+1) = (X(n)TX(n))

Tehat ekkor egyetlen lépésben megkapjuk a minimumot (régzitett szamu
tanité pont esetén).

Most megmutatjuk, hogy amikor a tanité pontok széama a végtelenhez
tart, bizonyos esetekben a linearis legkisebb négyzetes szlir6 hatarértéke a
Wiener-sziirg. Tegyiik fel, hogy az (X (n),d(n)) n x (m + 1)-es méatrix sor-
vektorai egyméstol fliggetlen azonos eloszlastu valosziniiségi vektor véltozok
(vagy altalanosabban egy stacionérius és ergodikus sorozatot alkotnak).

Viszont X (n)" X (n) az alabbi diadosszegre bonthaté

1 T L T T
~X(n)TX(n) == a(i)x(i)’ — Ez(1)z(1)" = Ree. (6.30)
" i
Ez a konvergencia a nagy szamok torvénye (illetve az ergodikus tétel) mi-
att teljestil. Itt Rgq az x(1) valoszintségi vektor valtozo variancia métrixa
(amennyiben nulla a varhato érték). Tovabba
1 T I o
~X(n)"d(n) = = x(i)d(i) — Ea(1)d(1) = raq (6.31)

n n“
=1
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szintén a nagy szamok torvénye (illetve az ergodikus tétel) miatt. Itt 7,4 az
x(1) valoszintségi vektor valtozo és d(1) kovariancia méatrixa (amennyiben
nulla a varhato érték).

Tehat

. -1
nlgrolo w(n) = RyTxd-

Ezen utébbi hatérérték pedig éppen a Wiener-sziird.

6.3.8. A Least-Mean-Square (LMS) modszer

Az el6z6 modszer (a lineéris legkisebb négyzetek modszere) esetén az n +
+ 1-edik kozelitéshez az els§ n megfigyelés (adat, tanité pont) altal adott
informaciét hasznaltuk. Most viszont nem az n-edik megfigyelésig terjedd
osszes (azaz n db) eltérés alapjan, hanem csupan az n-edik (azaz 1 db)
eltérés alapjan aktualiziljuk az el6z6 becslést. Tegyiik fel, hogy a kimenet
lineéris. Ekkor az n-edik eltérés:

£(w(n)) = ge(n)
Innen
s = (),
amibdl o (w(n))
il = —ema(n

Tehét a gradiens vektor becslése:

g(n) = —e(n)z(n).

Felhasznélva a gradiens modszer (6.14) képletét azt kapjuk, hogy

[@(n+1) = @(n) + ne(n)z(n) | (6.32)

Ez tehat az LMS (Least—Mean—-Square) algoritmus, mas néven a Widrow—
Hoff-algoritmus. Ennek részletes elemzését lasd Haykin [18] 3. fejezet.
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6.3.9. A konjugilt gradiens moédszer

A gradiens modszer viszonylag egyszertien megvalosithato, de lassi és meg-
bizhatatlan lehet. A gyakorlatban a gradiens médszert ritkin hasznaljak az
eredeti formaban. Ennek moédositasa, a konjugalt gradiens moédszer gyakran
alkalmazott, ezért részletesen elemezziik.

Induljunk ki az atlagos hiba w(n) korili Taylor-sorabol:

E(w(n) + Aw(n)) =
= E(uw(n)) + g(w(n)T Aw(n) + 3 Muw(m)  H(w(n)w(n) + ...

ahol g(w) a gradiens vektor, H(w) pedig a Hesse-méatrix. A gradiens mod-
szernél a silyvektor megvéltozasa:

w(n + 1) — w(n) = Aw(n) = —ng(w(n)).

Most elGszor altalanos értelemben kifejtjitk a konjugalt gradiens modszert,
majd alkalmazzuk a tobbrétegii perceptronra. Ismeretes, hogy hogyan tudjuk
minimalizalni az alabbi kvadratikus forméat. Legyen

1

f(x) = QwTA:I: —b'x+e,

ahol x k-dimenziés vektor, A pedig k X k-s pozitiv definit szimmetrikus
métrix. A 0 = f/(x) = Ax—b feltétel alapjan a minimum & = A~1b-nél lesz.
Most tehat az Az = b linearis egyenletrendszert kell megoldanunk. Legyenek
az g, x1,... vektorok az x megoldas kozelitései. A kozelités hibaja:

€, = &L; — .
A kozelitésbol adodo rezidudl definicidja: r; = b — Ax;. Erre

ri=b— Awx, = Az — Axz; = —Ae; = —f'(x;) (6.33)
——
negativ gradiens
ahol az f'(x) = Az —b képletet hasznaltuk. Adott x; és r; esetén hatarozzuk
meg T;4i1-et
Tiy1 = T; + oy (634)

szerint. Az «; skalar értéket pedig hatarozzuk meg gy, hogy addig 1épjink
r; irAnyaba, amig az f fiiggvény értéke csokken. Igy a minimum feltétele az
«; szerinti derivaltra

df (x; + a;r;)

0= doy; = f/(wz + CKZ"I’Z')T’I’Z‘ =
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T

= (A:cl + a; Ar; — b)T’I"i =-7r, T+ Oéi’I“,LTA’I"i,

ahol a (6.33) egyenlGséget alkalmaztuk. Ebbél

-
r,r;

= . 6.35

i r] Ar; (6.35)

A reziduél definicidja és (6.34) miatt az i + 1-edik reziduél:
riy1 = b — A.’Bi_H =7, +Ax; — Ax; — o Ar; = r; — o Ar;.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen viszonyban vannak egymaéssal a rezidualok.
A (6.35) osszefiiggés és az el6z6 egyenlGség miatt

T T T
T, riy1 =1, 7 —oyr; Ar; =0,

azaz
IriJ_’riJrl.

Tehat a kdvetkezs 1épés az el6zbre merdlegesen torténik. Az eddigieket Gssze-
foglalva

T

r.r;
—_— . . . . —_— . P 1 ?
Tiv1 =x; +o;ry, T;=b—Ax;, ;= T A |
r, Ar;

A konjugalt gradiens modszerhez sziikség van konjugdlt irdnyok fogalmara.
Definidljunk egy szimmetrikus bilinearis forméat a koévetkezd modon

(x,y) =" Ay, (6.36)

ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix. Tehat (.,.) egy belss szorzat.
Azt mondjuk, hogy az x és az y vektorok (x # y) az A szimmetrikus,
pozitiv definit matrixra nézve konjugaltak, ha

(@,y) =2 Ay = 0.
Mas szoval az x és az y vektorok A-ortogonalisak, amit igy jeloliink:
xl AY.

6.17. Allitas. Tetszdleges A szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz nulldtdl
kiilonbozd konjugdlt vektorai linedrisan fiiggetlenek.
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Bizonyitds. Legyenek xg,xq,...,x; nem nulla vektorok az A métrix kon-
jugalt vektorai. Indirekt tegyiik fel, hogy nem linearisan fiiggetlenek, azaz
valamelyikiiket, pl. xg-t ki tudjuk fejezni a tobbi vektor lineiris kombinaci-
6jaként:

l
ro = E Q.
Jj=1

Alkalmazzuk a belsd szorzast Axg-lal, igy kapjuk:

k
T — T _
xy Az = E ;T Axg=0
=1

az A-ortogonalitds miatt. Ez azonban lehetetlen, mivel A pozitiv definit, xg
pedig nem nulla vektor. Igy a konjugélt vektorok linearisan fiiggetlenek. [

A Gram—Schmidt-féle ortogonalizacié alapjan mindig ki tudunk alakitani
ortonormaélt bézist egy linearisan fliggetlen vektor rendszerbdl. Tehat 1étezik
az A konjugélt vektoraibol allo do, dy, ..., dx_1 bazis (k-dimenziés térben
dolgozunk).

Most ezen vektorok mentén keressiik az Ax = b egyenlet & megoldasat.
Haladjunk egymés utan a d; bazis vektorok irdnyaban tgy, hogy ezekben az
iranyokban késébb mar ne kelljen 1épni. Tehat az egymaés uténi kozelitések

Legyen  — x;11.L ad;, és igy a maradéknak mér nem lesz d; iranyt kompo-
nense. Ehhez hogyan valasszuk a;-t?7
T— Ty =T — o —a;d; L ad;,
——
e
azaz

—e;—Adi - ald;—Adl = O,

amibdl (6.33) felhasznalasaval:

d;r’f'i
o= | (6.38)

Most a konjugélt gradiens modszer algoritmusét fogjuk levezetni. A kon-
jugalt iranyokat és a gradiens modszert kell egyszerre alkalmazni.
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A célunk tehat az Ax = b linearis egyenletrendszer & megoldasanak
meghatéarozasa. Az xg, x1, ... vektorokkal kozelitjiik x-et.

Az e; = x; — x vektor a kozelités hibdja, r; = b — Ax; = —Ae; pedig a
rezidual.

A rezidualokbol kell meghataroznunk a dy, dq,...,d;_1 A-konjugélt ba-
zist, valamint az & megoldast. Ezt az aldbbi médon valésitjuk meg.

— Legyen xg adott kezdeti kozelités. Ekkor rg = —Aey = —A(xg — x) =
= —Axg + b szamolhato.

— Ha ry = 0, akkor & = x( és az algoritmus ezzel véget ér.

Ha r¢ # 0, akkor legyen dg = ry.

Indukciéval haladunk. Tegyiik fel, hogy eljutottunk az i-edik 1épésig.
Ez azt jelenti, hogy megvan az xg,x1,...,x; kozelitése x-nek, meg-
vannak az ro,...,7r;—1 rezidudlok (r; = b — Ax; = Alx — x;) =
= —Ae;, j=0,1,...,i— 1), valamint megvan az rg,...,r;—1-bdl
A-ortogonalizélassal képzett do,...,d;—1 vektor rendszer is. Az x;
vektorokat pedig tugy képeztiik, hogy mindig hozzéavettiik x;_i-hez
az aktualis d;_; iranyt komponenst. Azaz az e; hiba méar nem tar-

talmaz dy,...,d;_1 irdnyd komponenst, pontosabban szélva, ezekre
A-ortogonalis. Ebbdl tehat

rjd=—e/Ad;=0, ha 0<I<j-1 (6.39)
Azaz rjldy,...,dj_1. Mivel a dy,...,d;j_1 és az rg,...,r;—1 vektor-

rendszerek altal generalt alterek azonosak, ebb6l kovetkezik:

’I"jJ_T‘(), sy i1 (640)

— Azaz, ha méar a dy, ..., d;_1 vektorok megvannak, akkor x; is megvan
(6.37) alapjan, tovabba r; = —Ae; = —Ax; + b is kiszamolhato.
Ha r; = 0, akkor = «x;, és az algoritmus ezzel véget ér.
Ha r; # 0, akkor a kovetkezd indukcios 1épést tessziik.
(6.39) alapjan tudjuk, hogy r; fiiggetlen a dy, dy, . . ., d;—1 vektoroktol,
tehat csak A-ortogonalizalnunk kell ezekre. Keressiik d;-t a

i—1
di=r;+ Z Bad; (6.41)
=0

alakban. Alkalmazzuk erre az egyenletre a bels6 szorzést d;»rA—val a
j < i esetben. Azt kapjuk, hogy

— dTAd, — dT Ar: 4 B,.d] Ad,
0=d] Ad; = d] Ar; + ;;d] Ad;,
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mivel a dy, ..., d;_1 vektorok A-konjugaltak. Innen
3 AT il (6.42)
i = — N =U,...,7— 1. .
7T "4l Ad

Most a j + 1-edik rezidudl az ej;1 = zj41 —* = z; + o;d; — ¢ =
= «a;d; + e; egyenlGség miatt:

Tiy1 = —Aej_H = —A(ej + Oéjdj) =T;— OéjAdj.
Ezt szorozva r -tal:
T T T
r,Tiy1 =T; Tj; — Q4T Adj,

ahonnan

1

rl Adj = — (rz—rj — rz—rjﬂ) . (6.43)
@;

A (6.40) képlet alapjan r; a kisebb indexd 7-ekre meréleges. Tehat

(6.42) és (6.43) alapjan 3;; =0, ha j =0,1,...,i— 2.

Tovabba j =i — 1 esetén a (6.42) és a (6.43) egyenletekbdl

-
1 r,r;

oy dj Ad;’

Bij =

De a (6.38) egyenlet miatt o = djTrj/djTAdj. Végiil a fentiekbdl
Jj =1 — 1 esetén kapjuk, hogy f;;—1 = rl—-rri/dl—-[lri_l, amibdl (6.41)
felhasznalaséval, valamint abboél, hogy az r-ek ortogonalisak, és a d-kel
azonos alteret feszitenek ki, adodik:

-
r'r;

Bii-1 = ————1| (6.44)
Ti1Ti-1

A (6.44) képletet Fletcher—Reeves-formuldnak nevezik.

Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig a reziduél 0 nem lesz, azaz amig
meg nem talaljuk a minimumot.

A konjugilt gradiens mddszer alkalmazasa tGbbrétegi perceptron-

ra

Az atlagos hiba w(n) koriili Taylor-sora:

E(w(n) + Aw(n)) =
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= E(uw(n)) + glw(n)T Aw(n) + 5 Muw(m)  H(w(n)w(n) + ...

ahol g(w) a gradiens vektor, H(w) pedig a Hesse-méatrix. A gradiens mod-
szer esetén a sily korrekcidja a negativ gradiens irdnyaba torténik:

Aw(n) = w(n + 1) — w(n) = —ng(w(n)).

Viszont a konjugalt gradiens modszer alkalmazhato6, hiszen a fenti Taylor-sor
alapjan kozelitSleg egy

flx) = %:L'TAJ; —b'z+ec

alaki kvadratikus format kell minimalizélni. Tehat tgy fogunk eljarni, hogy
a gradienst a kordbban megismert error back-propagation eljarassal kiszé-
mitjuk, de azt a konjugélt gradiens modszer alapjan gy médositjuk, mintha
a kozelit§ kvadratikus forma minimumat keresnénk.

Jelolje tehat s(0),s(1),...,s(n — 1) azokat az irdnyokat, amikben mar
léptiink. A rekurziv eljaras az alabbi.

1. Inicializalas. Legyen w(0) a kezdeti stlyvektor. Alkalmazzuk ebben a
pontban a back-propagation eljarast a g(0) gradiens kiszamitasara ugyanugy,
ahogyan kordbban megismertiik. Legyen

s(0) = r(0) = —g(0)

a negativ gradiens, tehat az az irdny, amerre w(0)-at valtoztatjuk.
2. Lépés n—1-rél n-re. Ha az s(0), ..., s(n—1) irdnyok mar megvannak,
akkor megvan a w(n — 1) sulyvektor is. Keressiik az 0j stlyvektort

w(n) =w(n—1)+nn—1)s(n—1)

alakban. Ugy hatarozzuk meg n(n — 1)-et, hogy £(w(n)) minimalis legyen.
(Ez an. direkt keresés, azaz egy egyenes mentén valo keresés, ami numeri-
kusan megoldhato.)

Ezutan a w(n) pontban back-propagation algoritmussal keressiik meg &€
gradiensét, azaz g(n)-et. Legyen r(n) = —g(n). Ha ||r(n)|| < §||7(0)||, ahol
& > 0 eldre adott kis szam, akkor megallunk. Ellenkezs esetben folytatjuk.
Viszont a kovetkezd 1épés nem a —g(n) negativ gradiens irdnyaba torténik,
hanem a konjugalt gradiens modszer szerint az

s(n) =r(n)+ B(n)s(n — 1)
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iranyba, ahol (a Fletcher—Reeves-formula szerint)

r(n) r(n)

Bln) = rin—1)Tr(n—1)

Ezutan n-et 1-gyel megnoveljiik, és visszatériink a 2. 1épés elejéhez.
Megjegyezziik, hogy a Fletcher-Reeves-formula helyett hasznalhatd a
Polak—Ribiére-formula is, ami szerint

r(n)'(r(n) —r(n—1))

Bln) = r(n—1)Tr(n—1)

6.4. Feltételes széls6érték problémak

Feltételes szélsGérték problémak megoldasakor igen hasznos segédeszkoz a
Kuhn—Tucker-féle tétel, mas néven a Karush—Kuhn—Tucker-féle tétel, lasd
[23] és [26]. A tétel szamos valtozata kozil itt a Boyd és Vandenberghe [2]
konyvében 1évs alakot ismertetjiik (lasd még [1]).

Legyenek fr(x), k =0,...,m, d-valtozos, valos értéki fliggvények. Fel-
tessziik, hogy ezen fiiggvények értelmezési tartomanyainak D metszete nem
ures.

Az elsédleges optimalizalasi probléma (primal problem) az alabbi:

minimalizaljuk az fo(x) fiiggvényt
az  fr(x) <0, k=1,...,m, feltételek mellett.

Jelolje p* az optimaélis értéket, azaz a feltételek teljesiilése esetén fo(x) infi-
mumat. Legyen

L=L(® ) = fo(z) + > _ Meful®),
k=1

a Lagrange-fiigguény, ahol A = (A1, ..., \y,) a Lagrange-féle multiplikatorok.
Legyen
A) = inf L(x, A
9(A) = inf L(x, A)
a Lagrange-féle dudlis fliggvény. Konnyd latni, hogy g mindig konkav. Illet-
ve, hogy tetszbleges A > 0 esetén g(A) < p*. Ebbdl az egyenlStlenségbdl
szarmazo legjobb alsé becslést szeretnénk elérni. Ez vezet az alabbi optima-
lizalasi feladatra.
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A dualis optimalizalasi probléma (Lagrange dual problem) az alabbi:

Maximalizaljuk a g(A) fiiggvényt
a X\>0, i=1,...,m, feltételek mellett.

Jelolje d* az optimalis értéket, azaz a feltételek teljestilése esetén g(A) szup-
rémumét. Az el6z6ek alapjan d* < p*. A p* — d* > 0 mennyiséget optimdalis
dualitdsi résnek nevezzik (optimal duality gap).

A kovetkezs két tételben tegyiik fel, hogy az fi(x), k = 0,...,m, fligg-
vények differencialhatéak. Ekkor ezen fliggvények értelmezési tartoményai
nyiltak, azaz D nyilt halmaz.

6.18. Tétel. Legyen x* az elsddleges optimalizdldsi probléma optimdalis meg-
olddsa, \* = (N\},...,A\},) pedig a dudlis optimalizdldst probléma optimdlis

megolddsa, €s tegyiik fel, hogy a dualitdsi rés nulla. Ekkor teljesiilnek a Kuhn—
Tucker-feltételek, azaz

fk)(m*) SO, k: 1,...,m7
AL >0, k=1,...,m,
)\ka( *):O k=1,...,m,
dfo dfk

ZM =

Bz’zonyz’tds A négy feltétel koziil az els6 kettd nyilvanvald. Az egyes mennyi-

c sz

g(A) < L(z, A) < fo(z)
minden x és X > 0 esetén. Igy
d* = g(A*) < L(z, X*) < fo(x).
Innen
d* = g(X*) < L(z", \") < fo(z™) = p".

Mivel a dualitasi rés nulla, igy ebben az egyenlSltenségben végig egyenlGség
all. Igy a tételbeli négy feltétel koziil a harmadik kozvetleniil adodik. Viszont
az is latszik, hogy * az L(x, A*) fliggvény minimumhelye, azaz ott a derivalt
nulla, igy adodik a negyedik feltétel. O

A fenti tétel tehat sziikséges feltételt mond ki. Fzek a feltételek konvex
fliggvények esetén elégségesek is.



170 6. fejezet. Appendix

6.19. Tétel. Legyenck az fi(z), k = 0,...,m, figgvények konvexek. Tegyiik
fel, hogy az & €s a Ay, ..., Ay pontok teljesitik a Kuhn—Tucker-feltételeket,
azaz

fu(®) <0, k=1,...,m, (6.45)
e > 0, k=1,....m, (6.46)
Nofi(&) =0, k=1,....m, (6.47)
dfo(®) | ~~x dfe(®)

s kZlAk S =0 (6.48)

Ekkor & az elsddleges optimalizdldsi probléma optimdlis megolddsa, A=

= (5\1, s Am) pedig a dudlis optimalizdldsi probléma optimdlis megolddsa,
és a dualitdsi rés nulla.

Bizonyitds. Az L(x,\) fiiggvény z-ben konvex. Mivel a derivaltja &-ben
eltinik az utols6 Kuhn—Tucker-feltétel miatt, igy ott minimuma van. Tehéat
a harmadik Kuhn—Tucker-feltételt felhasznalva

g(X) = L(Z, X) = fo().

Azaz & és A nulla dualitasi rést ad, igy ezek primal, illetve duél optimalis
megoldasok. O

Tegyiik fel, hogy az fi(x), k = 0,...,m, fiiggvények konvexek és diffe-
rencialhatoak. Ekkor a (6.45)(6.48) Kuhn-Tucker-feltételek sziikségesek és
elegendsk az optimalitashoz, azaz ahhoz, hogy @ az els6dleges optimalizélasi
probléma optimélis megoldasa, A = (;\1, R S\m) pedig a dudlis optimaliza-
lasi probléma optimalis megoldasa legyen nulla dualitési réssel.

A Slater-feltétel azt jelenti, hogy létezik & pont a D halmaz belsejében
ugy, hogy fi(x) <0,i=1,...,m (tehat szigori egyenlStlenség teljesiil).

Ismeretes, hogy amikor az fy, fi1,..., fm fliggvények konvexek, akkor a
Slater-feltétel garantélja, hogy a dualitéasi rés 0 legyen. Tehat, ha olyan eset-
ben alkalmazzuk a 6.19. Tételt, amikor a Slater-feltétel teljesiil, akkor ga-
rantalt a (6.45)-(6.48) feltételek teljesiilése valamely (&, A) pontra. Tehat
csak ezen (&, A) pont (numerikus) meghatéarozésa a feladat.

Az optimalis megoldas keresése megegyezik az (&, 5\) nyeregpont keresé-
sével: B .

min L(x,A) = L(&,\) = I}\lg(}){ L(z,\).
Pontosabban szolva (&, A) akkor és csak akkor nyeregpontja L-nek, ha &
primal, A pedig duélis optimalis pont 0 dualitési réssel. A részleteket lasd
Boyd és Vandenberghe [2] konyvében.
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6.5. Feladatok

1.

2.

Igazoljuk, hogy az AT A matrix szorzat felbomlik diadésszegre!

Igazoljuk a Woodbury-egyenlGség altalanos alakjat! Legyenek A, B, (',
C5 és D alkalmas méretii matrixok. Ha

A=B+C,DCy,

akkor
At =p ' -B lcy(D '+ ¢Cy BTy tey BT

Ennek specialis esete a Sherman—Morrison-formula, amikor D = 1.

. A Woodbury-egyenléség felhasznélasaval vezessiik le a (6.21) egyenlGség-

bdl a (6.22) egyenlséget! Hasonldo modon vezessiik le a (6.19) egyenls-
ségbdl a (6.20) egyenldséget!

Igazoljuk, hogy a Gauss-Newton-moédszer megkaphaté a Newton-mod-
szerbél, ha a Hesse-méatrixra a H ~ J ' J kozelitést alkalmazzuk, a gar-
diens vektor pedig g = J "e.

. Igazoljuk a (6.30) és a (6.31) képletekben szerepls konvergencidkat!

. Irjunk programot a gradiens, a konjugalt gradiens, a kvazi Newton-

(BFGS) és a Levenberg-Marquardt-modszerre!
Abrazoljuk az
f(x1,22) = 100(zg — 23)? + (1 — 21)?

an. Rosenbrock-fiiggvényt! Allapitsuk meg, hogy ennek abszolut mini-
muma van az (x1,x2) = (1,1) pontban!

. Alkalmazzuk a minimalizal6 eljarasokat kétvaltozos fliggvényekre! Kezd-

jik ,egyszerd” alaku fiiggvényekkel, majd folytassuk a Rosenbrock-fligg-
vénnyel! Abrazoljuk a minimumot kozelits sorozatot a sikon!
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2.7. Feladatok megoldasa

1. Szakaszonként linearis aktivacios fiiggvény:

0, hax< -1,
p(x)=<z, ha —1<xz<I1,
1, hazx>1.

Arcus tangens fliggvény:

2
() = — arctan(z).
T
Mindkét fliggvény teljesiti a lim,_, o p(x) = —1 feltételt. A Cauchy-
eloszlés eloszlasfiiggvénye:

1 1

= —arct -

o(x) —arc an(z) + 5

Ez a fliggvény a lim,_,_o p(z) = 0 feltételt teljesiti. Minden eloszlés-
fiiggvénybdl (azaz valoszintiségi valtozo eloszlasfliiggvényébsl) készithetd
aktivacios fiiggvény; ezek teljesitik a lim, o ¢(z) = 0 feltételt, de at-

alakithatoak lim,_, o p(z) = —1 feltételt teljesits valtozatta is. Termé-
szetesen a gyakorlatban csak néhany konkrét aktivécios fliggvényt hasz-
nalnak.

173
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2. Hasznaljuk a perceptron betanitasanak leirasat, azaz az alabbit.

~Ha w(n)"x(n) > 0és x(n) € Ay, vagy pedig ha w(n) x(n) <0 és
x(n) € As, akkor
w(n+1) =wn).

~Ha w(n) x(n) <0, de z(n) € A;, akkor:

w(n + 1) = w(n) + n(n)z(n).
~Ha w(n) x(n) >0, de z(n) € As, akkor:

w(n +1) = w(n) —n(n)z(n).

3. Illessziink = w + b alaka (linearis) fiiggvényt az alabbi mért adatokra.
Tegyiik fel, hogy (x(1),d(1)),...,(x(N),d(N)) a megfigyeléseink, ahol
d(i) = f(x(i)) a fiiggvényérték. Ekkor a Least-Mean-Square algoritmus
(més néven Widrow—Hoff algoritmus) az alabbi (lasd [10]).

Legyen w :=0; b:=0; n :> 0.
repeat
fori=1to N
(w',b) := (w',b) +n(d(i) — (w (i) + b)) (x()",1)
end for
until konvergencia kritérium teljesiil
return w, b

4. XOR esetén az igaz halmaza {(1,0), (0,1)}, a hamisé {(1,1),(0,0)}. Ez

a két halmaz nem szeparalhaté linearisan a sikon.
5. x € A esetén a:Twopt + bopt > 0, azaz
bopt < @ Wopt < @] [wops | < .
ahol hasznaltuk a Cauchy-egyenlGtlenséget, valamint az ||| < R és

a ||wept|]| = 1 feltételeket. Hasonloan, x € Ay valasztéassal, bopr < R
adodik.
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3.6. Feladatok megoldasa

1. A tangens hiperbolikus fliggvény:
2

Ezért A (—2x)
, exp(—2x
Innen

(v (n)) = (1+ 9;(v;(n) (1 = ¢;(v;(n))) = (1 +y;(n))(1 = y;(n)).
A §;(n) lokalis gradiens a kimeneti rétegben:

3y (n) = ~ Gk = (0} 13

A lokalis gradiens rejtett rétegben:

5i(n) =@h(vi(n)) D Se(n)wg;(n).

ke{j uténi réteg}

Tehat ebben az esetben a lokalis gradiens szamoldsandl a j neuron y;
outputja kell csupan (és a mar korabban kiszamolt mennyiségek).

2. A tételbeli approximélé fliggvényt egy rejtett rétegii perceptronnal lehet
megvalositani (lasd 7.1. dbra). Az input x1, ..., ZTp,, mig rg = 1 a rejtett
rétegbeni neuronokban a torzitas kezelésére szolgal. w;; az i-edik neuron-
hoz tartozoé sily, amelyek koziil w;g a torzitas. Minden rejtett neuronban
 az aktivacios fliggvény. Az output rétegben egy neuron van, lineéris
aktivacios fiiggvénnyel, a; stulyokkal (amelyek koziil ag a torzitas).

3. A kozelitendd f fiiggvényt kell el6szor a Stone-Weierstrass-tétel segitsé-
gével approximalni. A részleteket lasd Luc Devroye, Laszld Gyorfi, Gabor
Lugosi 28], Theorem 30.4.

4. Az XOR-problémat megoldé halozat vazlata a 7.2. 4bran lathatd. Az in-
put kétdimenzioés. Az input rétegben a beérkezd (x1, z2) jel (0,0), (0,1),
(1,0), (1,1) lehet. Egy rejtett réteg van, két neuronnal. Az output ré-
tegben egy neuron van. Mindhérom neuron transzfer fliggvénye a kiiszob
fliggvény: negativ szdmokhoz 0-t, nem-negativokhoz 1-et rendel.
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ag torzitas

x
. YT\ Y
input z O
vektor \/
Output
neuron
Timg O
mo + 1 Rejtett réteg
elemd mq neuronnal
input réteg
7.1. Abra. A fiiggvényt approximalé MLP
O Neuron 1

Neuron 3

O

Neuron 2

Input Rejtett Output
réteg réteg réteg

7.2. 4bra. Az XOR problémat megoldé MLP

A rejtett rétegben minden suly legyen 1, azaz w11 = wie = we1 = way =
= 1. Neuron 1 torzitésa legyen by = —3/2. Ekkor Neuron 1 outputja
akkor 1, ha x9 > —x1 +3/2. Neuron 2 torzitasa legyen by = —1/2. Ekkor
Neuron 2 outputja akkor 1, ha x9 > —x1 + 1/2.
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Az output neuron (azaz Neuron 3) sulyai legyenek: wsg; = —2, w3y = 1,
torzitasa pedig: by = —1/2. Ez a halozat helyesen osztalyozza a négy
pontot. Valojaban ez a halozat a sik pontjait is osztalyozza, egy sédvhoz
rendeli az 1 értéket, a tobbi sikbeli ponthoz 0-at. Lasd Haykin [18].

5. Hasznaljunk programcsomagot! A Matlab és az R erre alkalmasak. Jar-
junk el hasonléan, mint a kidolgozott példakban!

6. Hasznaljunk programcsomagot! A Matlab és az R erre alkalmasak. Jar-
junk el hasonloan, mint a kidolgozott példaban!

7. Harom halmaz szétvalasztasa MLP segitségével megvalosithaté. Legyen
mindharom halmaz 100 elem® minta kétdimenzios,

06 0
0 0.6
szOrasmatrixt norméalis eloszlasbol. De az elsé halmazban (0,0)" a var-

hato érték vektor, a méasodik halmazban pedig (2,2)7 a varhato érték
vektor, mig a harmadikban (0,2)7. A 7.3. és 7.4. abrakon x jelli az

6,

7.3. abra. Harom normalis eloszlas szeparalasa MLP-
vel: tulillesztett halézat, rosszul altalanosit

els6, * pedig a méasodik halmaz elemeit, mig o a harmadikét. A meg-
konstrualt elvalaszto gorbék jelent&sen kiilonboznek. A 7.3. abréan 3 rej-
tett rétegli MLP szeparalasa lathato. Az els6 rejtett rétegben 4 neuron
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-4 -2 0 2 4 6

7.4. abra. Harom normalis eloszlas szeparalasa MLP-
vel: megfelel6 szamu neuron, jol altalanosit

van logisztikus, a méasodikban 8 neuron tangens hiperbolikus, a harma-
dikban pedig 4 neuron tangens hiperbolikus transzfer fiiggvénnyel. A
kimeneti rétegben 3 neuron van logisztikus transzfer fliggvénnyel. A ta-
nitas Levenberg-Marquardt back-propagation eljarassal tortént. Az elva-
laszto gorbe a tanité pontokat viszonylag helyesen szeparilja, azonban
rosszul altalanosit, nagyon ,bonyolult” az elvilasztas. Ennek oka a bo-
nyolult halézat és a tulillesztés. A 7.4. abran 1évS szeparalas azért sokkal
jobb, mert ugyan az aktuéalis tanité pontokat nem tokéletesen osztja ha-
romfelé, azonban jol altaldnosit. Ezt az eredményt két rejtett réteggel,
azokban 5, ill. 3 neuronnal értiik el. Az els§ rétegben logisztikus, a méso-
dikban tangens hiperbolikus transzfer fiiggvényt hasznalunk. A kimeneti
rétegben 3 neuron talalhato logisztikus transzfer fiiggvénnyel. A tanitas
Levenberg-Marquardt back-propagation eljarassal tortént.

4.7. Feladatok megoldasa

1. Az F(x) = Z;VZI wjo(||x — x;||) alaku fiiggvény, azaz az RBF-interpo-
laci6 a 7.5. abran lathato halézattal valosithatd meg.
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I]D

T
input zo O

vektor
Output
neuron
Linearis
output
LTmg O
mo elemi Rejtett réteg
input réteg N neuronnal

7.5. abra. Az RBF-interpolaciét megvalésité halozat

2. A két feladat és megoldasa Kabanikhin [22] cikkébdl szarmazik.

(a) Be kell latnunk, hogy az alabbi egy rosszul felallitott probléma. Le-
gyven q(x) = f'(x) és tegyiik fel, hogy f(z)-et csak egy kis perturbacioval
ismerjik: fn(z) = f(x) + sin(nz)/y/n.

Ekkor f, — f teljesiil supremum norméban, hiszen f,(z) — f(z) =
= sin(nxz)/4/n nulldhoz tart egyenletesen, ha n — oo. Azonban az f,
derivaltja g,(z) = ¢(x) + y/ncos(nzx), aminek az eltérése g-tol ||qn(.) —
—q(.)]| = V/n|[cos(n.)|| = oo, ha n — oco. Itt ||.|| a supremum normét
jeloli.

(b) Be kell latnunk, hogy rosszul felallitott probléma a Laplace-féle dif-
ferencialegyenletre vonatkoz6 Cauchy-probléma. Legyen u(z,y) a kovet-
kez§ feladat megoldasa:

Vu =0,
u(0,y) = f(y),
ou(0,y)
o

Itt V2u = g%‘ + 32712‘ a Laplace-operator. Legyen f(y) = 1 sin(ny). Be-

T n
latjuk, hogy a fenti probléma megoldasa

1 . e?’L$ + C—TL(E
u(a,y) = - sin(ny) —
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Ugyanis

ou(z,y) 1 . ne"t —ne "

ox = E Sln(ny) D) )
Pu(z,y) 1 . n2e™® 4 ne e
5 = 5, sin(y) 5 :
ou(z,y) n ent 4 e T
Ty = ﬁCOS(nl/)f,
82u(az,y) n2 ] ent + e~ T
R sin(ny) 5 .

Igy belathato, hogy az adott u fiiggvény megoldasa a fenti probléméanak.
Minden z > 0 esetén, n-et elég nagynak vélaszthatjuk ahhoz, hogy f
tetszd6legesen Kkicsi, mig u tetszélegesen nagy legyen.

3. trAB = Zz Zj aijbji = tr BA.

2 r
(2 ()
= (2) e
thin-plate-spline fliggvény grafikonja o = 1 paraméter esetén a 7.6. 4bran
lathato.

4. A

10

2 . . . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

7.6. abra. A thin-plate-spline fiiggvény

5. A megoldas Haykin [18] alapjan. Az XOR-problémat megold6 RBF ha-



4.7. Feladatok megoldasa 181

1 ——] [J Rogzitett input = +1

b (torzitas)

T2 ——{]

Input Lineéris
csomo- Gauss- output
pontok fliggvények neuron

7.7. abra. Az XOR problémat megold6 RBF

lozat vazlata a 7.7. 4bran lathaté. Az input kétdimenziés. Az input ré-
tegben a beérkezd (z1,x2) jel (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) lehet. Egy rejtett
réteg van, két neuronnal. Az output rétegben egy neuron van.

Tehat az XOR esetén az x;, d; tanité pontok:

) 1 2 3 4
z (1,1) (0,1) (0,00 (1,0)
d; 0 1 0 1

Legyen a bazis fiiggvény Gauss-féle:
G(llz — till) = exp(—[lz — i|*),

ahol a kozéppontok: t; = (1,1)7, t = (0,0) ". Olyan

2

y(@) =) wG(|z—ti]) +b

i=1

alaki fiiggvényt kell konstrualni, ami a tanité pontok esetén a megfeleld
outputot adja, azaz

Mivel a G(||x; — t;||) értékek kiszamolhatoak, igy az alabbit kapjuk

w4+ 0.1353w +b=0
0.3678w 4 0.3678w + b =1



182 7. fejezet. Feladatok megoldasa, Gtmutatasok

0.1353w + w+b=0

0.3678w 4 0.3678w + b = 1.
Ez egy tulhatarozott egyenletrendszer, ennek a legkisebb négyzetek elve
szerinti legjobb megoldasa: w = —2.5018, b = 2.8404. Tehat a halozat:

2
y(z) = —2.5018 Y G(||z — t;])) + 2.8404.

=1

6. Hasznaljunk programcsomagot! Jarjunk el hasonl6an, mint a kidolgozott
példakban!

7. Hasznaljunk programcsomagot! Jarjunk el hasonléan, mint a kidolgozott
példakban!

8. Hasznaljunk programcsomagot! Jarjunk el hasonléan, mint a kidolgozott
példakban!

7.8. 4bra. Harom normalis eloszlas szeparalasa RBF-fel

Harom halmaz szétvalasztasa RBF-fel. Legyen mindhédrom halmaz 100
elemd minta kétdimenzios,

0.6 0

0 06

szOrasmatrixt normalis eloszlasbol. Az elsé halmazban (0,0)7 a varhato
érték vektor, a masodik halmazban pedig (2,2) " a varhato érték vektor,
mig a harmadikban (0,2)".
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_3 . . . . ,
-4 -2 0 2 4 6

7.9. Abra. Harom normalis eloszlas szeparalasa MLP-vel

A 7.8. és 7.9. dbrakon x jeloli az elss, * pedig a mésodik halmaz ele-
meit, mig o a harmadikét. A megkonstruélt elvalasztd gorbék jelentésen
kiilonboznek. A 7.8. abran az RBF szeparalasa lathato. Gauss-féle bézis
fliggvény hasznalunk az RBF-ben. Az elvalaszto gorbe a tanité pontokat
viszonylag helyesen szeparalja. A 7.9. dbran 1év§ szeparalds ugyanarra
az adathalmazra vonatkozik, mint az el6z8, csak 6sszehasonlitasképpen
MLP-vel végeztik. Harom rejtett réteg, azokban 3, 9, ill. 3 neuron van,
mindben tangens hiperbolikus transzfer fiiggvényt hasznalunk. A kime-
neti rétegben 1 neuron talalhat6 linearis transzfer fiiggvénnyel. A tanitéas
Levenberg-Marquardt back-propagation eljarassal tortént.

5.5. Feladatok megoldasa

1. Ha o nincs a vagasi hataron, akkor a; # 0 és a; # C. Igy a Kuhn-
Tucker-feltétel (5.45) miatt f(x1) = y1, azaz fgj(x1) = y1 kell legyen.
Mivel az f(x1) = >, yio K (21, 2;) + b képletben most csak az aj-hez
és an-hoz tartozd tagok és b véltozhatnak, ezért a fixen maradé részek
egyenldségét felirva adodik (5.54), azaz

Y = — fregi(@1) +y1—y1 (0 —ai®) K11 —ya (o) —a5®) K1+ b7 (7.1)

Ha as nincs a vagési hataron, akkor az el6z8 gondolatot as-re alkalmazva
a Kuhn-Tucker-feltétel miatt fgj(x2) = yo kell legyen, amibél adodik
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(5.55), azaz
DY = — fregi(@2)+ya—y1 (a)) —a1®) K1 —ya(ah’ — o ®) Koo +58. (7.2)

Ha sem a1, sem as nincs a vagési hataron akkor a két fenti b% érték egy-
beesik. Ugyanis ekkor (5.52) vagas nélkil és (5.53) alkalmazhato. Ezeket
beirva a (7.1) és a (7.2) képletekbe, kapjuk, hogy b% két értéke egybeesik.
Ha mind a7, mind ag a vagasi hatdron van, akkor legyen b 1j értéke a

fenti két bY szamtani kozepe.

2. A 7.10. abra (a) részén a négyzetes e-inszenzitiv veszteségfiiggvény lat-
hato, mig a (b) részén a Huber-féle veszteségfiiggvény. Az e és a c értékét
egyforménak valasztottuk.

(a) (b)

° o ¢ ° RN

7.10. abra. (a) négyzetes e-inszenzitiv veszteségfiigg-
vény, (b) Huber-féle veszteségfiiggvény

3. A 7.11. abra (a) részén a linearis e-inszenzitiv veszteségfiiggvény lathato;
a (b) részén a lineéris és a négyzetes e-inszenzitiv veszteségfiiggvény; a
(c) részén a linearis e-inszenzitiv és a Huber-féle veszteségfiiggvény; a (d)
részén pedig a négyzetes e-inszenzitiv és a Huber-féle veszteségfiiggvény.
Az € és a c értékét egyformanak vélasztottuk.

4. Négyzetes e-inszenzitiv veszteségfiiggvény. Minimalizaljuk a

yi— (Y, x) —b<e+¢&, i=1,...,N,
<¢7$i>+b_yi§€i+fi, 1i=1,...,N,
&>0, i=1,...,N,
& >0, i=1,...,N
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(a) (b)
————— quadratic !
\ \
0 X o ¢ e 0 ¢
© (d)
L |
W quadratic
N=-===-#uwer | o/ || ===== Huber
\\\\ )
0 0 f
-c 0

7.11. Abra. A linearis és a négyzetes e-inszenzitiv veszte-
ségfiiggvények, valamint a Huber-féle veszteségfiiggvény

feltételek esetén a

N

2,66 = (Z(&?

=1

- <5:>2>> + 5 )

célftiggvenyt (lasd [49]).

Ez az ismert konvex optimalizélasi probléma, amire alkalmazhatjuk a
Kuhn-Tucker-tételt. Vezessiik be az «;, o, B;, B8] nem-negativ multipli-
katorokat. Ezekkel irjuk fel a Lagrange-fliggvény. Ezt 4, b, &;, & szerint
minimalizalni kell. Az igy kapott kvadratikus programozasi feladat az
alabbi. Maximalizalandé a

N N
*
= § yi(ai_az E € az+@
i=1 =1

1 (X N N
- 5 Z(al _O‘?)(aj _a]) m’wxj Z Z(ai)Q
i,j=1 i=1 z=1
fliggvény a
N
> (o —af) =0
i=1
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feltételek mellett.

Ennek megoldasaval végiil a regresszios hipersik a kovetkezd
N

F(@) = 3 (a}® — ad) (@, @) + 1.

i=1

5. Huber-féle veszteségfiiggvény. Legyen

2
clel — %, ha |z|>c,

Flz)=4,, 2
517, ha |z| <ec.

Minimalizaljuk a
N

B(,6,67) = O3 (F(&) + FIE) + 5 ()

i=1

célfiiggvényt az

yi — (Y,x) —b< &, i=1,...,N,
(W,z;)) +b—y; <&, i=1,...,N,
&>0, i=1,...,N,
& >0, i=1,...,N.

feltételek esetén (|49]).

Ez az ismert konvex optimalizélasi probléma, amire alkalmazhatjuk a
Kuhn—Tucker-tételt. Vezessiik be a nem-negativ multiplikdtorokat. Ezek-
kel irjuk fel a Lagrange-fiiggvény. Ezt 1, b, §;, & szerint minimalizalni
kell. Az igy kapott kvadratikus programozasi feladat az alabbi.

Maximalizalando a

N
W(a,a™) = Zyi(a;‘ —a;)—
i=1

N N N
1 * * C * C
5 Z (ai — a7)(a; — o) (s, ;) + bol Z(%’)Q + bl Z(ai)Q
i,5=1 =1 i=1
fliggvény a
N
D (i —af) =0
i=1
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feltételek mellett.
Ennek megoldésaval végiil a regresszios hipersik a kovetkezs

N
(wo, @) +0° = (o} —af) (@, x;) + .

=1

6. (a) Haladjunk részintervallumonként! (b) Mutassuk meg, hogy d = 1 ese-
tén érvényes az allitds. Egy d-edfoki spline d — 1-edik derivéltja elsGfoki
spline. A részleteket lasd [27].

7. Az adott pontokat 6sszekotd torottvonalat kapunk.

8. A By fiiggvény a [—0.5,0.5] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszi-
ntiségi valtozo strtiségfiiggvénye. Ennek 0 a varhato értéke és 1/v/12
a szorasa. Igy a konvolucios képlet miatt a By fiiggvény d + 1 szamu,
fiiggetlen, a [—0.5,0.5] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi
valtozd Osszegének stirtiségfiiggvénye. Ezen Osszeget jeldlje £441. Ennek
standardizaltja £441/+/(d 4+ 1)/12. Jeldlje f; ezen standardizalt striiség-
fiiggvényét. Ekkor a kozponti hatareloszlas-tétel lokalis alakja (lasd [13])
miatt .

: _ —x2/2

dli{go fd(x) - me / )
és a konvergencia x-ben egyenletes. A limesz a standard normalis st-
riiségfiiggvény. Azt tudjuk, hogy &441 strtségfiiggvénye a By fiiggvény.

Masrészt viszont €441 stirtségfiiggvénye d,lT?l fa (, / %x) Ezekbdl és
az el6bbi limesz relaciobol adodik, hogy

) 6 6u?
Jm Ba(u) = \/MGXp{d+l}’

azaz (5.64). By és Bs grafikonja és a kozelitd normaélis strtseégfiiggvény
a 7.12. abran lathato.

9. Haladjunk indukciovall d = O-ra és d = 1-re (5.65) kozvetleniil ellen-
6rizhets. Tegyiik fel (5.65) igaz voltat d-re. Szamitsuk ki a Bgii-et a
o0
But1(u) = [ Bg(u — t)By(t) dt konvolucios képlettel gy, hogy By a
—00
definicio6 szerinti, mig B,y az (5.65) szerinti, azaz

By(u) = di (—d1!)’“ (d;f 1> <u + % — r)d : (7.3)

r=0 +
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1 it
- - -Gauss
0
1 %
- - -Gauss
) /\

7.12. abra. A By spline fiiggvény és a kozelité Gauss-
féle strtiségfiiggvény, d = 1,3

Kideriil, hogy a konvolicios képletben

yi d+1 d
/(u—t++—r> Bo(t)dt:
2 +

1 u—i—w—r dH— ! u+d+2—(r+1) .
S d+1 2 L d+1 2 L

A kapott tagokat Osszegezve és a (djl) + (gf%) = (de) képletet alkal-
mazva adodik (5.65) d + 1-re.

Két halmaz szétvalasztasa SVM segitségével. Legyen

2 15 35 -1
D“‘Q5 2>’lb_<4,39'

Legyen az egyik halmaz 200 elemt minta kétdimenzios, (0,0) varhato
érték vektoru és Dy szordsmatrixa normalis eloszlasbol. A méasik halmaz
pedig szintén 200 elemt minta kétdimenzios, (2,2)" varhato érték vekto-
ra és Do szordsmatrixt normalis eloszlasbol. Ez a két halmaz nem szepa-
ralhato lineédrisan, igy a linearis magfiiggvényd SVM mindig helyteleniil
szeparalta 6ket. Az abrakon x jeldli az elsd, o pedig a mésodik halmaz
elemeit. A megkonstrualt elvilaszté gorbék kiillonboznek. A 7.13. abrén
kvadratikus magfiiggvényd és SMO-val betanitott SVM szeparalésa sze-
repel. A 7.14. abran pedig harmadfoku (polinom) magfiiggvényt és SMO
modszerrel betanitott SVM szeparalasa.
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quadratic SVM

_ot

4
24

7.13. 4bra. Két normalis eloszlas szeparalasa kvadrati-
kus SVM-mel

cubic SVM

7.14. abra. Két normalis eloszlas szeparalasa harmad-
foka SVM-mel

A 7.15. dbran Gauss-féle radialis bazis fiiggvény magfiiggvényd és SMO-
val betanitott SVM szeparalésa lathato. A 7.16. abran MLP magfiige-
vény( (pontosabban szdlva tangens hiperbolikus fiiggvényt hasznalo) és
SMO modszerrel betanitott SVM szeparalasa szerepel.

Szamos futéas tapasztalata: a kvadratikus és a harmadfoku polinom, vala-
mint az RBF magfiiggvény esetén az SVM ezt a szeparélast szinte mindig
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jol oldja meg, MLP magfiiggvény esetén viszont a megoldas nem kielégits
(s6t gyakran igen rossz).

RBF SVM

-2

-4
24

7.15. Abra. Két normalis eloszlas szeparalasa RBF
SVM-mel

MLP SVM

4

7.16. &bra. Két normalis eloszlas szeparalasa MLP
SVM-mel

11. Az el6z6 feladatban generalt két mintat hagyomanyos RBF-fel és MLP-
vel is szeparaltuk. A 7.17. abran Gauss-féle magfiiggvényti RBF szepa-
ralasa lathato. A 7.18. abran az MLP szeparalasa szerepel. Az alkal-
magzott tobbrétegli perceptronban 2 rejtett réteg volt, rétegenként 12,
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_ot

4
24

7.17. Abra. Két normalis eloszlas szeparaliasa RBF-fel

MLP1

2+

4
24

7.18. abra. Két normalis eloszlas szeparaliasa MLP-vel

ill. 8 neuronnal, tangens hiperbolikus transzfer fiiggvénnyel. A betanitas
Levenberg—Marquardt-modszerrel tortént.

Szamos futas tapasztalata: az RBF ezt a szeparalast szinte mindig jol
oldja meg. Az MLP az esetek tébbségében jol szeparal, de néha nem tudja
megoldani a feladatot. Mas felépitésti MLP-vel is hasonl6é eredményre
jutottunk.

12. Hasznaljunk programcsomagot! Jarjunk el hasonléan, mint a kidolgozott
példakban!
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13. Hasznaljunk programcsomagot! Jarjunk el hasonléan, mint a kidolgozott
példakban!

6.5. Feladatok megoldasa

1. Az AT A matrix i, k-adik eleme: Zj ajiajk, ahol a;, az A matrix jk-adik
eleme. Most jelolje A sorvektorait (de oszlopként irva) aq, ..., a,. Ekkor
ezek diadosszegének i, k-adik eleme:

E al — E s
a]a] — a,]lajk.
J J

ik
Tehat igazoljuk, hogy az AT A matrix szorzat felbomlik A sajat sorvek-
torainak diddosszegére!

2. Legyenek A, B, (1, Cs és D alkalmas méretii matrixok. Legyen
A=B+C1DC, .
Be kell latni, hogy
At=pBt-Blcy(D '+ Cy BTy te) BT

Szorozzuk Ossze a fenti két egyenléség jobb oldalait (és jeloljiik a szorza-
tot X-szel):

X = [B—l B o+ CTB_lC)_lCTB_l} [B n CDCT] -
—I-B e '+c'BO) e +BleDCT -

B-1C(D-14+CTB-1C)-1D-1DCT
- B lc(pt+c'Blo)y "B leDCT.

A masodik tagot azért bévitettitk D~ D-vel, hogy dssze tudjuk vonni a
negyedik taggal:

X =I-B ¢ '+c"B o)y (D' +cTB'C)DCT+B~tCDCT.
A maésodik tagban két tényezs egymaés inverze, igy
X=I-B"'cDC" +B7'CDCT =1.

Ezzel igazoltuk a Woodbury-egyenlgség altalanos alakjat. Ennek specialis
esete a Sherman-Morrison-formula, amikor D = 1.
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3. Kozvetlen szamolas.

4. Négyzetes hibafiiggvény esetén a gradiens vektor g = J"e. A négyzetes
hibafiiggvény esetén a Hesse-matrixra a H ~ J'.J kozelitést alkalmaz-
hatjuk. Ezeket a Newton-modszer

w(n +1) = w(n) — [H(wm)| glwn)
képletébe beirva kapjuk a Gauss-Newton-modszer képletét:
wn+1)=w(n)— (J(n) J(n)"1J(n) e(w(n)).

5. A (6.30) és a (6.31) képletekben szerepls konvergencidkat a teljesen fiig-
getlen esetben megkaphatjuk a nagy szamok erds torvényébdl. Az ugyanis
azt allitja, hogy fiiggetlen azonos eloszlast valoszintségi valtozok szam-
tani kozepe 1 valészintiséggel konvergal a kozos varhato értékhez.

6. Lasd [14, 16, 40).

7. Az f(x1,22) = 100(x9o—22)%+(1—21)? Rosenbrock-fiiggvénynek abszolit
minimuma van az (x1,z2) = (1,1) pontban. Hiszen egyrészt ebben a
pontban a fiiggvény értéke 0, aminél kisebb értéket a fiiggvény nem vesz
fel. Masrészt, ha valahol a fiiggvény érték 0, akkor ott (1 — 21)? = 0,
amibdl 21 = 1. De ha a fiiggvényérték 0, akkor ott (z2 —x2)% = 0, amibd]
Ty = 22 = 1. Igy (21,22) = (1,1) egyediili abszolit minimumhely. A
Rosenbrock-fiiggvény grafikonja a 7.19. Abran lathato.

2000

f(x.y)

7.19. 4bra. A Rosenbrock-fiiggvény grafikonja

8. Alkalmazzunk sajat programot, vagy programcsomagot!
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