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Lagrange-interpolacio

Példa

Hatdrozzuk meg a (—2,-5),(—1,3),(0,1),(2,15) pontokra illeszkeds
minimalis fokszami polinomot!

Megoldas. Készitsiik el az osztott differencidk tdblazatat!
Az els6 két oszlopba az alappontok és a megfelel6 fuggvényértékek
keriilnek:

-2 | -5
-1 3
0 1
2| 15
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Szamitsuk ki az elsérend(i osztott differencidkat!

2| -5
3(5) _
T2 =8
“1] 3
1-3  __
0—(-1) — —2
0| 1
15-1 __
2—-0
2| 15
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Szamitsuk ki a masodrend(i osztott differencidkat!

—2| -5
8
—2-8 __
~1| 3 g =-5
—2
7-(-2) _
0| 1 =3
7
2| 15
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Szamitsuk ki a harmadrendi(i osztott differenciat!

-2 | =5
8
-1 3 -5
SR =S B
0 1 3
7
21 15
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A tabldzat felsd élét haszndlva irjuk fel a polinomot!

-2 | -5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2| 15

L3(x) = —54+8(x +2)-5(x+2)(x+ 1)+ 2(x +2)(x + 1)x
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Megj.:

A Lagrange-polinom nem fiigg az adatok sorrendjétdl, igy valaszthattuk
volna a tablazat alsé élét is:

-2 | -5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2| 15

L3(x) =154+ 7(x —2) + 3(x — 2)x + 2(x — 2)x(x + 1)

Mindkét esetben
L3(x) = 2x> +x* = 3x + 1
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Feladat

(1) Irja fel az aldbbi pontokra illeszkedd minimalis fokszamii polinomot!

() (-3,-6), (-2,-17), (1,6, (1.2}, (2,19)

(b) (~3,-31), (-2,-8), (1,1), (2,22),

(c) (=2,-13), (-1,-4), (1,2),

(d) (=2,-5), (=1,3), (0,1), (2,15),

(e) (_174) (1)2) (2’ 10) ( )4 )

(f) (=2,38), (=1,5), (1,-1), (2,-10), (3,-7),
() (=2,-33), (-1,-2), (1,6), ( 7), (3,-18),

(h) (~3.-200), (-2, ~43), (-1, -1), (1, ~1), (2, ~19).
(2) Hatarozzuk meg a (—2,—6), (0,4), (1,—3), (2, —10) pontokra

illeszked6 minimalis fokszamd polinomot! Hatdrozzuk meg azt a
minimalis fokszamii polinomot, amely az el6z6 pontokon kiviil athalad

a (—1,2) ponton is!

v
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Lagrange-interpolacié Matlab-bal

A polyfit fliggvény

polyfit(x,f,n-1) Ha x és f n-elemi vektorok, akkor megadja annak a
legfeljebb (n — 1)-edfokd polinomnak az egyiitthatdit, amely illeszkedik az
(xi, ), i=1,...,n adatokra.

Példa

Hatarozzuk meg Matlab-bal a (—2,-5),(—1,3),(0,1),(2,15) pontokra
illeszked6 minimalis fokszamu polinomot!

Megoldas.

>>x=[-2, -1, 0, 2];
>>f=[-5, 3, 1, 15];
>>p=polyfit(x,f,3)
p=
2.0000 1.0000 -3.0000 1.0000

Baran Agnes Numerikus Matematika 6.-7. Gyakorlat 9 /40



Abrézoljuk a pontokat és az illesztett fliggvényt!

x=[-2, -1, 0, 2];

f=[-5, 3, 1, 15];
p=polyfit(x,f,3);
xx=linspace(-2.5,2.5);
yy=polyval(p,xx) ;

figure; plot(x,f,'*',xx,yy)

A polyval fliggvény:
yy=polyval(p,xx) ;

a p egyutthatdjd polinom értékeit adja az xx vektor koordinataiban.
(p-ben a polinom egyiitthatdi a féegyiitthatéval kezdve szerepelnek)
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x=[-2, -1, 0, 2];

t=[-5, 3, 1, 15];
p=polyfit(x,f,3);
xx=linspace(-2.5,2.5);
yy=polyval(p,xx) ;

figure; plot(x,f,'*',xx,yy)

40

30 -

20 -
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Fontos! Ha a polyfit fiiggvényben nem megfelelGen irjuk el6 a polinom
fokszamat, akkor a polinom nem feltétleniil illeszkedik az adatokra.

x=[-1 01 2 3]; £=[-10 -4 -1 0 4]; p=polyfit(x,f,2);
xx=linspace(-1.2,3.2); ff=polyval(p,xx);
figure; plot(x,f,'*',xx,ff)
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Feladat
Rajzoltassuk ki kozos abrara az alabbi 3 fliggvényt:

@ az

1
)= 13%a
fliggvényt a [—1, 1] intervallumon
e az f fliggvény
-1,-0.8,-0.6,...,0.6,0.8,1
egyenld 1épéskozii (ekvidisztans) alappontokhoz tartozd
Lagrange-polinomjat

o az f fiiggvény

2k —1
xk:cos( w), k=1,2,...,11

22

alappontokhoz (Csebisev-pontok) tartozé Lagrange-polinomjat.
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ekvidisztans pontok
Csebisev-pontok
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Hermite-interpolacid

Példa

Hatdrozzuk meg az alabbi adatokra illeszked minimdlis fokszamd
polinomot!

X; 2| -1| 1
f(X,‘) —10 —2
f(x) | =20 | 10| 10
F7(x;) ~16

Megoldas. Az illeszkedési feltételek szama: m =7, igy az
Hermite-polinom legfeljebb 6-odfokd lesz.

Készitsiik el az osztott differencidk tablazatat!
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A kiindulé adatok:
Xi -2 -1 1
fli) | —10 | —2
f(x;) | —20 | 10 | 10

f”(X,') —16
-2 | —-10
—20
-2 | -10
-1 =2
10
-1| -2 —8
10
-1] =2
1 2
10
1 2
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Szamoljuk ki a hidnyzd értékeket!

-2 | —-10
—-20

-2 | —-10

-1 -2
10

-1 -2 —8

10

-1 -2

1 2
10

1 2

[m] = = =
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A hidnyzé els6rendii osztott differencidk:

-2 | —-10
—20

-2 | —-10
8

-1 -2
10

-1 -2 —8

10

-1 -2
2

1 2
10

1 2

[m] = = =
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A hidnyzé masodrendii osztott differencidk:

-2 | —-10
—20
-2 | —-10 28
8
-1 -2 2
10
-1 -2 —8
10
-1 -2 —4
2
1 2 4
10
1 2

[m] = = =
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A harmadrend( osztott differencidk:

-2 | -10
—20
-2 | —-10 28
8 —26
-1 -2 2
10 —10
-1 -2 —8
10 2
-1 -2 —4
2 4
1 2 4
10
1 2

[m] = = =
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A negyedrendii osztott differencidk:

-2 | —-10
—20
-2 | —-10 28
8 —26
-1 -2 2 16
10 —-10
-1 -2 -8 4
10 2
-1 -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2

[m] = = =
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Az otodrendll osztott differencidk:

-2 | -10
—20
-2 | —-10 28
8 —26
-1 -2 2 16
10 —10 —4
-1 -2 -8 4
10 2 -1
-1 -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2

[m] = = =
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A hatodrendli osztott differencia:

-2 | -10
—20
-2 | —-10 28
8 —26
-1 -2 2 16
10 —10 —4
-1 -2 -8 4 1
10 2 -1
-1 -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2

[m] = = =
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-2 | -10
—20
-2 | -10 28
8 —26
-1| =2 2 16
10 —10 —4
-1| -2 -8 4 1
10 2 -1
-1| -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2

H(x) =—10 — 20(x + 2) 4 28(x + 2)>—26(x + 2)*(x + 1)
+16(x + 2)3(x + 1)>—4(x +2)*(x + 1)3
+1(x +2)%(x+1)3(x — 1)
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Feladat

Hatarozza meg az alabbi adatokra illeszked6 minimalis fokszamdu

polinomot!
X -1 1 2 X —2 -1 1
(a)  f(x) 41 6| 9 (b) f(xi) 13 3
fi(x) | 917|213 fi(x) | =31 | 14|18
" (x;) —40 )
Feladat

I/rja fel az f : R — R differencialhaté fiiggvény xg-beli érintGjének az

egyenletét!
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Spline interpolacié Matlab-bal

Példa

Hatdrozzuk meg az alabbi adatokhoz tartozé harmadfoki spline-t!
xi||—2|-110]1| 2|3
S 4 1714|1219
S"| 15 8

Megoldas. Haszniljuk a Matlab spline fiiggvényét!

p=spline(x,y)

El6allitja a szakaszonként harmadfokd spline egyiitthatéit. Itt x az
alappontok vektora, az y vektor elsé és utolsé koordinatdja a két
végpontban adott derivaltérték, a tobbi koordinata a fliggvényértékek.
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>>x=-2:3; y=[154 1 7 4 12 9 8]; p=spline(x,y)

p:

form:
breaks:
coefs:
pieces:
order:
dim:

lppl

[-2 -1 01 2 3]
[5x4 doublel]

5
4
1

A spline egyutthatéi:

>> p.coefs

ans =
19.0000
-12.0000
11.0000
-12.0000
15.0000
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-37.0000
20.0000
-16.0000
17.0000
-19.0000

15.0000
-2.0000
2.0000
3.0000
1.0000

4.0000
1.0000
7.0000
4.0000
12.0000
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Figyeljiink arra, hogy a polinomok egyiitthatdit a részintervallumok
kezdopontjaihoz viszonyitva kapjuk!

Az 5 illesztett polinom:

pi(x) =

p2(x) =
p3(x) =
pa(x) =

ps(x) =

19(x 4+2)% = 37(x +2)? + 15(x +2) + 4
—12(x+ 13 +20(x +1)? —2(x + 1) +1
11x3 —16x2 +2x + 7
—12(x—1)34+17(x —1)2 +3(x — 1) + 4
15(x —2)3 —19(x — 2)2 + (x —2) + 12

Ellendrizzik az illeszkedési feltételeket!
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Ha nem az egyutthatdkat szeretnénk tudni, hanem a spline értékét
valamely pont(ok)ban, akkor

yy=spline(x,y,xx)

ahol x és y az el6bbi vektorok, xx azon pontok vektora, ahol a
helyettesitési értéket keressuk. Ekkor yy-ba keriilnek a kiszamolt
fuggvényértékek.

>> x=-2:3;

>> y=[154 17 4 12 9 8];

>> xx=linspace(-2.1,3.1);

>> yy=spline(x,y,xx);

>> plot(x,y(2:end-1),'*',xx,yy)
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x=-2:3;

y=[16 4 17 4 12 9 8];
xx=linspace(-2.1,3.1);
yy=spline(x,y,xx);

plot(x,y(2:end-1),'*',xx,yy)

12 /)‘\
10| /
[\
|/
8l /
/
/
f“\ /
6 / /
N /
N\ / \ /
[\ / \ }/
4 ¥ \ e
I \
[\
2 \\
0 . . .
-3 2 0 1 2 3
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Az elébb adbrazolt spline 1. derivaltja:

I I I I
0 1 2 3 4
=] F = = £ DA
Baran Agnes Numerikus Matematika




A 2. derivalt:

60

40 4

40 - 4

80 L L L L L
-2 -1 0 1 2 3 4

Ez még mindig folytonos, de a részintervallumok hatdrainal toréspontja
van.
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Megj.

Ha a spline fliggvényt olyan x és y vektorokkal hivjuk, amelyek
ugyanannyi koordinatat tartalmaznak, akkor a hidnyzé két feltételt a
Matlab azzal helyettesiti, hogy az els6 és utolsé két részintervallum
taldlkozasanal a harmadik derivéltat is folytonosnak tekinti.

x=-2:3;

y=[4 17 4 12 9];
xx=linspace(-2.1,3.1);
yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y,'*',xx,yy)
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x=-2:3;

y=[4 1 7 4 12 9];
xx=linspace(-2.1,3.1);
yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y,'*',xx,yy)

16
14+
/ /\\
/ \
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\
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/ \
/ \
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/ \
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8 /
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Az elébb adbrazolt spline 1. derivaltja:

o <& = = z 9ac
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A 2. derivalt:

50

40

30

20

-20

-30

-40

-50

Most az els6 és utolsé osztépontban (—1-ben és 2-ben) mdr nincs
toréspontja.
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Feladat
Rajzoltassuk ki kozos abran az alabbi 3 fiiggvényt:

@ az

1
) =1
fliggvényt a [—1, 1] intervallumon
e az f fiiggvény
~1,-0.8,-0.6,...,0.6,0.8, 1
egyenld |épéskozii (ekvidisztans) alappontokhoz tartozd
Lagrange-polinomjat
e az f fliggvény
-1,-0.8,-0.6,...,0.6,0.8,1

alappontokhoz tartozé harmadfokd spline polinomjat. (A
végpontokban a derivaltértékeket tekintsiik 0-nak.)
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agrange
spline
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0.4

0.6

0.8

DA



Feladat

Az abran ldthaté csiszda csiszéfeliiletét szeretnénk elkésziteni két
darabbdl Ggy, hogy az A és C helyeken siman csatlakozzon a vizszintes
felliletekhez, illetve a két lemez is minél simabban csatlakozzon egymashoz
B-ben. frja fel azt a fuggvényt, ami a csiszdfeliilet lefutdsat modellezi!
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Feladat

Az dbran lathatd két dtszakasz (Leis ut, Felis at) egymashoz kozelebbi
végei kozott szeretnénk utat épiteni Ugy, hogy az igy kapott Uit menetében
ne legyen torés. Adja meg a hidnyzé ltszakasz nyomvonalat leiré
fuggvényt!
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