Matematika Mérnokoknek 1.

Baran Agnes

Gyakorlat
Numerikus matematika
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Lebegbpontos szamok

Példa

a=2,t=4, k.= -3, ky =2 esetén mi lesz a 0.1875 lebegbpontos
alakja?

Megoldas.

1875
375
75

5

0

0.187510 = 0.0011,

Normalizdlds utidn: 272 -0.1100

—_—_o o
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Példa
a=2t=4, k.= -3, ky =2 esetén mi lesz a % lebegépontos alakja? J

Megoldas.

3333...
6660...
3333...
6660...
3333...

_— o R ol

0.3333...1p = 0.0101010...»
Normalizdlds utan: 2-1.0.101010...

Levadgds esetén: 271 .0.1010
Szabalyos kerekités esetén: 271 .0.1011
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Feladat

*(a) a=2,t =4, k- = -3, ky =3 esetén mi lesz az alabbi szamok
lebegépontos alakja?

1
.937 A . —, 2.62
0.9375, 0.1, 0.6, 3’ 625,
(b) Adott a, t, k_ és ky mellett irja fel a legnagyobb dbrazolhatd
lebegépontos szamot (Mx,), a legkisebb pozitiv normalizalt
dbrazolhatd szamot (ep), illetve az 1 jobb- és baloldali szomszédjat!

(c) Adott a, t, k_ és ky mellett hany darab pozitiv lebegépontos szam
irhatd fel?

(d) a=2,t=4, k- = -3, ky =2 esetén dbrdzolja szimegyenesen az
osszes pozitiv lebegbpontos szamot!
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Feladat

*(1) Olvassa el a Matlab eps fiiggvényének help-jét.

*(2) Vizsgalja meg szamitégépén a 0.4 — 0.5 + 0.1 == 0 logikai kifejezés
értékét! Mi lesz a 0.1 — 0.5 + 0.4 == 0 logikai kifejezés értéke?

*(3) Legyen x = 1/3. Ciklusban futtassuk le negyvenszer az x = 4x — 1
utasitast, ami elméletileg az x = 1/3 értéket adja vissza. Mit
tapasztalunk a gyakorlatban?

*(4) Vizsgélja meg szamitégépén a 100 + 1 == 10%°, 10%° + 10 == 10%,
1020 + 100 == 10%°, 10%° 4 1000 == 10%° és 10%° + 10000 == 10%°
logikai kifejezések értékét!
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Feladat

*(5) Az aldbbi algoritmus elméletileg minden x > 0 esetén az x eredeti
értékét adja vissza. Vizsgdlja meg mi torténik a gyakorlatban, ha az
algoritmust x = 1000, x = 100 kezd&értékkel futtatja! Mi az oka a
tapasztalt jelenségnek?

for i=1:60
x=sqrt(x) ;

end

for i=1:60
X=xX"2;

end

eX—1

(6) Ismert, hogy limy_o &1 = 1. Szdmitsa ki Matlab-bal az
hanyados értékét egyre csokkené x értékek esetén! (x =1
kezdéértékkel x-et 40-szer, 200-szor, 2000-szer felezgetve irassa ki a
kifejezés értékét!) Magyardzza meg a tapasztalt jelenséget!
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Feladat
*(7) Oldja meg Matlab-bal az Ax = b linedris egyenletrendszert, ha

1 0.99 1.99 . 1.98
A‘<0.99 0.98)’ b‘(1.97>"”' b_<1.98)’
(8) Szdmitsa ki a 6 x 6-os Hilbert-matrix kondiciészamat! (Hasznélja a
cond és hilb MATLAB-fiiggvényeket!) Legyen B egy 6 x 6-o0s

véletlen matrix (haszndlja a rand fiiggvényt), szadmitsa ki B
kondiciészdmat is (végezzen tobb kisérletet)!
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Feladat

*(9) Allitsa el a kovetkezd A € R100%100 mzirixot és b € R0 vektort, és
a backslash operatort hasznilva oldja meg az Ax = b
egyenletrendszert. Ezutan perturbalja a b vektort, pl. 1 helyett legyen
b(100) = 1.00001 és oldja meg a rendszert tjra. Szdmitsa ki az A
kondiciészamat.

1, ha i =],
aj =14 -1, hai<j, b:(—98,—97,...,0,1)T.
0, egyébként,
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Legkisebb négyzetes kozelitések, polinomidlis modell
Példa

Hatdrozzuk meg az alabbi adatokat legkisebb négyzetes értelemben
legjobban kozelito egyenest!

|1 11 1.1 12 13 14 15 16 17 18 19 2
/8 89 9 98 10 11 115 115 125 13 137 14

v

Megoldas. Hasznaljuk a polyfit fliggvényt!
p=polyfit(t,f,m)
megadja a (t;, f;) adatokra legkisebb négyzetes értelemben legjobban

illeszkedd legfeljebb m-edfoki polinom egylitthatdit a féegylitthatdval
kezdve.

>> t=[1 1.1 1.1:0.1:2];
>> f=[8 8.9 9 9.8 10 11 11.5 11.5 12.5 13 13.7 14];
>> p=polyfit(t,f,1)
p=
5.8235 2.5338
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A keresett egyenes egyenlete:
f(t) = 5.8235t 4 2.5338

Ha 4brazolni szeretnénk az adatokat és az illesztett egyenest, akkor
haszndlhatjuk a refline fiiggvényt. Ennek els6 argumentumaként az
egyenes meredekségét, masodikként a konstanstagot kell megadni, azaz
pontosan a p vektort:

>> figure; plot(t,f,'*');
>> hold on; refline(p)

Masik lehetéség (ami tetszbleges polinom esetén alkalmazhatd):

>> xx=linspace(0.9,2.1);
>> yy=polyval(p,xx);
>> figure; plot(t,f,'*',xx,yy)

A polyval fliggvény a p egyiitthatdju polinom értékeit adja az xx-ben
adott helyeken.
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*Feladat

Hatdrozzuk meg az alabbi adatokat legkisebb négyzetes értelemben

legjobban kozelité masodfoki polinomot!
t,-|2.1 22 23 23 25 26 28 29

fil25 2 25 27 3 4 54 7

L % L L L L L L L
2 2.1 22 23 24 25 26 2.7 28 2.9 3
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Legkisebb négyzetes kozelitések

Példa

Hatarozzuk meg az aldbbi adatokat legkisebb négyzetes értelemben
legjobban kozelitd

F(t) = x1 + x cos(mt) + x3 sin(rt)
alakd modell paramétereit!

|01 05 12 15 2 21 24 3 32
;139 26 -08 03 32 38 32 -07 -09

Megoldas. A paramétereket az
ATAx = ATF
Gauss-féle normalegyenlet megolddsa szolgiltatja.
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ATAx = ATf

ahol
1 cos(wty) sin(mty) f
1 cos(wty) sin(mt f; X1
A (mt2) sin(mty) RPN B R
: ; X3
1 cos(mtg) sin(mtg) fo

Allitsuk el8 a megadott adatokbdl az A mitrixot:

>> t=[0.1 0.51.21.522.12.433.2]";
>> f=[3.9 2.6 -0.8 0.3 3.2 3.8 3.2 -0.7 -0.9]"';
>> A=[ones(9,1), cos(pi*t), sin(pi*t)];
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Oldjuk meg a normalegyenletet!

>> x=(A'*A)\ (A'*f)
X:

1.4372
2.0310
1.1711

A legjobban illeszked6 adott alaki modell tehat:

F(t) = 1.4372 4 2.0310 cos(7t) + 1.1711sin(wt)

Abrézoljuk az adatokat és az illesztett modellt!
>> xx=linspace(0,3.3);

>> yy=x(1)+x(2) *cos (pi*xx)+x(3) *sin(pi*xx) ;
>> plot(t,f,'*',xx,yy)
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t=[0.1 0.5 1.2 1.5 2 2.1 2.4 3 3.2]"';
f=[3.9 2.6 -0.8 0.3 3.2 3.8 3.2 -0.7 -0.9]"';
A=[ones(9,1), cos(pix*t), sin(pixt)];
x=(A"*A)\(A'*f);

xx=1linspace(0,3.3);
yy=x(1)+x(2) *cos (pi*xx)+x(3) *sin(pi*xx) ;
plot(t,f,'*' ,xx,yy)
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Feladatok

*(1) Hatarozza meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban kozelité
egyenes egyenletét!

| 1 12 14 14 15 1.7 19 2
il62 7 8 79 84 92 10 106

*(2) Hatarozza meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd
harmadfokd polinomot!
t;‘0.5 08 11 13 15 17 19 21 2.3
fi]25 23 18 13 09 04 01 -0.05 -0.01

*(3) Hatadrozza meg az aldbbi adatokat legjobban kozelitd

F(t):a—i—?

alaki modell paramétereit!
ti ‘ 1 12 14 14 15 17 19 2 21 22
f; ‘ 42 38 34 33 33 3 28 28 275 27
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Feladatok

*(4) Hatdrozza meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban kozelité
F(t) = xasin(t) + x2sin(2t) + x3 sin(3t)

alakd modell paramétereit!

G ‘ 0.1 0.5 1.2 1.5 2 2.1 2.4 3 3.2 3.4 3.8 4 4.2 4.6 5
fi ‘ 1 4.1 3 1 -1.5 -1.6 -1.7 -0.4 0.1 0.7 1.6 1.8 1.6 0.2 -2.5
(5) Hatdrozza meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban kozelité
F(t) =x1 + len(t)
alaki modell paramétereit!
ti ‘ 01 05 12 15 2 21 24 3 32
fi-06 15 25 29 32 33 35 38 39
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Lagrange-interpolacio

Példa

Hatdrozzuk meg a (—2,-5),(—1,3),(0,1),(2,15) pontokra illeszkeds
minimalis fokszamu polinomot!

Megoldas. Készitsiik el az osztott differencidk tablazatat!
Az els6 két oszlopba az alappontok és a megfelel6 fuggvényértékek
kertilnek:

-2 | =5
-1 3
0 1
2| 15
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Szamitsuk ki az elsérendli osztott differencidkat!

2| -5
3(5) _
T2 =8
1] 3
1-3  __
0—(-1) — —2
0| 1
15-1 __
2—-0
2| 15

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.
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Szamitsuk ki a masodrend(i osztott differencidkat!

2| -5
8

-1] 3 0:%:3):—5
—2

7—(=2

o] 1 =3 =3
7

2| 15

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.
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Szamitsuk ki a harmadrendii osztott differencidt!

—2|-5
8
-1 3 -5
2 EEee
0 1 3
7
2| 15
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A tablazat fels6 élét haszndlva irjuk fel a polinomot!

-2 | -5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2| 15

L3(x) = —54+8(x +2)-5(x+2)(x+ 1)+ 2(x + 2)(x + 1)x
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Megj.:

A Lagrange-polinom nem fligg az adatok sorrendjétdl, igy valaszthattuk
volna a tablazat alsé élét is:

-2 | -5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2| 15

L3(x) =154+ 7(x —2) + 3(x — 2)x + 2(x — 2)x(x + 1)

Mindkét esetben
L3(x) =2x> +x* = 3x+ 1
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Feladat

(1) Irja fel az aldbbi pontokra illeszkedd minimalis fokszamii polinomot!
*(a) (=3,-06), (-2, —17) (—1,-8), (1,-2), (2,19),

“(b) (~3,-31), (~2,-8), (1,1), (2.22),

() (=2,-13), (-1,-4), (L,2),

(d) (=2,-5), (=1,3), (0,1), (2,15),

(e) (=1,4), (1,2), (2,10), (3,40),

(f) (=2,38), (—1,5), (1,-1), (2,-10), (3,—7),
() (~2,-33), (-1,-2), (1,6), (2,7), (3, ~18),

(h) (—3,—209), (—2,— 43§ (—1,-1), (1, —1), (2,-19).

(2) Hatdrozzuk meg a (—2,—6), (0,4), (1,—3), (2, —10) pontokra
illeszked6 minimalis fokszamd polinomot! Hatdrozzuk meg azt a
minimalis fokszamii polinomot, amely az el6z6 pontokon kiviil athalad
a (—1,2) ponton is!

v
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Lagrange-interpolacié Matlab-bal

A polyfit fliggvény

polyfit(x,f,n-1) Ha x és f n-elemi vektorok, akkor megadja annak a
legfeljebb (n — 1)-edfokd polinomnak az egyiitthatdit, amely illeszkedik az
(xi,f;), i =1,...,n adatokra.

Példa

Hatdrozzuk meg Matlab-bal a (—2, —5),(—1,3),(0, 1), (2, 15) pontokra
illeszked6 minimalis fokszamu polinomot!

Megoldas.

>>x=[-2, -1, 0, 2];
>>f=[-5, 3, 1, 15];
>>p=polyfit(x,f,3)
p=
2.0000 1.0000 -3.0000 1.0000
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Abrézoljuk a pontokat és az illesztett fliggvényt!

x=[-2, -1, 0, 2];

f=[-5, 3, 1, 15];
p=polyfit(x,f,3);
xx=linspace(-2.5,2.5);
yy=polyval(p,xx) ;

figure; plot(x,f,'*',xx,yy)

A polyval fliggvény:
yy=polyval(p,xx) ;

a p egyutthatdjd polinom értékeit adja az xx vektor koordinataiban.
(p-ben a polinom egyiitthatdi a féegyiitthatéval kezdve szerepelnek)
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x=[-2, -1, 0, 2];

£=[-5, 3, 1, 15];
p=polyfit(x,f,3);
xx=linspace(-2.5,2.5);
yy=polyval(p,xx) ;

figure; plot(x,f,'*',xx,yy)

40

30

20 -

e
or — —
i /
/
-20 L L L
-25 2 -15 1 0.5 05 15
ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.
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Fontos! Ha a polyfit fiiggvényben nem megfeleléen irjuk el6 a polinom
fokszamat, akkor a polinom nem feltétleniil illeszkedik az adatokra.

x=[-1 01 2 3]; £=[-10 -4 -1 0 4]; p=polyfit(x,f,2);
xx=linspace(-1.2,3.2); ff=polyval(p,xx);

figure; plot(x,f,'*',xx,ff)

10 b

12

ETEN Agnes

L
1

L
15
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*Feladat
Rajzoltassuk ki kozos abrdra az alabbi 3 fuggvényt:

9 az
1

=155
fuggvényt a [—1, 1] intervallumon
@ az f fliggvény
-1,-0.8,-0.6,...,0.6,0.8,1
egyenld |épéskozii (ekvidisztans) alappontokhoz tartozd
Lagrange-polinomjat

o az f fuggvény

2k —1
xk:cos( w), k=1,2,...,11

22

alappontokhoz (Csebisev-pontok) tartozé Lagrange-polinomjét.
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f
ekvidisztans pontok
Csebisev-pontok
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Hermite-interpolacié

Példa

Hatarozzuk meg az alabbi adatokra illeszked6 minimalis fokszamu
polinomot!

Xi —2 —1 1
f(x) | —10 | —2
f(x) | =20 | 10 | 10
f”(X,') —16

Megoldas. Az illeszkedési feltételek szama: m =7, igy az
Hermite-polinom legfeljebb 6-odfoki lesz.

Készitsiik el az osztott differencidk tablazatat!
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A kiinduld adatok:
Xi 2| -1 1
fix)) | —10| —2
F(x) | —20 | 10 | 10

" (x;) —16
-2 | —10
—20
-2 | —10
-1 -2
10
-1 -2 -8
10
-1 -2
1 2
10
1 2
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Szamoljuk ki a hidnyzd értékeket!

—2| -10
—20

—2 | -10

1| -2
10

1| -2 -8

10

1| -2

1| 2
10

1| 2

o> «F = = z 9ac
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A hidnyzé els6érendii osztott differencidk:

—2| -10
—20

—2 | -10
8

1| -2
10

1| -2 -8

10

1| -2
2

1| 2
10

1| 2

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.



A hidnyzé masodrendii osztott differencidk:

-2 | —-10
—20
-2 | -10 28
8
-1 -2 2
10
-1 -2 —8
10
-1 -2 —4
2
1 2 4
10
1 2

o =] - =

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1. _



A harmadrend( osztott differencidk:

-2 | -10
—20
-2 | —-10 28
8 —26
-1 -2 2
10 -10
-1| -2 —8
10 2
-1| -2 —4
2 4
1 2 4
10
1 2

[m] = = =

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1. _



A negyedrendii osztott differencidk:

-2 | —-10
—20
-2 | -10 28
8 —26
-1 -2 2 16
10 —10
-1 -2 -8 4
10 2
-1 -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2
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Az otodrendli osztott differencidk:

-2 | -10
—20
-2 | —-10 28
8 —26
1| -2 2 16
10 —10 —4
1| -2 -8 4
10 2 -1
-1| -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2
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A hatodrendli osztott differencia:

-2 | -10
—20
-2 | —-10 28
8 —26
1| -2 2 16
10 —10 —4
1| -2 -8 4 1
10 2 -1
-1| -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2
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-2 | —10
-2 | —10
-1 -2
T
-1 -2
1 2
1 2
H(x) =

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.

—20

10

10

10

28

—10 — 20(x + 2) + 28(x + 2)2—26(x + 2)?(x + 1)

+16(x + 2)3(x + 1) —4(x + 2)*(x + 1)3
+1(x+2)%(x +1)3(x — 1)

9.-13. Gyakorlat
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Feladat

Hatarozza meg az alabbi adatokra illeszked6 minimalis fokszamd

polinomot!
X; -1 1 2 X; —2 -1 1
*(@) f(x) 4 94 (b) f(xi) 13 3
fi(x) | 917|213 fi(x) | —31| 14|18
' (x;) —40 )
Feladat

[rja fel az f : R — R differencidlhatd fiiggvény xo-beli érint8jének az

egyenletét!

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.
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Spline interpolacié Matlab-bal

Példa

Hatarozzuk meg az aldbbi adatokhoz tartozé harmadfoki spline-t!
xi||—2|-110]1| 2|3
S 4 1714|1219
S| 15 8

Megoldas. Haszniljuk a Matlab spline fiiggvényét!

p=spline(x,y)

Eléallitja a szakaszonként harmadfokd spline egyiitthatéit. Itt x az
alappontok vektora, az y vektor els6 és utolsé koordinataja a két
végpontban adott derivaltérték, a tobbi koordinata a fliggvényértékek.

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.
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>>x=-2:3; y=[15 4 1 7 4 12 9 8]; p=spline(x,y)

p:

form:
breaks:
coefs:
pieces:
order:
dim:

lppl

[-2 -1 01 2 3]
[5x4 double]

5
4
1

A spline egyutthatéi:

>> p.coefs

ans =
19.0000
-12.0000
11.0000
-12.0000
15.0000

ETEN Agnes Matematika Mérnokoknek 1.

-37.0000
20.0000
-16.0000
17.0000
-19.0000

15.0000
-2.0000
2.0000
3.0000
1.0000

4.0000
1.0000
7.0000
4.0000
12.0000

9.-13. Gyakorlat
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Ha nem az egyiitthatékat szeretnénk tudni, hanem a spline értékét
valamely pont(ok)ban, akkor

yy=spline(x,y,xx)

ahol x és y az elobbi vektorok, xx azon pontok vektora, ahol a
helyettesitési értéket keressiik. Ekkor yy-ba keriilnek a kiszamolt
fuggvényértékek.

>> x=-2:3;

>> y=[16 4 17 4 12 9 8];

>> xx=linspace(-2.1,3.1);

>> yy=spline(x,y,xx);

>> plot(x,y(2:end-1),'*' ,xx,yy)
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x=-2:3;

y=[156 4 17 4 12 9 8];
xx=linspace(-2.1,3.1);
yy=spline(x,y,xx);

plot(x,y(2:end-1), '*',xx,yy)
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ETEN Agnes

25

Az elébb abrazolt spline 1. derivaltja:
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A 2. derivalt:

60

40 —

20 4

40 4

60 4

80 L L L L L
-2 -1 0 1 2 3 4

Ez még mindig folytonos, de a részintervallumok hatarainal toréspontja
van.

Baran Agnes Matematika Mérnokoknek 1. 9.-13. Gyakorlat 48 / 75



Megj.

Ha a spline fliggvényt olyan x és y vektorokkal hivjuk, amelyek
ugyanannyi koordinatat tartalmaznak, akkor a hidnyzé két feltételt a
Matlab azzal helyettesiti, hogy az elsé és utolsé két részintervallum
taldlkozasanal a harmadik derivaltat is folytonosnak tekinti.

x=-2:3;

y=[4 1 7 4 12 9];
xx=linspace(-2.1,3.1);
yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y,'*',xx,yy)
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x=-2:3;

y=[4 1 7 4 12 9];
xx=linspace(-2.1,3.1);
yy=spline(x,y,xx);
plot(x,y,'*',xx,yy)
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Az elébb abrazolt spline 1. derivaltja:
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A 2. derivalt:
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Most az elsd és utolsé osztépontban (—1-ben és 2-ben) mar nincs
toréspontja.
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*Feladat
Rajzoltassuk ki kozos abran az alabbi 3 fiiggvényt:

9 az
1

=15
fuggvényt a [—1, 1] intervallumon
o az f fuggvény
-1,-0.8,-0.6,...,0.6,0.8,1
egyenld |épéskozii (ekvidisztans) alappontokhoz tartozéd
Lagrange-polinomjat
@ az f fuggvény
-1,-0.8,-0.6,...,0.6,0.8,1

alappontokhoz tartozé harmadfokd spline polinomjat. (A
végpontokban a derivaltértékeket tekintsiik 0-nak.)
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ETEN Agnes
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Anonim fuggvények, function handle

Fliggvényeket definidlhatunk parancssorban is:

>> f1= @(x) x.*sin(x);

llyen médon az f1(x) = xsin(x) fiiggvényt definidltuk, hivasa pl.:
>> y=f1(pi/4)

y’_
0.5554

A @ szimbdlum utan zardjelben szerepelnek a fiiggvény valtozéi (most x),
ezt koveti a fliggvény (ez egy d.n. anonim fiiggvény). Az = baloldaldn
szerepld véltozé (most f1) egy u.n. ,,function handle” tipusi véltozé lesz.
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Akar tobbvaltozés fiiggvényeket is megadhatunk igy:
>> £2= Q(x,y) x.72+x.*y-y+3;
Ekkor pl.

>> z=£2(2,-1)
Z=
6

A function handle tarolja azon véltozdk értékét is, amelyek sziikségesek a
fuggvény kiértékeléséhez:
>> a=2.5; b=3;
>> £3= @(x) a*sin(x)+b*cos(x);
>> y=£3(-4)
y=
-0.0689
>> clear a b
>> y=£3(-4)
y=
-0.0689
9.-13. Gyakorlat 56 / 75



Numerikus integralds Matlab-bal

Egyvéltozds fliggvények integralasara pl az integral fiiggvényt
haszndlhatjuk.

Példa

Matlab segitségével szamitsuk ki az

3
/X\/]. + xdx
0

integral értékét!

Megoldas.

>> f= 0(x) x.*sqrt(1+x);
>> integral(f,0,3)
ans=

7.7333
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Az integral fiiggvény hivdsa:
>> integral (fv,xmin, xmax)

ahol fv az integralandé fiiggvény (fv egy function handle tipusi véltozd),
xmin és xmax az alsé és felsé hatar.

Az integral fliggvény adaptiv kvadratirat haszndl, és alapértelmezésként
10710 abszoliit, vagy 107° relativ hibaval szamitja ki az integral értékét.

A hibahatarok atallithatdak:

>> integral(f,0,3,'RelTol',1e-8, 'AbsTol',1e-13)
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Az el6z6 példdban nem feltétleniil sziikséges létrehozni a f valtozét:

>> integral(@(x) x.*sqrt(1+x),0,3)
ans =

7.7333

Ha a fliggvényt korabban egy m-fajlban definidltuk, pl.

function y=myfnc(x)
y=x.*sqrt (1+x)
end

akkor az integral fliggvénynek dtadhatjuk a fiiggvény nevét is (function
handle-ként):

>> integral (@myfnc,0,3)

Hasonlé a helyzet a Matlab beépitett fliggvényeivel:

>> integral(@sin,0,pi)
ans=
2.0000
Tl G T



Impropius integralok

@ Az integralds hatarai lehetnek —oo és o is:
>> f= 0(x) exp(-x);
>> integral (f,0,Inf)
ans =
1

@ Az sem probléma, ha a fliggvény az intervallum végpontjaiban nincs
értelmezve:
>> f= 0(x) 1./sqrt(1-x.72);
>> integral(f,-1,1)
ans=
3.1416
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Paraméteres fuggvények integrélja

Példa:
5

/xz—cx-|-3dx
0

Adott paraméterérték esetén kiszamithatd az integral:
>> f= 0@(x,c) x.72-c*x+3;
Az integral értéke ¢ = 4.5 esetén a [0, 5] intervallum felett:

>> integral(@(x) f(x,4.5),0,5)
ans =
0.4167
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Ha nem ismert a fluggvény

El6fordulhat, hogy nem ismeriink egzakt képletet az integrdlandé
fuggvényre, csak bizonyos pontokban ismerjik az értékeit. Ilyenkor a
trapz Matlab-fiiggvényt hasznalhatjuk.

Példa

Egy jarm( sebességét 1 percen keresziill mértiik 5 mdsodperces
id6kozonként:

t (sec) ‘ 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
v(m/sec)[22 28 3 3 27 25 24 29 33 35 35 33 3
Becsiiljuk meg a jarmi altal megtett utat!

w
Megoldas. Tudjuk, hogy az a id6 alatt megtett ut:
a
S= / v(t)dt
0
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35 - b

v (m/sec)

t (sec)
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A trapz fuggvény segitségével az integral becslése

>> x=0:5:60;
>> f=[ 2.2 2.8 33 2.7 2.52.42.93.33.53.53.33];
>> trapz(x,f)
ans =
177.5000

>> y=cumtrapz(x,f);

Ekkor

y = (0,12.5,27,42,56.25,69.25, 81.5,94.75, 110.25, 127.25, 144.75, 161.75, 177.5)

Az y vektor i-edik koordindtaja az i-edik idOpillanatig megtett utat
mutatja.
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Feladatok
Matlab segitségével szamitsa ki az alabbi hatdrozott integralok értékét!

*(a)

w/2

/ x sin(x?)dx

—7/2

Baran Agnes Matematika Mérnokoknek 1. 9.-13. Gyakorlat

65/ 75



Feladat

Kozelitse az
10

/xsin(5x)dx
0
integrilt a Matlab integral fliggvényével, illetve a trapz fliggvénnyel
ugy, hogy alappontoknak az
@ xi=0:10 pontokat
@ xi=[0 0.5:9.5 10] pontokat

valasztja. Prébalja megmagyarazni a tapasztalt jelenséget (dbrdzolja az
integralandé fliiggvényt a megadott intervallum felett). Novelje az
alappontok szdmat a trapz fiiggvény esetén.

Matematika Mérndkoknek 1. 0.-13. Gyakorlat 66 / 75



Nemlinedris egyenletek Matlab-bal

Az fzero fiiggény.

Az f nemlinedris fuggvény olyan gyokének kozelitésére, melyek
kornyezetében el6jelet vélt a fiiggvény.

Ha £ function handle-ként adott, akkor
@ x=fzero(f,x0)
Az x0 pontbdl indulva elédllitja a gyok x kozelitését
o [x,fval,exitflag,output]=fzero(f,x0)
Az x0 pontbdl indulva elééllitja a gyok x kozelitését, megadja az x
helyen a fiiggvényértéket (fval), a kozelitéeljaras lealldsanak az okat
(exitflag), és a keresési eljards néhany részletét (output)
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Példa
Matlabbal szamitsuk ki az f(x) = e — 4x2 fiiggvény [0, 1]-beli gyokét. J

Megoldas.

>> £=0(x) exp(x)-4%x"2;
>> [x,fval]l=fzero(f,0.5)
x=

0.7148
fval=

-4.4409e-16

A gyok kozelitése 4 tizedesjegyre kerekitve: 0.7148, ebben a pontban a
fliggvényérték —4.4409 - 10716,

Ha tobb tizedesjegyre akarjuk latni az eredményt allitsuk at a kiiratds
formatumat!

>> format long
>> x
x=
0.714805912362778
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Ha a keresési eljarasrdl tobb informaciot szeretnénk:

>> [x,fval,exitflag,output]=fzero(f,0.5)
x =
0.714805912362778

fval =
-4.440892098500626e-16

exitflag =
1

output =
intervaliterations: 9
iterations: 6
funcCount: 25
algorithm: 'bisection, interpolation'
message: 'Zero found in the interval [0.273726, 0.726274]'
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Ha ismeriink olyan intervallumot, ahol a fliggvény eldjelet valt, akkor
meggyorsithatjuk a keresési eljarast, ha x0 helyett ezzel az intervallummal
hivjuk az fzero fliggvényt:

>> [x,fval,exitflag,output]l=fzero(f,[0,1])
x =
0.714805912362778

fval =
-4.440892098500626e-16

exitflag =
1

output =
intervaliterations: 0O
iterations: 7
funcCount: 9
algorithm: 'bisection, interpolation'
message: 'Zero found in the interval [0, 1]'
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Ha a fliggvény nem valt elGjelet a gyok kornyezetében, akkor az fzero
figgvény nem taldlja meg a gyokot:

>> £=0(x) 13-9*cos(x)."2-12*sin(x);

>> x=fzero(f,0)

Exiting fzero: aborting search for an interval containing a sign change
because NaN or Inf function value encountered during search.

(Function value at -Inf is NaN.)

Check function or try again with a different starting value.

NaN

Abrazoljuk az f fiiggvényt a [0, 4] intervallumon!
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Az dbra alapjan azt sejtjiik, hogy a fliggvénynek 0.5 és 2.5 kornyezetében
van 1-1 gyoke, ahol a fiiggvény nem valt eldjelet. Az is latszik, hogy itt a
figgvénynek minimuma van.
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fminbnd

@ x=fminbnd (f,xmin,xmax)
o [x,fval,exitflag,output]=fminbnd(f,xmin,xmax)

Megkeresi az f fliggvény [xmin, xmax] intervallumbeli minimumat.

Példa:

>> f=0(x) 13-9*cos(x)."2-12*sin(x);
>> [x,fval]l=fminbnd(£f,0,1)
x =

0.7297
fval =

9.2491e-11
>> [x,fvall=fminbnd(f,2,3)
x =

2.4119
fval =

1.7231e-13
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Ha az dbra alapjan -vagy egyéb rendelkezésre allé informacié alapjan- dgy
latjuk, hogy a fliggvénynek olyan gyoke van, ahol nem vilt el6jelet, és ez a
fuggvény lokalis maximuma, akkor az fminbnd fuggvényt —f-re hivjuk
meg.

Fontos! Mindig ellendrizziik (a fiiggvényérték kiiratdsaval), hogy az adott
szélsGértékhely valéban gyokhely-e.

Polinomok gyokeinek keresésére az roots fluiggvényt hasznilhatjuk:
keressiik meg az x* + x3 — x — 1 polinom gydkeit!

>> p=[110 -1 -1];

>> roots(p)

ans =
1.0000
-0.5000
-0.5000
-1.0000

+

0.00001
0.86601
0.86601
0.00001

<+

<+
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Feladatok
*(a) Kozelitse a 3x = cos(x) egyenlet gyokeit!
Kozelitse a 3x3 — 12x + 4 = 0 egyenlet gyokeit!

Kozelitse az e* = sin(x) egyenlet gydkeit!

Kozelitse a cos?(x) + 2sin(x) = 2 egyenlet gyokét!

Kozelitse az x*

)

(<)
*(d) Kozelitse az In(x) = 2 — x egyenlet gyokét!

)

)

— x3 —2x% — 2x + 4 = 0 egyenlet gyokeit!
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