Matematika Mérnokoknek 1.

Baran Agnes

Gyakorlat
Vektorok, matrixok, linearis egyenletrendszerek
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Feladat
1. Legyen

ao (1Y L Vi ;:;
- 2i ) " T\ i2=3i ) "

Szdmitsa ki az alabbi kifejezések értékét!

at+b, —5c, 12a+4b, 3c+d, |b], [c+d||, u-—iv,

(3+2i)w—iz, v—3iu, |w|, |zl, |iz+w]. )
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Feladatok
2. Hatdrozza meg az a és b vektorok altal bezart szoget!

(a) a”=(2,1), b7 =(1,3)

(b) a” =(3,v3), b7 =(2,0)

(c) a” =(1,3,1), bT_(4 —2,0)

(d) a” =(-2,3,4), bT =(-6,-4,2)

3. Adja meg dgy A-t, hogy az a vektor merdleges legyen b-re!
(a) a” =(1,1), b7 = (-2,})

(b) a” =(4,2,1), b7 = (—4,-2,))

(c) a’ =(1,2,1,1), b7 = (—4,-2,2,))

(d) a” =(1,\,)), b7 =(=3,-2,))
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Példa

Alkalmazzuk a Gram-Schmidt ortogonalizaciés eljarast az alabbi
vektorrendszerre. Ellendrizziik a kapott vektorrendszer ortonormaltsagat!

a1 =(1,2,-1)7, a=(0,-52)", a3=(2,9,8)"

Megoldas. A g1, g2, g3 vektorrendszert a kov. médon hatdrozhatjuk meg:

a1 — T q>
A= y7-7> Yqo=ax— (32 : ql)ql, Q> = ——
(EN] A
- _ T T _ Q3
gs=a3— (a3 -q1)q1 — (a3 - @2)q2, Gz = m
3
Ebbdl
L
qa = —&
Ve \ 4

Baran Agnes Matematika Mérnokoknek 1. 5.-8. Gyakorlat

4/71



— q.
gy = az — (azT “q1)q1, Qo= _||52||’
2

ahol
1 -2
12, 12
32T'q1:—% e€s (azT'ql)ql ~ 76 2 1= 4
-1 2
gy
0 -2 2
G=| S5 |- 4= -1 és |2l = V5,
2 2 0
ebbél
N
= — | —
VB o
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_ q
Gs=a3— (a3 -q)q1 — (3] - @)@, 3= —>

g3l
ahol
12 . [ 1 2
a -q1= % és (a3 - q1)q1 = 5 = 4
-1 -2
és
5 , 5 2 -2
a3 *q2 = —% é (a3 " q)q2 = 5 -1 1= 1],
0 0
2 2 -2 2 1 2
8 2 0 10 T
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A kapott vektorrendszer:
VAN A N

Mivel mindharom vektor normdja 1, ezért normaltak. Ellendrizziik az
ortogonalitdsukat!

1
qfq2=f%-(1 2 -1)( -1 |=0

(2 -1 0 4 ]1=0
600( )

CIQTCIa:

ﬁ'_l
[y
o
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Feladat

4. Alkalmazza a Gram-Schmidt ortogonalizacids eljarast az aldbbi
vektorrendszerekre. Ellendrizze a kapott vektorrendszer ortonormaltsidgat!

()

a=(2 -1 1), m=(-23 1), a43=(-3 =5 1)"
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Feladatok
5. Mutassa meg, hogy az (1,2), (—3,2) vektorok linedrisan fiiggetlenek
R2-ben!

6. Allap/’tsa meg, hogy linedrisan fiiggetlenek-e R3-ban az alabbi
vektorrendszerek!

(a) i =(1,0,1), » =(1,1,1),

(b) v, = (1,0,0), v = (0,1,0), vs = (1,1,1),

(c) i =(1,2,2), » = (-1,-1,3), v3 = (2,3,0),
(d) vi = (1,1,2), v = (2,3, -1), v = (—1,2, —17),
(e) i =(1,1,2), vo = (—2,—-2,-4),

(f) v = (=1,2,1), vo = (2,-3,1) v3 = (1,1,2)
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Feladatok
7. Hatarozza meg a

(a) (1,0), (0,1), (d) (3,2),
(b) (=2,0), (0,1), (e) (1,2), (3,1),
f) (1,0), (2,—4), (0,2)

(C) (17_2)r (27 _4)1 (

vektorok dltal generdlt alteret R?-ben!

8. Hatdrozza meg a

(a) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (d) (0,0,1),
(b) (1,0,0), (0,1,0), (e) (1,1,1), (0,0,1), (0,1,0),
(¢) (1,1,0), (0,1,0), (f) (1,0,0), (2,2,0), (0,—1,0).

vektorok dltal generdlt alteret R3-ban!
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Feladat

9. Legyen
-1
o=(73) o= (1) ==(5) e 2
X2 4
Vi ™ 1+i
v=| w |, d= i—1 1, w=|[| -1—i |,
V3 3—-2i A
és
1 0 1
A:(aﬂ 312) B:<5 _1) c=| -11 o
ax ax» )’ 2 -6 )’ 51 1

Szdmitsa ki Ba, Bb, Ax, x"B, v'd, Cw, w' Cda’, b”B, a’b,
ab”, wiw, ww' értékét!

v
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Feladat

10. Tekintsiik a kévetkez8 valés matrixokat:

-1 3 4 2
=(2 ) se(2 )

Il
7 N
I
w N
I
o1

5

-3 1 2 10
o-(%0 1) e=(o 1)
4 2 1 1 -2 5
F=| -2 -3 -1 |, 6= -1 -1 0
0 1 1 2 11

Szdmitsa ki a kovetkezé kifejezések értékét!

A+ B, =3B, 2A+3C, AT, AD, D'B, (A+B)", (3B)7,
DF, GDT, AB, BA, AE, EA, A(B+ C), C(2A—B), ATA,
FG, 2F —3G, FT — G, G+2F", G2 —2FG + F?, (G — F)?
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Feladat
11. Szamitsa ki az alabbi matrixok determindnsat és az inverziiket,
amennyiben létezik!

(2 2) (%) (52) (62)
(Z1) (53) (339) (B8)
(52) (5) (s) (A7)
(3 54) (32 2%)
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Feladat

12. Szamitsa ki az alabbi matrixok determinansat!

4
—2

=N W R

w

1
-1 1,
-2
-2 0
1 0
1 -2
-1 0

=2
8
-5

= O 01 O

—11

-1
-1

319
—34 |,
7 2
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Feladatok
13. Oldja meg az alabbi linedris egyenletrendszereket!

(a) (c) (e)
X1 —2x0 =206 —x1—5x% =7 2x1 —xp = —4
3x1 —xp =13 4x;1 —3xp = =5 6x1 —3x2 =9
(b) (d) (f)
2X1 - 3X2 =1 —3X1 + 2X2 = —4 _2X1 B 5X2 =3
dxy —xp =71 6x1 —4xp = 8 x1—3x =4

14. I/rja fel az el6z6 feladatban adott linedris egyenletrendszereket Ax = b
alakban!
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Példa

Oldjuk meg az alabbi linedris egyenletrendszert!

—2x1 —Xxp +4x3 = 3
2x1+3x —x3 =1
—4x; — 10xp — bxz = —12

Megoldas. Felirhaté Ax = b alakban, ahol

2 -1 4 3
A= 2 3 -1 |, b= 1
4 10 -5 12
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Gauss-eliminacid:

.41,
2 —1 4| 3\ o4 [ -2 -1 4] 3
2 3 —1| 1 5 0 2 3| a
—4 —10 -5 -12 0 -8 —13|-18
N44*1. (=2 -1 4| 3
- 0 2 3| 4

A visszahelyettesités:

—X3:—2 — X3:2
2% +3x3=4 — xp=-1
—2x1—x0+4x3=3 — x31=3

Megj.: Azt is latjuk, hogy det(A) =(-2)-2-(-1)=4
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Feladat

15. Oldja meg az Ax = b linedris egyenletrendszert és szamolja ki

det(A)-t, ha
()
8 -6 —7 5
2 =il =2 I
A= 6 1 -9 2 |’ b=
-2 -5 4 0
(b)
-12 10 -1 9
3 -2 1 -2
A= -9 2 -12 -2 |’
0 4 5 -1
()
2 -8 -3
A=| -3 11 10, b=
1 3 4

—28
=7
—-23

15

—21
47
17

v
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Példa

Oldjuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszert, ahol

2 0 1 -9

il - 1 1

A=l 21 2 o1 |0 P 4

1 6 -3 4

Megoldas.

2 0 1|-9 -1 -2 1] 1
-1 -2 1] 1 "i}" 2 0 1|-9
-1 2 -1| 4 -1 2 -1| 4
1 6 3| 4 1 6 -3| 4
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[1.+2%.

-1 -2 1] 1 -1, -1 -2 1] 1

2 0 1|-9 IV.+I. 0 -4 3|-7

1 2 1| 4 — 0 4 —2| 3

1 6 -3| 4 0 4 -2| 5
W4l 71 2 1] 1 -1 -2 1] 1
V. +I1. 0 -4 3| -7 IV.-111. 0 -4 3| -7
— 0 0 1|-4 | 0 0 1|—4
0 0 1]-2 0 00| 2

Az egyenletrendszer nem megoldhatd, mivel a kibOvitett matrix rangja
nagyobb, mint az alapmatrix rangja.
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Példa

Oldjuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszert, ahol

2 -1 3 4 1
A_<—6 1 -8 —13)’ b_(—g)

Megoldas.

(2—13 4

1\ H43* 72 —1.3 4
6 1 -8 —13 —

1
-9 0 -2 1 -1|-6
A 2. egyenlet azt jelenti, hogy 3 ismeretlenre csak 1 korlatozé feltételiink
van, igy bevezetiink 2 szabad paramétert:

x3=1t, x4=s5, aholt,seR
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2 -1 3 4| 1
0 -2 1 —-1|-6

x3=1, x4=s, aholt,seR

A 2. egyenletbdl:

1 1
xo =3+ Et — §S
Az 1. egyenletbdl:
5
xp=2——-t——s
4 4
Az egyenletrendszer megolddsa tehat:
5 9
2 3z —3
3 1 _1
x=[ 4Tt ?L +s- 6 ahol t,s € R
0 0 1
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Feladat
16. Oldja meg az Ax = b linedris egyenletrendszert, ahol

()

3 —4 1 -9
A= -1 2 o, b=[ 5
-9 14 -2 30
(b)
3 -1 1
9 -1 7
()
2 -3 5
A=| -2 6|, b=| —10
8 —12 20
EE——
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Feladat

17. Oldja meg az aldbbi linedris egyenletrendszereket Gauss-elimindciéval!

(a)
—x1+2x —x3+2x4 =3
—2x1 +2x0 —x3+7xq4 =15
3x1 —4xp —x3 — 8x4= —19
X1 — 6X2—3X3 aF 8X4 =17
(b)

—6x1 + Tx0—2x3 +8x4 =3
—2x1 +2x0 —x3+2x4 =0
—5x4 =2
2x1 —3x3 + 6x4= 14

6X1 — 6X2

Baran I-'\gnes

Matematika Mérnokoknek 1.

(c)
—6x1 +7Tx0—2x3 +8x4 =1
—2x1 +2x0 —x3 + 2x4= —1
6x1 — 6x0+3x3 —5x4 =5
2x1 +3x3 + 6x4 = 17
(d)
—2x1 +x0 —x3+2x4= —1
8X1 = 3X2+5X3 — 6X4 =1
6x1 — 2x0+4x3 =5

2X1 — 3X2 —X3 + 4X4 =17

5.-8. Gyakorlat 24 /71




Feladat

(e) (g)
—x1 +3x0 +2x3 + 2x4= 2 —Xx1 +2x2 +3x3 = —2
2x1 — 8% —3x=4 —2x1 + 2x0+10x3 = 4
—5x1 + 17x0+7x3 + 8x4=1 5x1 —8xp—21x3 =0
5x1 — 4xp—29x3 = —17
(f)
(h)
—x1+2x0 +3x3 = -2
2x1 —bxp —2x3 =12 24 2 = vy =0
X1 + 5xo + 2x3 =1

—5x1 + 12xo +9x3 = —20
—13x7 + 32xp+25x3 = —52 (|)

2x1+2xp —3x3 =0
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Feladat
18. Hatdrozza meg az alabbi matrixok inverzét!

2 1 -1 2 o 1 5
20 2 0
: 2 2 4,
6 1 -4 6 5 3 s
42 5 -1
3 1 o -4 7 -1 9
1 ¢ 1 -2 1 -2
0 1 11 -3 8§ -12 —4

0 -2 5 -1
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Vektorok Matlab-ban

Megkiilonbozteti a sor- és oszlopvektorokat

Sorvektorok

Az a = (—1.2,3.1,4.7,1.9) vektor megadasa elemei felsorolasaval:

@ az elemeket vesszével valasztjuk el:
a=[-1.2, 3.1, 4.7, 1.9]
@ vagy az elemeket székozzel valasztjuk el:

a=[-1.2 3.1 4.7 1.9]

A vektorkoordindtdk szamozasa 1-gyel kezdddik, a(i) az a vektor j-edik
koordinatdja.

length(a) az a vektor koordindtdinak szdma

a=[] ures vektor
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Vektorok, mint szabalyos sorozatok
A kettospont operatorral

e a b=(1,2,3,4,5) vektor:
b=1:5

e ac=(54,3,21) vektor:

5:-1:1

C

e ad=(2,22,2.4,2.6,2.8,3) vektor
d=2:0.2:3

Altalaban:

x=elsoelem:lepeskoz:utolsoelem

ahol a 1épéskoz negativ is lehet, vagy

x=elsoelem:utolsoelem

ekkor a Iépéskoz 1.
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Vektorok, mint szabalyos sorozatok
A linspace fiiggvénnyel:

e aze=(1,1.2,1.4,1.6,1.8,2) vektor
e=linspace(1,2,6)
@ egy 100 koordinatabdl 4llé f vektor

f=linspace(1,2)

Altalaban:
x=linspace(elsoelem,utolsoelem,elemekszama)
ahol a koordindtdk egyforma Iépéskozzel kovetik egymdst, vagy
x=linspace(elsoelem,utolsoelem)

ekkor a koordinatak szama 100.
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Oszlopvektorok

Oszlopvektorok megaddsa

o elemeinek felsoroldsaval (a vektor koordinatdit pontosvesszével
valasztjuk el)
m=[-3;0;7]

@ egy sorvektor transzpondldsaval: n=[1 -2 4 -1]°
(valéjaban a ’ jel konjugalt transzponaltat eredményez, a
konjugalas nélkiili transzponatas: a.’ vagy transpose(a))

x(1) és length(x) az x vektor i-edik koordindtdja és az x vektor
koordindtdinak szdma (ugyantigy mint a sorvektoroknal)

size(x) az x vektor mérete (sorvektorokndl az [1 length(x)] vektor,
oszlopvektoroknal a [length(x) 1] vektor)
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Vektorok konstrualasa mas vektorokbdl

[a b] két sorvektor egymds utan flizése

[m;n] két oszlopvektor egymas utan fiizése

[-4 a 3 -1] sorvektor bdvitése ljabb elemekkel

[1;m;-3] oszlopvektor bovitése tjabb elemekkel

h(2:4) a h vektor 2., 3. és 4. koordinatdjabdl allé vektor
h([1 4 5]) a h vektor 1., 4. és 5. koordinatdjabdl allé vektor
h(2)=[] elhagyja a h vektor 2. koordinatajat

h([2 4]1)=[] elhagyja a h vektor 2. és 4. koordinatajat

Fontos! Ha a=[-1 3 2] akkor az a(6)=4 utasitds eredménye az a=[-1
3 2 0 0 4] vektor (a legkisebb olyan vektor, amelyben van értelme a
a(6)=4 utasitasnak, a nemdefinidlt elemeket 0-kal tolti fel. Megvaltozik
a vektor mérete, erre nem figyelmeztet!)
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Néhany hasznos fuggvény

min(x) és max(x) az x vektor legkisebb és legnagyobb eleme
sort(x) az x elemeit novekvd sorrendbe rendezi

sort (x,’descend’) az x elemeit csokkend sorrendbe rendezi
flip(x) az x elemeit forditott sorrendben sorolja fel
length(x) az x vektor elemeinek a szdma

sum(x) az x vektor elemeinek Osszege

prod(x) az x vektor elemeinek szorzata

mean(x) az x vektor elemeinek dtlaga

x(3) az x vektor harmadik eleme

x(1:3) az x vektor elsé harom eleme

x(3:end) az x vektor minden elemei a harmadiktdl az utolsdig
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Miveletek vektorokkal

Ha a és b két ugyanolyan méretli vektor, akkor
a+b ill. a-b a két vektor osszege és kiilonbsége

x=a+1 egy ugyanolyan méretii vektor mint a, x; = a; + 1
2

x=a.” 2 egy ugyanolyan méretii vektor mint a, x; = a7.

x=a.*b egy ugyanolyan méretll vektor mint a és b, x; = a;b;

x=a. /b egy ugyanolyan méretii vektor mint a és b, x; = %

x=1./a egy ugyanolyan méretli vektor mint a, x; = al

dot(a,b) az a és b skaldris szorzata

Fontos! A miiveleti jel el6tti pont a miivelet elemenkénti végrehajtasat
eredményezi

sin, cos, tan, exp, log, sqrt, abs, stb. mind elemenként hajtédik végre.

NaN : Not a Number (pl. 0/0, Inf/Inf)
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Feladatok

o Az elemek egyenkénti begépelése nélkiil allitsa el6 az aldbbi

vektorokat!

(1) a=(0,1,---,30)

(2) b=(2,4,6,...,100),

(3) ¢=(2,1.9,18,---,0.1,0)

(4) d =(0,3,6,...,27,30,—100,30,27, - - ,6,3,0)
(6) f:(§737" 7%)

@ Legyen x egy adott 100 elemii sorvektor. Az x vektorbdl allitsa el6
azt az y vektort, melynek elemei

1
(
(
(

) az x vektor elemei forditott sorrendben felsorolva,

2) az x vektor els6 5 eleme,

3) az x vektor elemei ugyanolyan sorrendben, kivéve az x 4. elemét

4) az x vektor elemei ugyanolyan sorrendben, kivéve az x 5., 72. és 93.
elemét

(5) az x vektor paratlan sorszdmu elemei

(6) az x vektor 2., 5., 17. és 81. eleme.
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Feladatok

Legyen x egy adott sorvektor. A for utasitds haszndlata nélkul az x
vektorbdl allitsa el6 azt az y vektort, melynek i-edik eleme

Baran Agnes Matematika Mérnokoknek 1. 5.-8. Gyakorlat
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Matrixok Matlab-ban

Matrix megadasa elemenként

A=11,2,3;4,5,6;7,8,9 vagy A=[1 2 3, 4 5 6, 7 8 9]
eredménye:

A=

~N B~

2
5
8

O O W

(Az egy sorban 4ll6 elemeket vesszdvel vagy sz6kozzel, a sorokat
pontosvesszével vélasztjuk el.)

A matrixelemek szamozasa (1,1)-gyel kezdédik.

A(i,j) a méatrix (/,/)-edik eleme.
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Matrixok megadasa

Vektorok osszefiizésével
Ha a=[1 -2 0]; b=[2 -11 7]; m=[-3;0;7]; n=[1; -2; 0]; akkor

B=[a;b] eredménye:
1 -2 0
B= ( 2 11 7 )

C=[a’ b’] ésD=[m n] eredménye:

1 2 -3 1
C=| -2 -11 D= 0 -2
0 7 7 0
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Matrixok bovitése

Az el6bb definidlt matrixokkal, vektorokkal:
E=[A;a] vagy E=[A; [1,-2,0]] eredménye

O © O W

Tehat: [matrix ,,sortérés” (azaz ;) sorvektor]
Az F=[A m] vagy F=[A, m] eredménye

1 2 3 -3

F=| 456 0

78 9 7

Tehat: [matrix sz6kéz vagy vesszd oszlopvektor|
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Matrixok bovitése
G=[C D] és H=[C;D] eredménye

1 2
1 2 -3 1 _g _1;

G=| -2 -11 0 -2 H= s )
0 7 7 0 0 s

7 0

C(4,5)=9 eredménye:

1 2 000
C— -2 —-11 0 0 O
0 7 000
0 000 9

Megvaltozik a matrix mérete, erre nem figyelmeztet!

Baran Agnes Matematika Mérnokoknek 1. 5.-8. Gyakorlat 39/71



Hivatkozas elemekre, sorokra, oszlopokra, részmatrixokra

size(A) az A matrix mérete (egy kételemii sorvektor)
length(A) egy skaldr: max(size(A))

A(i,j) az A métrix (i,j)-edik eleme

A(i,:) egy sorvektor, az A matrix i-edik sora

A(:,j) egy oszlopvektor, az A matrix j-edik oszlopa
A(2:3,:) az A matrix 2. és 3. sora

AC[1 2 4],:) az A méatrix 1., 2. és 4. sora

AC:,[1 3]) az A matrix 1. és 3. oszlopa

A(2:3,[1 3]) az A matrix 2. és 3. soranak és 1. és 3. oszlopdnak
metszetébol allé matrix
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Matrixok ,,atszabasa”

Sorok, oszlopok elhagyasa matrixokbél

@ A(i,:)=[] az i-edik sor elhagyasa

@ A(:,j)=[] a j-edik oszlop elhagyasa

@ A([1 3],:)=[] az 1. és 3. sor elhagyasa

@ A(:,[1 3]1)=I[1 az 1. és 3. oszlop elhagydsa

Sor- és oszlopcsere

Az i-edik és j-edik sor illeve oszlop cseréje:
AC[i,31,:)=ACL5,4i1, ), ill. AC:, [1,31)=AC:, [5,1i])

Matrixbol vektor

A(:) az A matrix elemei oszlopfolytonosan felsorolva
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Néhany beépitett matrix

eye(n) az n X n-es egységmatrix

eye(n,m) az n X m-es egységmatrix

ones(n) a csupa 1l-esbdl allé n x n-es matrix
ones(n,m)  a csupa l-esbdl 4ll6 n x m-es matrix
zeros(n) a csupa 0-bdl 4ll6 n x n-es matrix

zeros(n,m) a csupa 0-bdl allé n x m-es matrix

Néhany hasznos fiiggvény

@ numel (A) az A elemeinek szdma

@ size(A) az A mérete

@ length(A) egyenld max(size(A)) értékével
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Miveletek vektorok és matrixok kozott

Legyen A és B két matrix (melyek akdr vektorok is lehetnek), c egy skalar.
Az

A+B, A-B, c*A, AxB, A" 2

miiveletek a hagyomanyos, linedris algebrdban értelmezett miveletek,
feltéve, hogy A és B mérete megfelel6. Az

A+c
mivelet eredménye: az A minden eleméhez hozzaadunk c-t. Az
A/B és A\B

miiveletek eredménye A- B~1 és A1 . B.
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Miveletek vektorok és matrixok kozott

Elemenkénti miivelet
A miveleti jel el6tti . jel a mivelet elemenkénti végrehajtasat eredményezi:

Az A.*B matrix jj-edik eleme a;; * bjj,
az A.” 2 métrix ij-edik eleme a2,

az A./B mitrix jj-edik eleme aj;/bj;.

A beépitett Matlab fiiggvények altaldban hivhaték matrix argumentummal
is, pl. sin(A), log(A), exp(A), abs(A), stb. llyenkor a fuggvény a
mdatrix minden elemére végrehajtédik.
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Feladatok

Legyen x=[-1 4 0, y=[3 —2 5]

ésA=[-3 1 —4,6 2 —5]. Dontse el, hogy az alabbi utasitdsok
koziil melyik végrehajthaté. Ha nem végrehajthatd, akkor magyardzza meg
miért, ha végrehajthatd, akkor fogalmazza meg mi lesz az eredmény!
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Feladat

Legyen
1 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 11 12

Konstrudlja meg (az elemek felsorolasa nélkiil) azt a B matrixot, melyet
lgy kapunk, hogy

(1) elhagyjuk az A matrix elsé sorat,
(2
(3
(4
(
(
(

) elhagyjuk az A métrix 2. és 4. oszlopat,
)
)
5) transzponaljuk az A métrixot,
)
)

elhagyjuk az A matrix utolsé sordt és oszlopat

kétszer egymas mellé irjuk az A matrixot,

6
7

felcseréljiik az A matrix 2. és 4. oszlopat

négyzetre emeljiik az A elemeit
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8
9

(8) az A minden elemét megndveljiik 3-mal
(9)
(10) A minden elemének vessziik a szinuszat
11)
12)

A minden elemének vessziik a négyzetgyokét

(11) az A elsé sordnak masodik elemét kicseréljiik —2-re
(12) az A 2. sordt kicseréljik a[-1 0 —2 3] vektorra
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Feladat
o Egy rovid Matlab utasitas segitségével allitsa el6 az alabbi matrixot!

1 2 3 4 5 6 7 8
A=1 20 18 16 14 12 10 8 6
2 4 8 16 32 64 128 256

o Az el6z6 feladat A matrixaval vizsgalja meg az aldbbi utasitasok

eredményét!

(1) sum(a) (6) max(4,2)
(2) sum(a,2) (7) flipud(A)
(3) reshape(4,6,4) (8) fliplr(A)
(4) max(A) (9) size(A)
(5) max(A,([1,2) (10) length(A)
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Linearis algebra Matlab-bal

Példa
Matlab segitségével dontse el, hogy a

16 2 3

5 11 10

8= 9 | b= 2| <= 6
4 14 15

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen-e!

1. megoldas: Készitsiik el az alabbi A matrixot:

16 2 3

5 11 10

A= 9 7 6
4 14 15

majd a rank fiiggvénnyel szamitsuk ki a rangjat.
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2. megoldas: Az el6z8 A mitrixszal hivjuk meg a rref fliggvényt!

>> R=rref(4)
R=

O O O -
O O =+ O
O = O O

R az A métrixon végrehajtott Gauss-Jordan eliminacié eredménye, ebbdl
lathatjuk, hogy az A oszlopai linedrisan fiiggetlenek.
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Példa

Dontse el, hogy az el6zé a, b, ¢ vektorokhoz hozzavéve a
d = (13,8,12,1)7 vektort linedrisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk-e?

1. megoldas. Egészitsiik ki az A matrixot a d oszlopvektorral:

16 2 3 13
5 11 10 38
A= 9 7 6 12
4 14 15 1

Ennek a matrixnak a rangja:

>>rank (A)
ans=
3

Tehat a vektorrendszer nem fiiggetlen.
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2. megoldas. Mivel a matrix négyzetes, most a determinansat is
kiszamithatjuk:

>>det (A)
ans=
-1.4494e-12

Ez azt jelenti, hogy a Matlab szerint a matrix determinansa

det(A) = —1.4494 . 1012, ami kézel van 0-hoz, de nem 0.
Ez a gépi szamitds sordn bekovetkezd hibakra vezethetd vissza, Id. késébb.
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3. megoldas. Hasznaljuk Gjra az rref fliggvényt!

R=rref (A)
R=
100 1
010 3
001 -3
000 O

Ez azt jelenti, hogy a vektorrendszer linearisan fiiggd, sét azt is
megkaptuk, hogy d = a+ 3b — 3c.

Baran Agnes Matematika Mérnokoknek 1. 5.-8. Gyakorlat 53 /71



Feladat
o Keressiink két linearisan fiiggetlen vektort a

() e D3 ()

vektorrendszerben, és a masik két vektort irjuk fel ezek linearis
kombinacidjaként.

@ Keressiink harom linearisan fliggetlen vektort a

2 =2 1 1
Vi = -2 y Vo = 7 y V3 = 4 s Vg = 7
4 —7 4 3

vektorrendszerben, és a negyedik vektort irjuk fel ezek linedris
kombindcidjaként.
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Példa
Oldjuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszert Matlab-bal, ha

2 -1 4 3
-4 -10 -5 —12

Megoldas. Haszndljuk a Matlab backslash operatorat!

>>A=[-2 -1 4; 2 3 -1; -4 -10 -5];
>>b=[3; 1; -12];

>>x=A\b
x=
3
-1
2

Ugyeljijnk ra, hogy a b oszlopvektorként legyen megadval
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Ha az egyenletrendszer kibdvitett matrixaval meghivjuk az rref fiiggvényt:

>>rref ([A b])

ans=
100 3
010 -1
001 2

akkor lathatjuk, hogy a Gauss-Jordan eliminacié eredményeként valéban
igy allithaté el6 a b vektor az A oszlopvektoraibdl, amelyek linedrisan
fuggetlenek, tehat a megoldas egyértelmi.
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Példa
Oldjuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszert Matlab-bal, ha

4 —4 2 —2
A= —2 -7 3|, b= 6
2 12 -5 ~13

Megoldas. Prébalkozzunk ismét a backslash operatorral!

>>A=[-4 -4 2; -2 -7 3; 2 12 -5];
>>b=[-2; 6; -13];
>>x=A\Db
Warning: Matrix is singular to working precision
x=
NaN
NaN
NaN

Baran Agnes Matematika Mérnokoknek 1. 5.-8. Gyakorlat 57 /71



A Matlab arra figyelmeztetett, hogy a matrix szingularis (valdban,
det(A) = 0), és ezzel a mddszerrel nem sikeriilt meghataroznunk x-et.

Prébélkozzunk az rref fliggvénnyel!

>>rref ([A b])

ans=
1.0000 0 -0.1000 1.9000
0 1.0000 -0.4000 -1.4000
0 0 0 0

Azt latjuk, hogy a matrix oszlopvektorai linedrisan fliggbek, de a b vektor
benne van az oszlopvektorok altal felfeszitett térben. Tudjuk, hogy ilyenkor
az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, ezek kozil egy:

1.9
x=| —-14
0
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Ha az egyenletrenszer 0sszes megolddsat szeretnénk tudni, akkor
haszndljuk a null fiiggvényt, amely elédllitja a nulltér egy bazisat:

>>p=null(A,'r')
p=
1/10
2/5
1

(az *r’ opcid hatdsdra a vektor raciondlis alakban jelenik meg)
Ezek szerint a linedris egyenletrendszer altaldnos megoldasa:

1.9 1/10
14 | +x| 2/5
0 1

ahol A € R.
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Feladat
Oldja meg Matlab-bal az Ax = b linearis egyenletrendszert, ahol

(]
2 311 0
A= < -1 3 47 ) b= ( 5 )
(]
2 1 -5
5 -1 -23
(]
2 1 5 0 12
-3 4 -13 22 81
A= 5 -1 16 -14 |’ b= —&)
1 1 2 2 15

Hasznos: ha az x raciondlis elemii vektor koordinatdit nem
tizedestort alakban akarjuk latni, akkor hasznalhatjuk a rats(x)
utasitast, vagy a kiiratas formatumat allitsuk at a format rat
paranccsal
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Példa J

Oldjuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszert, ahol

e N
W N =

N
=
N

Megoldas. A backslash operdtorral azt kapjuk, hogy
>>x=A\b
X=

1.0000

2.7000

Konnyen ladthatd, hogy ez nem megoldasa az egyenletrendszernek.
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Az rref fuggvénnyel:

>>rref ([A b])

ans=
100
010
001
00O

l[athatjuk, hogy az alapmdtrix rangja 2, a kibOvitett matrixé 3, az
egyenletrendszer ellentmondasos.

Ellentmondasos linedris egyenletrendszerek esetén a backslash
operator egy olyan x vektort ad vissza, melyre az Ax és b vektorok
eltérése euklideszi normaban a legkisebb (azaz ||Ax — b||, minimalis).
llyenkor azt mondjuk, hogy x az egyenletrendszer legkisebb négyzetes
értelemben vett megoldasa.
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Tobb jobboldali vektor

Példa
Oldjuk meg az Ax = b és Ax = c egyenletrendszereket, ha

-2 -1 4 3 17
A= 2 3 -1 ], b= 1|, c= 1
4 -10 -5 12 42

Megoldas. Mivel a két rendszer matrixa azonos, ezért megoldhatjuk Oket
egyszerre.

>>A=[-2 -1 4; 2 3 -1; -4 -10 -5];
>>b=[3; 1; -12]; c=[17; 1; -42];

>>x=A\[b c]
x=
3 -2
-1 3
2 4
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Tobb jobboldali vektor

Nagyméretii matrixok esetén a futdsi idot jelentésen befolyasolhatja, hogy
az azonos matrixszal adott rendszereket egyszerre, vagy kilon-kilon oldjuk

meg:

>> A=rand(10000) ;

>> b=ones(10000,1) ;

>> c=zeros(10000,1);

>> tic;x=A\[b,c];toc

Elapsed time is 6.116513 seconds.
>> tic;x=A\b; x2=A\c; toc

Elapsed time is 11.571959 seconds.

(A fenti eredmény egy Intel Core i5-4590 processzorral, 7.7 GiB
memoridval rendelkez6 gépen sziiletett).
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Tobb jobboldali vektor

Ha tobb rendszert kell megoldanunk, ahol a matrix azonos, a jobboldali
vektorok kiilonbozdek, de a jobboldali vektorok nem dllnak egyszerre
rendelkezésre, akkor a kovetkezd utasitdsokat hasznaljuk:

Egyetlen egyszer, a rendszerek megolddsa el6tt adjuk ki az
>> [L,Ul=1u(A);

utasitast.

Ahdnyszor egy Ujabb b jobboldali vektor rendelkezésiinkre 4ll, adjuk ki az

>> x=U\(L\b);

utasitast, amivel megkapjuk az adott jobboldali vektor esetén a rendszer
megolddsat.
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Matrix inverze Matlab-bal

Az inv fliggvénnyel szamithaté. Ha a matrix nem négyzetes, vagy a
determindnsa 0 (vagy 0-hoz kozeli), akkor hibalizenetet, illetve
figyelmeztetést kapunk.

Nagymeéretii matrixok inverzének kiszamitasa tual koltséges lehet.
Csak akkor szamoljuk ki, ha ténylegesen sziikségiink van az inverzre.

Pl. az Ax = b négyzetes matrixu linedris egyenletrendszer megoldasa
x = A~1b médon kb haromszor annyi miiveletbe keriil, mint az x = A\b
megoldas.
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Sajatérték, sajatvektor

Feladat
(1) Hatdrozza meg az aldbbi matrixok sajatértékeit, sajatvektorait!

(12) (G2) (Z5) (41

2 -1 0 -6 2 -2
(_1 _g> -1 2 -1, 15 5 7
0 -1 2 21 3 9

4 7 -5 -1 3 -1 4 -5 7
-4 5 0 |, -3 5 -1 |, 1 -4 9
19 —4 -3 3 1 -4 0 5

).
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Feladat
(2) Hatdrozza meg az aldbbi matrixok sajdtértékeit, sajatvektorait!

1 -3 3 3 -1 0 122
—2 -6 13 |, 6 —3 2 |, 212 |,
-1 -4 8 8 —6 5 2 21
2 -2 3 1 21 01 -2
1 1 1], 2 -2 2 |, —4 4 4
1 3 -1 1 21 21 0
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Sajatérték, sajatvektor Matlab-bal

Példa
Hatarozzuk meg az
—6 2 -2
A= 15 5 7
21 3 9

matrix sajatértékeit, sajatvektorait!

Megoldas. Hasznéljuk az eig fliggvényt!

u=eig(A)

egy u vektorral tér vissza, melynek elemei az A sajatértékei

[V,Ul=eig(A)

Két matrixszal tér vissza, az els6 matrix oszlopvektorai az A sajatvektorai,
a masodik matrix diagondlisaban 1évé értékek az A sajétértékei (a
sajatvektoroknak megfelel sorrendben).
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>>[V,Ul=eig(A)

V=
-0.0000 -0.5345 -0.3651
-0.7071 0.2673 -0.1826
-0.7071 0.8018 0.9129

12.0000 0 0
0 -4.0000 0
0 0 -0.0000

Tehat az A sajatértékei 12, —4, 0, a megfelel6 sajatvektorok a V
oszlopvektorai.
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Feladat
Hatarozza meg Matlab-bal az aldbbi matrixok sajatértékeit, sajatvektorait!

4 -2 0 0
-1 4 2 0
A= 0 -2 41
0 0 2 4
°
4 7 -5
B=| -4 5 0
1 9 —4
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