Matematika Mérnokoknek 1.
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Feladatok

1. Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szimok halmazan!
Abrazolja a megoldasokat a komplex szamsikon!

(a)x x> +4=0, (c) x> —x+1=0,
(b)* x*>4+2x+2=0, (d) x3 —6x2+13x=0.

*2. Ilrja fel az alabbi komplex szamok algebrai alakjat!

(a) B+)(2+3i), (=243)(05—2i), i(1+2i),
(=14 7)(1—2/)(1+ 2i),

(b) 5—2i, (34+4i)(2+1),

(c) 2—i), ®+3°—23+2—1, 2008 103
5+37 1—i 1-2j 2—1i

@ = 2075 1=3 (3—2))(2+5i)
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Feladatok
3. Oldja meg az aldbbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!

(a)x Z+2z=9+2i, (d)* 22+ |z|> =2 — 6i,
()z+|z|2—31—/ (e) z-z% = 8i,
(c) 3-z=-3-2i, (f) 22 =i.

«4. Abrazolja a komplex szémsikon az albbi halmazokat!

(a) A={ze€ C : Im(z) =0}, (d) D={ze C : Re(z) > 2},
(b) B={zeC : Re(z) =0}, (e) E={zeC: |z| <1},
(c) C={zeC: Im(z) <0}, (f) F={ze€C : Re(z) = Im(z)}. |
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Példa J

Adja meg a 2, —5, 3/, —2/ komplex szdmok trigonometrikus alakjat.

1. Ha z = 2, akkor |z| =2 és a szam a valds tengely pozitiv felén
helyezkedik el, igy a szoge ¢ = 0. Ebbdl a trigonometrikus alak:

z =2(cos0 + isin0)
2. Ha z = —5, akkor |z| =5 és a szdm a valds tengely negativ felén
helyezkedik el, igy a szoge ¢ = w. Ebbdl a trigonometrikus alak:

z =5(cosm + isinm)

3. Ha z = 3i, akkor |z| = 3 és a szdm a képzetes tengely pozitiv felén
helyezkedik el, igy a szoge ¢ = 5. Ebbdl a trigonometrikus alak:
O ¢
z=3 (cosE + isin 5)
4. Ha z = —2i, akkor |z| = 2 és a szdm a képzetes tengely negativ felén
helyezkedik el, igy a szoge ¢ = 37“ Ebbdl a trigonometrikus alak:

37 .. 3w
z=2|(cos— +isin —
2 2
N



Példa
Adja meg az 1 +v/3i, =2+ 2i, —/3 — i és 1 — i komplex szdmok
trigonometrikus alakjat.

Megoldas.
Ha a z = a + bi komplex szdm nem a tengelyek valamelyikén helyezkedik

el, akkor
1. szdmoljuk ki |z| értékét és dllapitsuk meg melyik siknegyedben
helyezkedik el z (dbrazoljuk a komplex szamsikon!)
2. Atang¢g = E || osszefliggésbdl hatdrozzuk meg 0 < ¢o < 5 értékét
3. A z trigonometrikus alakja: z = |z|(cos ¢ + isin ¢), ahoI

@ ¢ = ¢g, ha z az elsé siknegyedben van

@ ¢ =7 — ¢g, ha z a masodik siknegyedben van

@ ¢ =T+ ¢p, ha z a harmadik siknegyedben van

@ ¢ =27 — ¢g, ha z a negyedik siknegyedben van
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Ha z = 1+ /3i, akkor
1. |z| =2
b .
2. tan¢0:H = /3, igy o =3
3. z az els6 siknegyedben van, igy ¢ = ¢o = 3, azaz z trigonometrikus
alakja

z=2<cosg+isin%)

b
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Ha z = —2 + 2/, akkor
1. |z| =8
b .
2. tan¢0:H =1,igy ¢o =7
3. z a masodik siknegyedben van, igy ¢ =1 — ¢g = %T”, azaz z
trigonometrikus alakja

4

z:\/é(cos?%r—i—isin?)—ﬂ)

bl
N
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Ha z = —/3 — i, akkor
1. |z|=2
b ,
2. tan¢o:H = \% igy g0 =%
3. z a harmadik siknegyedben van, igy ¢ = 7 + ¢g = %”, azaz z
trigonometrikus alakja

2 | cos I + isin i
A= —_— I1sin —
6 6

VAR
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Ha z =1 — i, akkor
1. |z| =V2

2. tangbo:%:l, igy ¢o = 7

3. z a negyedik siknegyedben van, igy ¢ =21 — ¢g = 77“, azaz z

trigonometrikus alakja

7 7
z:\/ﬁ(cos%—i—isin—ﬂ)

4

ap
-

Baran I-'\gnes Matematika Mérnokoknek 1.

2.-4. Gyakorlat

9/33



Feladatok

5. Adja meg az alabbi komplex szamok trigonometrikus alakjat!

(a) (d)« —4i, N ey
(b) () 2+ 2i, ) vz V2 Vet 8\/3
@) (f) 1—i (h)x —1+V3i, .

' (i) =3—-3v3i, (k) vV3—i.

x06. Legyen x =3 (cosg + isin g) ésy =2 (cos% + isin g) Hatarozza
meg az alabbi kifejezések értékét!

@xy. ()7, @X @ Lo 2y

7. Trigonometrikus alak segitségével hatdarozza meg az alabbi kifejezések
értékét!

(a) Vi, (c) (2+2i)2®,
(b) V7, (d)* (1+v/3)™2. )
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Példa
Szamitsuk kia z =8 (cos 7 +isin ) komplex szdm harmadik gyokeit!

Tudjuk, hogy a z szam n-edik gyokei

Megoldas.
2| =8, 0, =7
— 2k
Ck:n|zl<coscpz—1_+ e ﬂ->’ k=0,...,n—1,
n n
igy a harmadik gyokok
7r L 0
CO:\E/é cos 2 —i—lsm4+ cos——i-/sml)
3 12
7+2 .z +2 o
C1=\3/§<cos4 T 4 isin® 3 7T): <C0512+15In12>
%—1-477_{_.. 7 Tam 5 177 Lis 177
i sin cos i sin 12
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Feladatok

x8. Szdmitsa ki a z = 81 (cos% =+ isin g) komplex szam mdsodik,
harmadik, negyedik gyokeit! Abrazolja a gyokoket a komplex szamsikon!
9. Szimitsa ki a z = 16 <cos% + isin %) komplex szdm mdsodik és
negyedik gyokeit! Abrazolja a gyokoket a komplex szamsikon!

10. Szdmitsa ki a z = i komplex szam harmadik és hatodik gyokeit!
Abrazolja a gyokoket a komplex szamsikon!

x11. I/rja fel a 2., 3., 4. és 5. egységgyokok trigonometrikus alakjat és
dbrdzolja a szamokat a komplex szamsikon!

12. Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!

(a)x z? —3/z+4—0 (d) 22+ (2+4i)z—3+3i=0,
(b)x 234+ 2242z =0,
(c) 25—z=0, (e) 2iz2 + (4+5i)z+5=0.
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Feladatok

x13. irja fel az alabbi komplex szamok exponenciélis alakjat!

2(cos7r—|—'s'n ﬂ) 5 cos2 + sn27T
— I SIn — — I n —
5 5/’ 7 7

x14. Hatdrozza meg az aldbbi komplex szamok trigonometrikus és

algebrai alakjat!

ez, e, 2e5, e o™
*15. Szdmolja ki z - w, = és z° értékét, ha
s s
(a) z=1e'3, w =3¢
™ j2m
(b) z="5e's, w=12e's

x16. irja fel a 2., 3., 4. és 5. egységgyokok exponencidlis alakjat!
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Komplex szamok Matlab-ban

1i a képzetes egység

z=1.5+21 vagy z=1.5+2*1i a z = 1.5 + 2/ komplex szdm
real(z) a z valds része

imag(z) a z képzetes része

conj(z) a z konjugaltja

abs(z) a z abszolit értéke

angle(z) a z komplex szdm szoge

Ha z és w komplex szamok, akkor

z+w az 0sszeguk
z-w a kulonbségiik
z*w a szorzatuk

z/w a hanyadosuk

Megj.: A Matlab-ban az i és j valtozdk értéke is alapértelmezés szerint
i =+/—1, de ez feliilirhatd, ezért tandcsosabb az 1i valtozét hasznalni.
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Példa

Abrézoljuk a2—3i, -1+, 1.8+ 2.5/ komplex szdmokat a komplex
szamsikon!

v=[2-3i, -1+1i, 1.8+2.5i];
figure; plot(v,'o')
axis([-1.5 2.5 -3.5 3.5])
axis equal

ax=gca;
ax.XAxisLocation = 'origin';
ax.YAxisLocation = 'origin';
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for-ciklus

A kettOspont operator
e az a=(1,2,3,4,5) vektor:
a=1:5
e a b=(5,4,3,2,1) vektor:
b=5:-1:1
@ ac=(2,2.2,2.4,2.6,2.8,3) vektor
c=2:0.2:3
Altalaban:
x=elsoelem:lepeskoz:utolsoelem
ahol a 1épéskoz negativ is lehet, vagy

x=elsoelem:utolsoelem

ekkor a |épéskoz 1.
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for-ciklus

for ciklusvaltozo=vektor
utasitasok
end

Példak

s=0;

for i=1:100
s=s+i;

end

s=100;

for i=98:-2:2
Ss=s+i;

end
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Példa J

Abrézolja a komplex szdmsikon az 5. komplex egységgyokoket!

z=zeros(1,5);

for k=1:5
alfa=2*(k-1)*pi/5;
z(k)=cos(alfa)+li*sin(alfa);

end

figure; plot(z,'*')

axis equal

ax=gca;

ax.XAxisLocation = 'origin';

ax.YAxisLocation

'origin';
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Fuggvények irdsa
A Matlab-fiiggvények szerkezete:

function kimenovaltozok=fvneve(bemenovaltozok)
utasitasok
end

Fontos! A fenti fliggvényt fvneve.m néven kell elmenteni.
Példak.
function y=masodf (x)

y=2%x.72-3%x+5;
end

Ekkor a y=masodf (x) utasitds eredménye a 2x? — 3x + 5 kifejezés értéke,
ahol x akar vektor is lehet, ebben az esetben a fiiggvény elemenként
hajtédik végre és y is vektor (ezt az teszi lehetévé, hogy a fv-ben minden
mivelet végrehajthaté vektorokra is, mivel a négyzetreemelés jele elé
kitettiik a . jelet)
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Példa

frjon egy Matlab-fiiggvényt, mely adott n esetén el6allitja és abrazolja az
n-edik komplex egységgyokoket!

function z=egyseg(n)
z=zeros(1,n);
for k=1:n
alfa=2*(k-1)*pi/n;
z(k)=cos(alfa)+1li*sin(alfa);
end
figure; plot(z,'*"')
axis equal

ax=gca;
ax.XAxisLocation = 'origin';
ax.YAxisLocation = 'origin';
end
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>> egyseg(6)

Baran A

08

06

04

02
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>> egyseg(100)

Baran A

% bk Rk 73
**** ****
* *
** 081 *x
** **
* 06 *x
* *
* *

& 0.4 %
x %
* 0.2 *
* *
* *
* *
A -05 05 ¥
* 02k *
% 0.2 o
* *
* 04t o
** **

* 06 *

* - *

* *

*y o
* 0.8 *

* *

* *

L T P L

o =
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Megjegyzés
Kihasznalva hogy a beépitett Matlab-fliggvények jelentds része vektor

argumentummal is hivhatd, az el6z6 kédok elkészitheték for-ciklus nélkiil
is. Pl. a legutdbbi kdéd:

function z=egysegB(n)
k=1:n;
alfa=2*(k-1)*pi/n;
z=cos(alfa)+li*sin(alfa);
figure; plot(z,'*')
axis equal

ax=gca;
ax.XAxisLocation = 'origin';
ax.YAxisLocation = 'origin';
end
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Példa

I,rjunk egy Matlab-fliggvényt, mely adott z komplex szam és n pozitiv
egész szam esetén kiszdmolja és abrdzolja a z szdm n-edik gyokeit.

function zroot=gyokok(z,n)
A=nthroot (abs(z) ,n);
alfa=angle(z);
zroot=zeros(1,n);
for k=0:n-1
Nalfa=(alfa+k*2*pi)/n;
zroot (k+1)=A*(cos(Nalfa)+1li*sin(Nalfa));
end
figure; plot(zroot,'*');
axis equal;

ax=gca;
ax.XAxisLocation = 'origin';
ax.YAxisLocation = 'origin';
end
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>> zn=gyokok(1i,7)

* X
0.8
0.6
04 -
* 02 *
-1 -0.5 0.5 1
T T T T
-02
04
* 06 | *
-0.8 |
o
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>> zn=gyokok(-3+21,4)

*

08 - *
0.6 -
0.4 -

0.2 -

[m] = - =
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Feladat
1. Matlab segitségével hatarozza meg az alabbi komplex szamok algebrai
alakjat!

ez, €T, 265, '3, 77
2. Matlab segltsegevel abrazolja az alabbi komplex szamokat
(a) e, ahol n=4¢és k=0,1,2,3
(b) e, ahol n=6¢és k=0,.
(c) e ,ahoInleéskzO,...,g
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Feladat

Abrazolja a z = 1 + 1.2i komplex szam elsé 5 hatvanyat!

Szorgalmi feladat

Irjon egy Matlab-fliggvényt, mely adott z komplex szdm és n természetes
szam esetén kiszamolja és dbrazolja a z elsé n hatvanyat!
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Szorgalmi feladat

Abrézoljuk a komplex szamsikon az e’® komplex szamokat, mikdzben o
befutja a [0, 27| tartomanyt.

alfa=linspace(0.01,2*pi);
z=exp(li*alfa);
figure; fl=gca;
f1.XAxisLocation='origin'; fl.YAxisLocation='origin';
axis([-1.2,1.2,-1.2,1.2]); axis('square');
hold('on');
for k=1:100
plot(z(k), 'b*x');
v1=plot([0,real(z(k))], [0,imag(z(k))],'b");
pause(0.2)
delete(vl);
end
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Szorgalmi feladat

Abrézoljuk a komplex szamsikon az z = el® komplex szamokat, mikozben
a befutja a [0, 27] tartomanyt. Figyeljiik meg a z képzetes részének
véltozdsat az « valtozasanak fliggvényében. Abra’zoljuk eztisa z = e'®
értékekkel egyszerre, egy kulon koordindta-rendszerben.
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alfa=linspace(0.01,2*pi);
z=exp(li*alfa);
figure; fl=subplot(1,2,1); f2=subplot(1,2,2);
f1.XAxisLocation='origin'; fl1.YAxisLocation='origin';
axis(f1,[-1.2,1.2,-1.2,1.2]); axis(f1,'square');
f2.XAxisLocation='origin'; f2.YAxisLocation='origin';
axis(£f2,[0,2%pi,-1.2,1.2]); axis(f2, 'square');
hold(f1,'on') ;hold(f2,'on');
for k=1:100
plot(f1,z(k), 'b*');
vi=plot(f1, [0,real(z(k))], [0,imag(z(k))],'d');
v2=plot(f1, [real(z(k)) ,real(z(k))], [0,imag(z(k))],'r");
plot(£f2,alfa(k),imag(z(k)), 'r*');
v3=plot(£f2, [alfa(k) ,alfa(k)], [0,imag(z(k))],'r"');
pause(0.2)
delete(vl) ;delete(v2) ;delete(v3);

end
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