DISZKRET MATEMATIKA
Gyakorlati feladatsor

A *-gal jelolt feladatok a nehezebb problémdkat jelolik. (Tehdat példdul a dolgozatbeli szorgalmi feladatok,
illetve a jeles érdemgjegy szintjét.)

1. Bevezetés: halmazok és fiiggvények

1.1. Legyen A = {z € N | x paros}, B = {x € N | z > 4}, valamint C' = {z € N | z < 6}.
Mivel egyenlGek az alabbi halmazok?

B\C, A\(BNnC), BAC, (BUC)\A

1.2. Tekintsiik az alabbi halmazokat: A = Z, B = {x € Z | x paros}, C = {0,1,2,3,4},
D = {z € N| z prim}. Mivel egyenlGek az alabbi halmazok?

A\B, B\A,  AnB, C\B, (A\B)UD, BAD
1.3. Irjuk fel az A = {a,b, ¢} halmaz hatvinyhalmazat!

1.4. EgyenlG-e az alabbi két halmaz?
(a) Az 5-nél nagyobb egész, valamint a 6-nal nem kisebb természetes szamok halmaza;
b) A={reR|0<z<lész<z’}ésB={reR|x<0ésx=|z|}
(c) A=Rés B={z c R | Va2 =z}

1.5. Legyenek A, B és C a H alaphalmaz tetszéleges részhalmazai. Irjuk fel a halmazmiiveletek,
valamint A, B, C és H segitségével H azon elemeinek halmazat, amelyek

csak a B halmaznak elemei (A, B és C koziil);

pontosan két halmaznak elemei;
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nem elemei mindharom halmaznak;

legfeljebb egy halmaznak elemei;
legalabb két halmaznak elemei;

legalabb egy halmaznak elemei.
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1.6. Jelolje X a 2017 szeptember elsején 20 és 22 ora kozott a ,Vak késdobald” elnevezést
vendéglatoipari egységben megjelent vendégek halmazat. Tekintsiik az X alabbi részhalmazait:
N a n6k halmaza, T' a torzsvendégek (az egységet hetente legalabb 4 alkalommal latogatok)
halmaza, A az alkalmi vendégek (az egységet ezidaig legfeljebb kétszer latogatok) halmaza, S
a sort ivok, B pedig a bort ivok halmaza. Fogalmazzuk meg halmazelméleti miiveletekkel az
alabbi allitasokat!

(
(

a) A bort ivo alkalmi vendégek kozott nincs nd.
b

)

) A férfi torzsvendégek sort és bort is isznak.
¢) Nincs olyan sorivo né, aki torzsvendég.
)

)

(
(d

(e) Minden alkalmi vendég sorivo.

Aki vagy csak sort, vagy csak bort iszik az alkalmi vendég és né.



1.7. Legyen A egy m elemt, B egy n elemii halmaz. Adjuk meg m és n fliggvényében legaldbb,
ill. legfeljebb hany eleme lehet az aldbbi halmazoknak!

AUB, ANB, A\ B, AAB, Ax B
1.8. Egy tarsasagban 27-en beszélnek angolul, 23-an németiil, 12-en mindkét nyelvet beszélik,
8-an egyiket sem. Hany tagi a tarsasag?

1.9. Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket! (Az értelmezési tartomany R lehets legbdvebb rész-
halmaza.)

(a) f(x)=2x+3
(b) f(x) =

(c) f ()

(d) A

f(x ) els6foku fiiggvényt, ha tudjuk, hogy f grafikonja illeszkedik a (—3,1) és (2, —2)
pontokra Adjuk meg f(z) képletét is!

(e) f(x)=22?+ 8x — 10
f) ft)=t*—6t+9
(8) flx) =—2*—4

1.10. Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket! (Az értelmezési tartomany R lehet6 legbGvebb rész-
halmaza.)

(a) f(z) =8—2z

(b) flz)=7+1

(c) Az f(z) elstfoku fiiggvényt, ha tudjuk, hogy f grafikonja illeszkedik a (—2,0) és (3,4)
pontokra. Adjuk meg f(x) képletét is!

(d) f(z)=—22>—Tr+3
(e) f(x)=12%—2z+4
(f) flx) =24z +4
(g) f(x)=0,7"

(h) f(z) =3

(i) f(z) =log,x

(i) f(z) =logys

1.11. Dontsiik el, hogy az alabbi fiiggvények koziil melyik injektiv, sziirjektiv, ill. bijektiv! Ha

méast nem mondunk, akkor az értelmezési tartomany R lehets legb6vebb részhalmaza, a képtér

pedig R.
(a) f(z)=
(b) g(z) =

(©) h(z) =sina | [-3,3]
Mi a helyzet ha a képtér [—1,1]?

=sinz

(d) flx) =

(e) flz)=2—=
f) flx)=az+b
(8) f(z)=

() f(x) =log, @



2. Teljes indukcio

2.1. Bizonyitsuk be teljes indukciéval az alabbi allitasokat!

1
(a) 1+2+---+n:@ Vn € N esetén;
1)(2 1
(b) 12+22+---+n2:n(n+ )6(n—|— ) Vn € N esetén;
DA 2
(¢) 1P+2°+---+n’= (@) Vn € N esetén;
(d) 1+3+5+---+(2n—1)=n? Vn € N esetén;
4n? —1
(e) 12—1—324—52—}—-“—1-(271—1)2:% Vn € N esetén;
1 2
(f) 1-2—1—2-3—1—-~-—i—n(n—i—1):n(ThL ?z(n—l— ) Vn € N esetén;
1 1 1 n
- = Vn € N esetén;
® T5test  Taman a1 Tn € Nesetén
(h) 1-442- 7+ - +nBn+1)=n(n+1)? Vn € N esetén;
1 1 1 n+2
O R e
G) 1-1'+2-2l+---+n-nl=n+1-1 Vn € N esetén;
(k) 6|(n®—n) Vn € N esetén;
(1) 6](n®+ 5n) Vn € N esetén;
(m) 5[(2** + 3) Vn € N esetén;
(n) 3|(n*+5n+6) Vn € N esetén;
(0) 9|(10™ +3-4"+% +5) Vn € N esetén;
(p) 4|(7" +10n —5) Vn € N esetén;
3 5 7
(a) DD ™ egész sz4m minden n € N esetén;
3 5 15
(r) (n+1)!>2""3 han>5neN;
~ 1
(s)* Z Vn+1-1) Vn € N esetén;
k=1 k
2n g
(t)* < 4" han>5neN;
n
= 1
(u) Z ﬁ — ﬁ Vn € N esetén;
k=1

(v)* n®<2" han>8 neN;

~ 1
(w) vn< Z — < 2yn Vn € N esetén.
= VEk

2.2. Tegyiik fel, hogy n > 4 id&s holgy mindegyike tud egy pletykéat (mindenki kiilonboz6t). A
holgyek mindegyikének van telefonja, és ha két holgy felhivja egymast, akkor az Gsszes addig
tudomésukra jutott pletykat elmondjak egymasnak. Bizonyitsuk be teljes indukciéval, hogy
2n — 4 telefonhivassal megoldhat6, hogy mindannyian ismerjék az Gsszes pletykat!



3. Oszthatosag
3.1. Igazoljuk az alabbi oszthatdsagokat!
(a) 9](10" + 53) (c) 6](107 — 88)
(b) 36[(10'7 — 64) (d) 12](106 + 44)
3.2. Milyen szamjegyeket frhatunk a és b helyére, hogy teljesiiljon az oszthatosag?
(a) 33|52ab71 (c) 45/61a24b
(b) 36|762a4b (d) 72|44a21b
3.3. Igazoljuk az alabbi oszthatésagokat!
(a) 200[(199% — 199) (c) 200|(1013 + 99%)
(b) 7|(11° — 49) (d) 99|(11%2 — 2211)
3.4. Szamitsuk ki, hogy 100! hany nulldra végzsdik!
3.5. Létezik-e olyan n egész szam, hogy n! pontosan 5 nullara végzédik?
3.6. Igazoljuk, hogy négy egymaést kivets egész szdm szorzata mindig oszthatod 24-gyel!

3.7. Igazoljuk, hogy ha egy tetszéleges pozitiv haromjegy szamot kétszer egymas utan leirunk,
akkor a kapott hatjegyt szam oszthato 13-mal!

3.8. Euklideszi algoritmus segitségével szamitsuk ki az alabbi szamok legnagyobb k6zos oszto-
jat!

(a) 672 és 360, (c) 1225 és 216, (e) 783 és 1160,
(b) 455 és —312, (d) 680 és —845, (f) 3751 és 1240.
3.9. Mutassuk meg, hogy nem léteznek olyan a és b pozitiv egész szamok, hogy a? = 5b%.

3.10. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi egyenletek nem oldhatok meg a pozitiv egész szidmok
korében!

(a) nftl = (n+ 1)k, (¢) k(k*+1) = 3267,
(b) a® + 25a = 7425, (d) 30"+ 31™ = 32*.
3.11. Miért nem lehet két primszam Osszege 20177
3.12. Lehet-e 2007 egymast kovets egész szam Osszege primszam?
3.13. Van-e olyan n egész szam, melyre 2" — 1 és 2" + 1 is primszam?
3.14. Lehetnek-e az n — 12, n + 3 és n + 5 szamok egyszerre primszamok, ahol n € Z?

3.15. Legyen p > 3 primszam. Mutassuk meg, hogy 24|(p* — 1).



3.16. Hatarozzuk meg az alabbi szamok legnagyobb ko6z6s osztojat és legkisebb kozos tobbszo-
rosét!

(a) 450 és 420, (c) 1260 és 14850, (e) 495 és 300,

(b) 539 és 364, (d) 663 és 308, (f) 990 és 420.

3.17. Bizonyitsuk be, hogy négy egymast kovetd természetes szam kozott mindig van egy,
amely a masik haromhoz relativ prim!

3.18. Hany pozitiv osztoja van az alabbi szdmoknak?
(a) 252 (b) 600 (c) 528
3.19. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek pontosan 12 pozitiv osztdja van?
3.20. Hany olyan pozitiv oszt6ja van 7560-nak, amely a 15-hoz relativ prim?
3.21. Oldjuk meg (amennyiben lehetséges) az alabbi linearis diofantikus egyenleteket!
(a) 14z — 18y = 6, (c) 12z — 15y = 26, (e) 495z + 300y = 15,
(b) 15z + 28y = 12, (d) 21z — 15y = 12, (f) 18z + 28y = 10.

3.22. Gombo6c Artirnak 1420 Ft-ja van, ezt mindet csokoladéra szeretné kolteni. A boltban
kétféle csokoladét lehet kapni: a lyukas csokoladénak 35 Ft darabja, a kerek csokoladénak 40
Ft. Hogyan vélaszthat csokoladét Gomboc Arttar?

3.23.% Péter egy 20 szal viragbol allo csokrot vasarolt 1430 Ft-ért. A csokorban haromféle virag
talalhato, amelyekbdl egy szal rendre 50, 70, ill. 80 Ft-ba keriil. Hany szal virdgot tartalmaz az
egyes fajtakbol a csokor, ha tudjuk, hogy egyik fajtabol sincs benne 10-nél tébb?

3.24. Oldjuk meg (amennyiben lehetséges) az alabbi linearis kongruenciakat!

(a) 3z =5 (mod 7) (e) 5z =24 (mod 13),
(b) 122 =8 (mod 16), (f) 14z = 8 (mod 21),
(c) 92 =15 (mod 12), (g) 11z =12 (mod 18),
(d) 5z =4 (mod 11), (h) 30z = 48 (mod 58).
3.25. Mennyi maradékot ad
(a) 397 ha 29-cel osztjuk, (d) 17", ha 40-nel osztjuk,
(b) 171 ha 25-tel osztjuk, (e)* 545 ha 13-mal osztjuk,
(c) 23% ha 50-nel osztjuk, (£)* 383" ha 11-gyel osztjuk?

3.26. Mi az utolso két szamjegye 19%-nek?



4. Komplex szamok

4.1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan! Abrazoljuk a megolda-

sokat a komplex szamsikon!
(a) 2?2 +4=0,

(b) 22 +2x+2=0,

(¢) 22—z +1=0,
(d) 2* —62% + 13z = 0.

4.2, Irjuk fel az alabbi komplex szamok algebrai alakjat!

(a) 3+14)(2437), (—2+3i)(5— 2i),

(b) 5—=2i, (3+4i)(2+1),

(c) (2—1d)% %435 — 2% +42 -1,

5+3 1—2 1-—-2¢ 2—1

(d) ——,

i(1+2i), (—=1+i)(1—2i)(1 + 2i),

7:1007

l 244 1-—3i

(3-20)(2 1 5i)

4.3. Mely z komplex szamokra igazak a kdvetkezs feltételek?

[

(a)

(c) Z:%

4.4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!

(a) Z+22 =9+ 2i,
(b) z+|2* =31 — 4,

(¢) -7 =—3—2,

(d) 2%+ |z|> =2 — 61,

4.5. Abrazoljuk a komplex szamsikon az alabbi halmazokat!

(a) A={z€C : Im(z) =0},

0},
(c) C={z€C :Im(z) <0},

(b) B={z¢€ C : Re(z)

(d) D={z€C : Re(z) > 2},
(e) E={2€C: |z| <1},
(f) F={z€C : Re(z) =Im(2)}.

4.6. Adjuk meg az aldbbi komplex szamok trigonometrikus alakjat!

(a) 2, (¢) =1,

(b) 1, (d) 1—14,

(e) 1+1, (g) —3 — 3v/3i,
1 1
(f) —L+ 3, ) 5+ 75

4.7. Legyen z = 3 <cosg+isin g) és y = 2 (COS% + 7 sin g) Hatarozzuk meg az aldbbi

kifejezések értékét!

(a) Ty, (b)

bl

< |8

(d) °, (e) £ (f) 22y.



4.8. A trigonometrikus alak segitségével hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét!
(2) Vi, () (14 4)*%,
(b) () (L+ V3™,

4.9. Szamitsuk ki a z = 81 (cosg + 7sin g) komplex szam masodik, harmadik, negyedik gyo-

keit! Abrazoljuk a gyokoket a komplex szamsikon!

4.10. Irjuk fel és abrazoljuk a komplex szamsikon a harmadik, negyedik, 6todik és hatodik
egységgyokoket!

4.11. Az alabbi komplex szamok koziil melyek egységgyokok?

144 1+3 1+1, 2( 7T+..7T> 7r+..7r
1, —+ - — + — cos — + 2sin — €OS — + 7sin —
447 V2 V2 2 2/’ 2 2’
5% T 1 V3 1 V3
O g2 2y Vo L Vo
cos8 —l—zsmS, 2—1— 22, 2+ 22, ,

3 3
4.12. Legyen £ = cos Sl + 4 sin ZF Mutassuk meg, hogy k = 1,...,8 esetén e elgallitja az
Osszes nyolcadik egységgyokot!

4.13. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!

(a) 22 —3iz+4=0, (d) 22+ (2+4i)z —3+3i =0,
(b) 22+ 22+ 2=0, (e) 262> + (4+5i)2+5=0,
(c) 25 —2=0, (f) 22 +2i2+1=0.

5. Polinomok
5.1. Irjuk fel az alabbi polinomok gyoktényezds felbontasat R felett!

a) 222 —2x — 12 (e) 2® —62? + 122 — 8

(
(b) —x® — 3z% + 4x (f) 23 —322 —z+3

)
)
4o —4r — 3 )
)

(c ' —16

(d) 2° + 32> + 3z + 1

g

)
)
)
) h

(
(
5.2. Irjunk fel olyan minimalis fokszamu valés egyiitthatos polinomot, melynek

a) a —3 kétszeres, az 1 egyszeres gyoke;

(
(b) az b5 és az i gyoke;

(c) a2 ésaz \% + \%2 gyoke;

)
)
)
(d) az i kétszeres gyoke.

5.3. Végezziik el a kijelolt osztasokat!



a) (223 —2? —5x —2): (z —2)

22 — 52® — T2 + 142 — 6) : (v — 3)

(
(b
(

d

) (
) (

(¢) (—3x3 4 48z) : (v —4)
) (623 + 922 — 5z —4) : (22 + 1)
) (

(e) (6z* —72® +52% —22): (222 — 2z + 1)

5.4. Végezziik el az alabbi polinomokon a maradékos osztast!
(a) 22% —32® +42® — 5x +6, 2 — 3z + 1
(b) 22° — 523 — 8z, x + 3

(c) 2° =32+ 1, 22+ +1

(d) 2+ 2% - 322 —do — 1, 2>+ 2?2 —x — 1

(e) z* —102% + 1, 2* — 4v/22% + 62 + 422 + 1

5.5. Horner-algoritmus segitségével hatarozzuk meg az alabbi helyettesitési értékeket!

(a) p(x) =225 — 32t 4+ 2% — 5a? + 22 — 4, p(2) =7, p(—1) =7
(b) p(x) =22° — 3a* + 2% + 2z + 1, p(—2) =7

(¢) p(x) = 2° — 3z + 42? + 3z + 2, p(—2) =7, p(3) =7

(d) p(z) = 62® + 92* — bz — 4, p (—3) =?

6. Kombinatorika

6.1. Melyikbsl van tébb: csupa kiilonb6z6 szamjegybdl allo tizjegyd, vagy csupa kiilénb6zd
szamjegybdl allo kilencjegyt szambol?

6.2. Hanyféleképpen rakhatunk sorba 12 kényvet, ha 3 bizonyos kényvet egymas mellé akarunk
rakni és

(a) a harom konyv sorrendje nem szamit?

(b) a harom konyv sorrendje szamit?

6.3. Hanyféleképpen lehet a sakktablan elhelyezni 8 egyforma bastyat gy, hogy egyik se {isse
a masikat? Mennyi lesz az eredmény, ha a 8 bastyat meg tudjuk kiilonbdztetni egymastol?

6.4. Hanyféleképpen iiltethetiink egy kerek asztal koré 5 hazaspart gy, hogy a hazastarsak
egymas mellett {iljenek? (A forgatassal egymasba vihetd iilésrendeket azonosnak tekintjiik.)

6.5. Hanyféleképpen iiltethetiink egy kerek asztal koré 5 férfit és 5 nét dgy, hogy se két férfi,
se két ng ne keriiljon egymas mellé? (A forgatéassal egymasba vihetd iilésrendeket azonosnak
tekintjiik.)

6.6. Hany olyan hatjegyd szdm van, melyben harom 1-es, két 2-es és egy 3-as szamjegy szerepel?

6.7. Egy urnaban 5 piros, 7 fehér és 3 zold golyo talalhaté. Egyesével kihuzzuk a golyokat és a
huzas sorrendjében feljegyezziik a kihtazott golyok szinét. Hanyféle szinsorozatot kaphatunk?

8



6.8. Egy kirdndulason 10 didk vesz részt. Hanyféleképpen helyezhetjiik el 6ket egy két-, egy
harom- és egy Otagyas szobéban?

6.9. Hanyféleképpen oszthatunk szét 12 gyerek kozott 15 konyvet, ha nem muszaj minden
gyereknek konyvet adnunk?

6.10. Hat ajanlott levelet kell kikézbesiteni, ehhez harom postas all rendelkezésre. Hanyféle-
képpen oszthatjuk szét a leveleket kozottiik?

6.11. Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy csomag francia kartyabol (4 szin, szinenként 13
lap) négy paronként kiilonb6zs szinid lapot? Hanyféleképpen valaszthatunk akkor, ha azt is
megkoveteljiik, hogy ne legyen két azonos értékii sem?

6.12. Hanyféleképpen iiltethetiink egymas mellé 10 kiilonb6z6 életkorti embert tugy, hogy a
legidésebb és a legfiatalabb ne {iljon egymaéas mellett?

6.13. A szdamegyenesen az origdbol indulva 10-et 1épiink tgy, hogy minden 1épésnél 1 egységet
lépilink jobbra, vagy balra. Hanyféleképpen fordulhat el6, hogy a 10 lépés utan visszaériink az
origbba?

6.14. Hanyféleképpen juthatunk el a sikbeli koordinatarendszerben az origoboél a (4, 3) pontba,
ha mindig csak jobbra, vagy felfelé léphetiink 1 egységet?

6.15. Az (x,y,z) térbeli koordinata-rendszerben hanyféleképpen juthatunk el az origobdl a
(4,3,2) pontba, ha minden lépésnél az z-, y-, vagy z-tengely mentén léphetiink egy egységnyit
pozitiv irdnyban?



6.16. Hanyféleképpen lehet kiolvasni az alabbi tdblazatbol a kombinatorika szot?

K OM B I N AT
O M B I N A T O
M B I N A T O R
B I N A T O R 1
I N A T ORI K
N A T ORT K A

6.17. Hanyféleképpen rakhatunk sorba 5 piros és 8 fehér golyot tgy, hogy ne legyen egymés
mellett 2 piros goly6?

6.18. Hanyféleképpen rakhatunk sorba n darab nullat és k darab 1-est (k < n + 1) ugy, hogy
két egyes ne keriiljon egymas mellé?

6.19. Hanytéleképpen allithatunk sorba 4 fiut és 6 lanyt ugy, hogy két fia ne alljon egymés
mellett?

6.20. Hanyféleképpen rakhatunk sorba 6 piros, 5 fehér és 4 kék golyot ugy, hogy 2 piros golyd
ne keriiljon egyméas mellé?

6.21. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki 6 fiabol és 8 lanybol 4 tancold part? (A parok tagjai
kiil6nb6z6 nemtiek.)

6.22. Egy tarsasagban 15 férfi és 16 n6 van. Hanyféleképpen valaszthatunk ki bel6liik 7 embert
ugy, hogy pontosan 4 férfi legyen kozottiik?

6.23. Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy 11 {&s tarsasaghol két négyf6s csapatot?

6.24. Egy adott héten hanyféleképpen fordulhat el, hogy pontosan harom taldlatunk van az
otoslotton? Az 6toslotton 90 szambol htznak 5-6t, a sorrend nem szamit.

6.25. Egy adott héten egy szelvénnyel jatszva héanyféleképpen fordulhat el6, hogy legalabb
harom taldlatunk van az 6toslotton?

6.26. Egy csomag francia kartyabol kihtzunk 10 lapot. Hany esetben lesz ezek kozott
(a) asz?

(b) pontosan egy &sz?

(c) legfeljebb egy asz?

(d) pontosan két asz?

(e) legalabb két &sz?

6.27. Hanyféleképpen oszthatunk szét 4 gyerek kozott 7 almat és 9 kortét?
6.28. A (2 + )% hatvanyozast elvégezve mi az z° tag egyiitthatoja?
6.29. Elvégezve az (1 + a)'™ hatvanyozéast, mi lesz az a'® tag egyiitthatoja?
6.30. Igazoljuk az alabbi Gsszefiiggést!
n n—1 n—1
(-G

6.31. Igazoljuk az alabbi Gsszefiiggéseket!

() () ()=7
(0)-()= ()= () er() -
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7. Vektorterek

7.1. Allapitsuk meg, hogy alteret alkot-e

(a) R%-ben a {(0,a) | @ € R} halmaz,
(b) R2%-ben az {(1,a) | a € R} halmaz,
(c) R3-ban az {(z,0, 2) | x, 2 € R} halmaz
(d) R%ben az {(x,y) € R* | z + y = 1} halmaz,
R2-ben az {(z,y) € R? | # + y = 0} halmaz,
(
(
(

)

) 1

) T,

) .y

(e) .y

(f) R*-ben az {(z1, 22,73, 74) € R* | 23 = x3} halmaz,

(g) R3-ban az {(r1, 9, 23) € R? | 21y = x5 = x3} halmaz,

(h) R3-ban az {(x1,22,23) € R® | 1 + 29 = 23} halmaz,

(i) R%ben az {(z1,72) € R? | 21,75 > 0} halmaz,

(j) alegfeljebb n-edfoku valos polinomok terében azon legfeljebb n-edfoki valos p polinomok
halmaza, melyekre p(0) = 0 teljesiil,

(k) a legfeljebb n-edfoki valés polinomok terében azon legfeljebb n-edfok valés p polinomok
halmaza, melyekre p(0) = 1 teljesiil,

(1) a legfeljebb n-edfoku valés polinomok terében a paros fokszamu polinomok halmaza,

(m) a valés szamsorozatok terében a szamtani sorozatok halmaza.
7.2. Mutassuk meg, hogy az (1,2) és (—3,2) vektorok linearisan fiiggetlenek R*-ben!

7.3. Linearisan fiiggetlenek-e R3-ban az alabbi vektorrendszerek?

(a) v = (1,0,1), vo = (1,1, 1);

(b) v; =(1,0,0), v = (0,1,0), vz = (1, 1,1);

(c) v1 =(1,2,2), vy = (—1,—-1 2) =(2,3,0);

(d) v, =(1,1,2), vs = (2,3, — ) V3 = ( 1,2, —17);

() v =(1,1,2), vy = (-2, — )

(f) v1 =(—1,2,1), va = (2, —3 1) =(1,1,2);

(g) v =(—1,2,1), v = (2,-3,1), v3 = (1,1,2), vy = (5,2,0).

7.4. Hatarozzuk meg az alabbi vektorok altal generalt alteret R%-ben!

(a) (1,0), (0,1); (d) (3,2);
(b) (_270)7 (O’ 1)5 (e) (172)7 (3’ 1>;
(C) (17 _2)7 (27 _4); (f) (170)7 (27 _4)7 (07 2)'

7.5. Irjuk fel az (1,2) vektor koordinatit R? alabbi bazisaira vonatkozéan!

(a) (1,0), (0,1); (¢) 3, 1), (1,2);
(b) (=1,2), (1,1); (d) (1,-1), (1,3).

7.6. Irjuk fel az (1, —1,2) vektor koordinatait az R® alabbi bazisaira vonatkozéan!
(a) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1); (¢) (—1,2,1), (2,-3,1), (1,1,2);
(b) (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1); (d) (1,2,2), (-1,-1,3), (2,3,0).
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8. Matrixok, determinansok, linearis egyenletrendszerek

8.1. Legyenek adottak az A, B, C és D matrixok a kovetkezéképpen:

2 -1 1 1
A:<le_é _g) B:(? ?‘Z) C=| -1 3 10 D= —2
4 0 4 7

Végezziik el az alabbi miiveleteket, amennyiben lehetséges!

A+ B, 3A-2B, AT + B, AD, CB, CD, AC + BC, (A+ B)C

= () e (4) (),
=3 5) o= (5 3) ==(t)

Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

8.2. Legyen

Av, Aw A(u+v), wTAT, A+B, (-20)7, 24-3B, (A+B)", AB, BA,
BTAT, AE, EA, AC, A(B+C), C(A-2B), ATA, AA".

8.3. Legyen
—4 0 -1 7 =3
v=| -2 |, w=|11], A= 4 2 2|,
1 0 -2 0
1 5 -1 -4 2 =3 100
B = 20 61, C=(-3 1 -5], E=[010
-3 3 4 0o -2 2 0 01

Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

Av, Aw A(u+v), w'AT, A+B, (-20)", 24-3B, (A+B)', AB, BA,
BTAT AE, FEA, AC, AB+C), C(A-2B), ATA, AAT

8.4. Szamoljuk ki az alabbi matrixok determinansat a Sarrus-szabély segitségével.

(a) 1 3 1 11
Y1 -2 @123
149
20 O
(b) (g ‘f) @ [ =5 1 2
3 8 =7
cosa sina 0
(©) 2 1 (f) | —sina cosa 0
T\ 42 0 01
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8.5. Szamoljuk ki az alabbi matrixok determinansat kifejtési tétellel, vagy Gauss-eliminacioval.

3 100 3 -1 9
(a)(_21) m oo 1 o o s
010 0 1 -5

9 1 —1 3 0 —1 9 —1 1

@ [ -6 -6 5 @ [ -1 -6 5 (f) 4 -2 5
4 —4 3 29 0 -3 2 1 -5
512 7 2 2 0 1 0123
300 2 4 -2 —1 1 101 2
® | 134 5 I @191 01
200 3 8 -6 1 0 3210

8.6. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok inverzét, amennyiben az létezik.

43 2 23 3 2 —12
(a) ( _ (b) 1 =10 (c) -1 0 2
-1 21 2 2 —10
3 -1 2 -2 1 4 -1 21
(d) 1 -3 —4 (e) 10 3 (f) 2 -3 1
2 5 -1 2 -3 1 1 2
100 -1 3 -2 1 -3 2
(g) 001 (h) 02 3 (i) -6 4 -1
010 0 0 -3 1 3 —6
8.7. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket!
T — Lo+ T3 = 6 2$1+I2—l’3: 5
(a) 20y + 29 — 3= 5 (b) r1—22+w3= 6
—31'1 + 21}2 + 5?[73 = 3 xr1 + 2ZE2 — 2[L‘3 = -1
ZE1—$2+3CL’3+51’4: 2
_ (d) 21‘1 +2£L’2 —|—:[;4 =0
(C) Tt 43:2 o 0 —T1 — 31’2 + 31‘5 + 4.’134 = 2

2x1 + 8x9 = 10

r+y+z= 3
r+2y+2z2= 5
3r+oy+62= 14
20 +4y + 52 = 11
r+2y+3z= 6

—3$1 + T2 + 2133 = -2
4.7)1 — 6(132 — T3 = 17
ry — 55(72 + T3 = 10

(f)
(e)

8.8. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket a Cramer-szabaly alkalmazasaval, amennyi-

ben ez lehetséges!

21‘1 + 3132 + x3= 1
21‘2 — I3 =
T+ 21132 + 31‘3 = 3

21’1—|— I2—5ZE3+ Ty =
$1—3ZE2 —6ZE4:
r1 +4xy — T3+ 624 =

209 — T3+ 2x4 =

(a) (b)
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8.9. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket!

—21'1 — I9 + 433'3 = 3 —433'1 — 45132 -+ 21’3 = —2
(a) 21131 + 3.%’2 — T3 = 1 (b) —2$1 - 7.732 + 3.733 = 6
—41’1 - 101‘2 - 5.173 = —12 21‘1 + 12[E2 - 5[[‘3 = —13
—2r1 + 229 + x3 = 0 3x1 4+ 219 —4x3 — 14 =
(d) —X — 21’2 + 35(73 + 5.174 =
() 6z1—3mp—dmy= -8 2x1 +4x9 — 223 — Dy =
—Adri + 29+ 23 = 4 1 2 3 4=
-1 + 31‘2 — 21’3 = 3
2.1'1 — 4332 -+ 21’3 = =2 (f) 2.73'1 — 4332 + 91’5 = 3
() —dx;+6zy—23= 5 —11 +Txy +T23= 20
I1—2.§L’3: 0 I1—5ZL’2—2$3: —11
8.10. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok rangjat!
12 0
3 1 —1 3 1 -1 —2 2 —6
01 —4 )’ —6 -2 2 )’ 0 4 —4
3 =3 9
3 2 1 -1 -2 4
_(1) g ; -9 -8 -1 6 13
00 7 ’ -6 0 -8 =8 |’ 0 2
9 8 7 5 -5 2

8.11. Hatarozzuk meg az aldbbi vektorrendszerek rangjat!

(a) v =(1,2), va = (3,1);

(b) v1 = (1,0), vo = (2,—4), v3 = (0,2);

(c) v1 =(1,0,1), vy = (1,1,1);

(d) v, =(1,0,0), v = (0,1,0), v (1, 1,1);

(e) vy =(1,2,2), vo = (—1,—1, 2) =(2,3,0);

(f) vi=(1,1,2), v =(2,3,—1), v3 = ( 1,2, —17);

(8) vi=(1,1,2), vo = (=2, -2, —4);

(h) v; =(=1,2,1), va = (2,-3,1), v3 = (1,1,2);

() v = (=1,2,1), v2 = (2, =3, 1), v3 = (1,1,2), v = (5,2,0).
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