Determinansok, matrixinvertalas,

linearis egyenletrendszerek

I. Determinans kiszamitasa

1. Sarrus-szabaly: 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok determinansanak kiszamitasara.

1 12 = a11Q92 — Q124
11422 12421
G21  G22

ailr a2 ais
Q21 Q22 Q23 | = Q11022033 + (12023031 + G13G21G32 — G13G22G31 — A120210G33 — A11023032
azyp azz as3

Modszer a harmadrendi esetben:

= Q1122033 + Q12023031 + Q13021032 —

— 13022031 — Q12021033 — Q11023032

2
3/=0-2:64+1-3-(-2)+2-1-4—(-2)-2-2-4-3-0—-6-1-1=4

2. Gauss-féle eliminacios modszer: A determinanst felsd haromszog alakira hozzuk (f6atlo alatti
Osszes elem 0), ennek a determinénsnak az értéke pedig a féatlobeli elemek szorzata:

aip aiz 4z ... Qip
0 g2 Q23 ... Qop
0 0 asz ... a3n | = a11a22033 . . . App
0 0 0 ... apy

Az dtalakitdasndl haszndlhato lépések:

(i) Egy A # 0 skalar kiemelése tetszdleges sorbol.

(ii) Egy sor A-szorosanak hozzaadasa egy masik sorhoz.

(iii) Két sor cseréje, ekkor a determinéns értéke elGjelet valt.
3. Kifejtési tétel alkalmazasa: Kivalasztjuk a determinéns egy tetszGleges sorat, vagy oszlopét, en-
nek minden elemét megszorozzuk az elemhez tartozé algebrai aldeterminanssal, majd a szorzatokat
Osszeadjuk.

Példaul ha az . sor szerint fejtjiik ki a determinanst, tovabba A;; jeloli az a;; elemhez tartozo
algebrai aldeterminénst, akkor a fentiek szerint

det(A) = |A| = Za” ij-

Aj;-t, a matrix a;; eleméhez tartozé algebrai aldetermlnanst ugy kapjuk meg, hogy a méatrixbol
kihizzuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot, kiszamoljuk az igy adodé (n — 1) x (n — 1)-es méatrix
determinansat, és ezt megszorozzuk a (—1)"7 szdmmal.




II. Matrixinvertalas

1. Gauss-féle eliminacios modszer: Ha az n x n-es A matrixot szeretnénk invertalni, akkor az (A|E)
n X 2n-es matrixot (ahol E az n X n-es egységmatrix) az alabbi atalakitasokkal megprobaljuk (E|B)
alakira hozni. Ha ez lehetséges, akkor a B métrix éppen A inverze. Amennyiben az eljards nem
hajthat6 végre, igy A szingularis.

Az dtalakitdasndl haszndlhato lépések:
(i) Tetszoleges sor szorzasa A # 0 skalarral.

(ii) Egy sor A-szorosanak hozzaadasa egy masik sorhoz.
(iii) Sorok cseréje.

Mintafeladat: Invertaljuk az

2 3
A= -1 0
— 21
matrixot!
2 231100 1 =100 10
(A|E) = 1 =1 0010 |~ 2 231100 ]|~
-1 211001 —1 2 11001
1 =100 10 1 =100 10
~1 0 43| 1 -2201]~120 1 1] 0 11 ~
0 1 110 11 0O 4 3|1 =220
10 110 2 1 10 0|1 —4 -3
~({01 10 1 1 ]|]~(01 0|1 =5 =3 |~
00 -1]1 —6 —4 00 -1} 1 —6 —4
1 00 1 -4 -3
~1 010 1 =5 =3 | =(E|B)
001 -1 6 4
Ezért A inverze
1 -4 -3
B = 1 -5 =3
-1 6 4
100
Ellenérizziik, hogy AB=BA=FE=| 0 1 0
0 01
2. Adjungalt modszer: Az A négyzetes matrix inverze megkaphat6 az alabbi képlettel is:
1
71:—Ai'T
det(A)< J) )

tehat képezziik azt a matrixot, amelynek (7,j) indexd eleme az A matrix a;; eleméhez tartozo
algebrai aldeterminans (Id. el6z6 oldal alja), ezt a matrixot transzponéljuk, és megszorozzuk az
m skalarral. Példaul a fenti A méatrix inverze ezek szerint:

. +(=1-1-2-0) —(1-1—=0-(=1)) +(1-2—(=1-(=1))) \"
= —(2:1-2-3)  +(2-1—(=1)-3) —(2-2—(=1)-2) —
206372 L2 0-(-1):3) —(2:0-1-3)  +(2-(-1)—1-2)
L1 -1 4 ~1 4 3 1 —4 -3
=—( 4 5 6| =-1-[ -1 5 3= 1 -5 -3
1\ 3 3 4 1 -6 —4 1 6 4



III. Linearis egyenletrendszerek

1. Gauss-féle eliminéciés modszer: Az alabbi ekvivalens atalakitasok nem valtoztatjak meg az egyen-
letrendszer megoldashalmazat. A megoldas modszere az, hogy ezen atalakitasok segitségével az
egyenletrendszer kibdvitett matrixat trapéz alakira hozzuk (f6atlo alatt csupa 0), ahonnan a leg-
alsé egyenlettdl kezdve felfelé haladva visszahelyettesitéssel adodnak a megoldasok.

Ekvivalens dtalakitdsok:  egyenletek ~» kib6vitett matrix sorai
(i) Egyenlet szorzasa A # 0-val.
(ii) Egy egyenlethez hozzdadni egy masik egyenlet A-szorosat.
(iii) Egyenletek sorrendjének megvaltoztatésa.
(iv) Elhagyni olyan egyenletet, amely egy masik egyenlet A-szorosa.
(v) Ismeretlenek felcserélése egyiitthatoikkal egyiitt, minden egyenletben. (~ oszlopcsere)
2. Cramer-szabély: Négyzetes alapmatrix (m = n) esetén, ha az alapmatrix reguléaris (det(A) # 0),
akkor a linearis egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, mégpedig
_ det(A4;)
YT det(A)
ahol az A; matrix tgy adodik A-bol, hogy az i-edik oszlopot kicseréljiik a szabad tagok oszlopvek-
torara, azaz

ie{l,...,n},

aip ... bl ... Qip
Qi .- by ... apn

j-edik oszlop

Mintafeladat: Oldjuk meg a kovetkezs linearis egyenletrendszert a Cramer-szabaly alkalmazaséaval:

X1 + 4(['2 —f- 2[E3 = 5
—31’1 + 2]}2 + x3 = —1
41 — X9 — X3 = 2

Elgszor ellendrizniink kell, hogy det(A) # 0. Ebben az esetben az alapméatrix

1 4 2
A= -3 2 1],
4 -1 -1
ennek determinansa det(A) = —7 # 0, ezért alkalmazhato a Cramer-szabaly. Tovabba
5o 4 2 1 5 2
det(A1> =| —1 2 1|= —7, det(Ag) =| -3 —1 1|= 0,
2 -1 -1 4 2 -1
1 4 5
det(A3) =] -3 2 —1|=-14,
4 -1 2
ezért a megoldas
1
det(Al) -7 det(Az) 0 det(Ag) —14
= =—=1 = = — = = = =2 =10
T () T T P T () T T P T () - - T



